ANA

Presta- mejor 4
S¢ trazan f4cj).
en el intervalo

ceroS podna‘ .
J. Bablm en'_-

\GA, . 0

serle, p“b”ca_ o
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" ‘_;.ARELA ENGENDRIADA POR D" SEGMENTO QUE SE .

MUEYE. CONSERVANDOSEI NORMAL 4 UNA LINEA Y-
DESCRIBIENUO UNA SUPERFICIE DESABROLLABLE

Dada una curva plana, si sobre sus normales tomamos un seg-
mento de longitud constante f1, el otro extremo del mismo describira
una curva paralela a la anterior'y el 4rea limitada por ambas curvas

_ ¥ las normales en los puntos extremos es sabido que vale

R ‘-—hl ds———f x(s)a's | - -[1] .

llamando % (s) a la curvatura de la linea pnmmva , : :
.~ Si la linea es alabeada, considerando a lo ‘largo de ella una fa-
milia de normales y tomando también sobre cada unade ellas un

* ~segmento constante, tendremos una banda de superficie cuya forma -
"y drea’ dependera naturalmente, de la famlha de normales con~. .

_ siderada;

' Nuestro prbpésnto es obtener una: férmula anéloga a la [1], que

nos dé el rea de esta cinta de anchura h en los- -Casos en’ que'sea .
desarrollable y deducn‘ de. ella algunas consecuencxas ) .

-

= e S

1. Sea r—r(s) la ecuacxén vectonal de la curva pnmxtwa y o
' representemos por t,onyb a- os vectores umtanos tangente nor-

“mal principal y bmormal respectivamente.

-+ En cada punto de r (s) tomamos un. segmento de longltud h, e
situado en. elplano normaf y formando con la’ bmormal un. éngulo;
* variable 0(s) El otro extremo’ de este segmento descnbmi una -

_curva de ecuacnén wT e .
‘ ‘ rt(s)-—r(s)—l- h(senO u—{- cosG b)
Recordando Ias férmulas de Frenet SRR
o e ‘dn- '

. ds R .
‘:“"’lf_.-_ coe T ;:_ d ) : ‘




:con,lo cua] queda ‘:.‘»_ e s -

donde % y T o '

son res N —
se hene. pectlvamente la c:urvatur‘=l y tOrsmn d e r( )» S
. vy Shoo-

;que’ para ‘99' -:'—-i-

Para una g
b\en ﬁjada % (s),

temente 1gual a

S . condiciom que;
S sigo el ser '

Hasta aqui ' LE

9 (S). pero s? ha::n?;sn}zsdheCho m"g“"a hlpéte5,s sobré ia f ' o S

" €l segmento mdvzl sea d e suponer que la supeificie engend unmén A T \uego para ui

. esarrollable, cntonces se tendra gn rada por R " “extremal cuan
: D = B prmczpales al

. ~ 3. Sea ul

"'A‘l - : ._‘ ' » . —_=T e_ . ‘ Aw»»_ . o .
oo dsos -"cds.{.e oL e R 1
S f - o . [2] «;.i a . , . t
' R ¥ CU)’OS centro!

So .
Lo TR " de cualquiel
Ademas, nos

.

‘.";-“.\ dst—(l-—xseneh)ds o o 3 R | ;
e [] . S sblo funcion
: ‘ S de estas faja

El area buscada es - - )

e s e - .

-
. «2

: ~__f f ds,dh_f f“"‘"seneh)dsdh IR A L

' j. canal itenet


la.de

o R AP
o , que para 9 = coincide con la férmula [1]. :
e T T ol L P

b~o e U 2. Para una Iongxtud dada L —st—so y una curvatura tam-

entre si.recrire. - |- - T L~

s?, .resu)ta: R temente 1gua] a F o Es declr A St

VY ‘ : S, ~ .‘ . ‘j‘sof‘dsi'l-e‘,:‘_—z_ -
. = ' k o condxcxén que, 51 ha ue venﬁcarse para todo valor de s Heva con- . )
. ; : sxgo el ser. : SN o
' ds. : M
zgendradacmn = S luego pa a un arco de longztud ¥ curvatura dadas el drea A sera_ SR
por. . ' Aextremal cuando la curva sea plana y se conszdere el haz de normales

prmczpales a la misma..

R ‘_cuyos centros estin sobre la linea r (s). La formula[ ] nos da'el ‘4rea-
.. de cualquler faja radial de esta" superﬁce -que sea desarrollable.

Veamos para que valor de
£ es equlvalente a su opuesta. Debera ser: ; -

bién_ ﬁjada x (s), el drea 4 sera max:ma 0 mlmma para § constan-

s Sea ‘una; superﬁcxe canal envolvente de esferan de radloh

Ademés, nos muestra que, dada la lmea yel segmento h,el arEa A es

‘6 Ia fala radlar correspondlente '_';']_'
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fso"’.s?"(f%?dS+9)ds__o
fxsen(f ‘td3>ds

: R tg9
_‘ R S fsoaacos (fs ‘tdS).dS

o“.

» ! . A - N

’a'una misma linea se cortan bajo un dngulo- constante, se tendrd
~ para expresién del volumen’ limitado por la superﬁc1e canal y. los
planos norma]es de los extremos . - o

o blen temendo en cuenta [5] ’:‘: e *'V' e

B R ,' V———f“zhLde ——'xh2 L
Vamos a utxllzar esta expresnén para ver el valor de 00 para el
_cual la faja diametral correspondiente divide al tubo limitado por la-
superﬁcne canal en dos partes del mismo volumen. Debera ser -
o A(Hdﬂ——v:h"‘L | )
_ ‘ i | C 2 0. 2
0 sea —
L +8 A2
ST /t o & fxsen&dsd90=0
" oes décir . ) 5
: e . i
f xcos(./:r 1ds.+00).ds=-j0.
. . So . h Sol s - B
: : El yalor 'buscado vendré.dado por - . . ’:'
R f XCO_AS'(/A.‘E.dS>dS
. . R 30" 8¢ B, i ot

g ly=—
e f xsen "c‘ds)d’s,'.:"',- e

. e N P v AR PR -

ir - -. de donde e e ‘

Como dos superﬁmes desarrollab]es formadas por norma]es R

[7] R

o : pue

REV!ST A

'hi'eg‘o' aecordando (6.
. dos partes de igual V¢
N orlgmarta r(s) en-di

6 ~Si una banda
\'ddo eS de area m
Sto que la suma

que dar 36 para q

aA
aﬁ.,_

=

cond\C\én que ¢
" anto: la banda d

maxzma y minim
dos paries de 1gu

7 Un caso 3
" se S\mphﬁcan n
e caractenzadas P

" En este ca
© forma:

A H

' y dé aqui:

es decir: el ¢
normalmenu
. ficie desarro
guloe con

" “rectas el mi

* producto di

A El valo
e prendldat




6]

Y

das POr normales

lstante se tendrs .

'tficie canal y los

Sl una banda radlal desarrollable dekl‘as que hemos consnde- :

rado es de 4rea méxima, la banda opuesta serd de 4rea minima,
puesto que la suma de ambas es constantes, Veamos que valor hay
que dar a 60 para que esto suceda. Debera ser . A

oA o s
’ =—— % COS
'.A aeo 2 “.30 (-/s

0 -

'cds-|—9) S—O

condlcu’)n que nos da para §, el mismo valor dado por [7] Por

tanto ‘la banda diametral formada por los. radtales opueslos de drea
mdxima y minima, divide al. tubo Izmztado por la superﬁcze canal en
dos paries de zgual volumen R PR .

o \ hE
* . . -

7. -Un’ caso partlcular 1nteresante en que las férmu]as antenores

: caractenzadas por cumpllr la condxcnon

“es decir: el drea descrzta por un segmem‘o de longztud h que se mueve .ﬁ_
‘normalmente a una linea. de lgual pendiente- engendrando una super-
.‘ ficie. desarrollable desde una pos:czon znzczal en la que forma un_dn- .

: gulo 0 ‘conla bmormal a la curva hasta. qie vuelven a formar ambas ;
- rectas. eI mismo angulo, es mdependzente de 8 3 su valor es tgual al

‘ producto de h‘por la longziud de la linea descrzta. - -
Eb va1or de 6, que hace’ extremal ala banda de superﬁcx&com

. prendlda entre So y sl, dado por ]a férmula [7], tamblén se snmphﬁca

JE P 3 USSR U

. se _simplifican notablemente, es el. de las lmeas de zgual pendtenle



partes.de

Para ver que valor
mlmmo se tlene

depende del sngno de .
) S ‘: S x ) 1 5"81_‘-‘_'"1,.‘~ R AR
S T —;—-sen f 'rds <o
8. Al desarrollar sobre un plano la banda desarrollable cuya

B aréa esté dada por [4], se obtendra ‘otra banda plana.de la misma’

§ ’ .area, puesto que las dreas se conservan en él desarrollo por hacerlo
los arcos y los’ éngulos Llamando x(s) a-la curvatura de Ta’ lmea

_ transformada de r(s), la férmula [1] nos dice que o
""\ =hf ds———f xds R

o expresmn que comparada con la [l] y deblendo ser 1gual -a- ella
Acualesquxera que sean los hmltes de mtegracnén nos dlce que

“férmula- conocxda ‘que nos hga la curvatura de- una’lmea de una

de su transformada en el desarrollon

L A VN :.,;;;‘i* P g L
. . e A: ae pe A.=:_—2—:‘.'—:-’—_\|:C'OS'.6°‘—,CAOS (f ‘,-'jcdS, +9°)] e "1';‘ i ' “

~Luego el que A sea mé.xlmo o mmxmo para uno u otro valor de 60, R

L ‘g Una consecue

superﬁcne desarrollable normal a'las generatnces con Ia curvatura o

REVISTA,

escnblendo la férmul
Y recordando que,

.f- es mas que 1 longil
"d¢) segmento._de }

segmento de longilt
-genle.a una curva W
s al producto ‘de hp
- de gravedad. Lo cu
del teorema de G
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- Una ‘consecuencia de los resultados anterxores se’ obtlene S o
S escrlblendo la formula [4] en ]a forma i Ll T e ot
; SR A hf ;-—'4—‘—x.sen9 d-s et e s S e

T'f,tds- S y recordando que “en, vxrtud de [3], ]a mtegral que aqu: ﬁgura no - . o

- L e - ., -es mds que la longitud de la trayectoria descrita por el punto- medio -

Méximo Y cuil.al ST del segmento. de "longitud A. ‘Luego: el drea” engendrada por un

o a § . .segmento de longitud h de una recla que’ gira manteniéndose tan- -
' ~ "-gente a una curva (puesto que la. superﬁc:e es desarrollable), es igual '

P 90)]_

Vlas formas

al produclo de h por la longitud de la curva descritd por su. centro
" de gravedad. Lo cual . puede. consnderarse como una generalizaci6n
del teorema de Guldm LT : :

, N

/ L. ASANTALO D R -

rrollable CUya» : Sl g
-de’ Ia misma -~ : a . !
> por hacerlo ; SN "
! de ’a 'mea R St ¢
Lo g . bl .
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