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Dada una curva plana, si sobre sus normales tomamos un seg­
mento de longitud constante h, el. otro extremo del mismo describirá 
una curva paralela a la anterior y el área limitada por ambas curvas 
y las nor.Tiales en los puntos extremos es sabido que vale 

¡•Si ¡i2 r,i 

h \ ds ^ ~í~ I ^is)d^ 
'So í J S<¡ 

[1] 

llamando X (s) a ja curvatura de la linea primitiva. 
. Si la linea es alabeada, considerando a lo largo de ella una fa­
milia de normales y tomando también sobre cada una de ellas un 
segmento constante, tendremos una banda de superficie cuya forma 
y área'depéiiderá, naturalmente, de-la familia-de normales con­
siderada; 

Nuestro propósito es obtener una fórmula análoga a la [1], que 
nos dé el área dé esta cinta de anchura h én los casos en que sea 
desarroUable y deducir de.ella algunas consecuencias. 

1. Sea r = r(s) la ecuación vectorial de la curva primitiva, y 
representemos por t, n y b. a. los vectores unitarios tangente, nor­
mal principal y t)inorma|, respecti,vamehte. • 

En cada punto de-r(s) tomamos un. segmento de longitud /i, 
situado en. elplano normar y formando con la binoirmál un ángulo^ 
variable O (s). El otro extremo de este segmento describirá una 
curva de ecuación: . -̂  *; 

r̂  (s) — r (s) -f • fi (sen Q .'n -|- eos O. b) • . . • . , ' 

• Recordando las fórmulas de Frénet ' - J C - > ^; ' 

ds 

d b 
' ds 

==—xt-f x.b 

¿= — x.n-
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•̂  donde ,x y T ïòn, respectivamente, la curvatura y torsfón de r (s)', 
.• s e . t i e n e : . .;;-•.;•.-;...; ;...'• ':..•.: •''''•.••': r:^-,.' , > • ' • - , ; . ' • : J - - ' - - , ;: 

H \~d~^ ~-^ -^^'"^^^ sen Í . t - H > - Í ^ -f, xj^en 9.:bl d s ; ^ 

•• Elevando àl cuadrado y teniendo èri, cuenta que ^;- ~ -

',-'•••";;''''V tK==:D^ji=^b^=-i . ' ;y : ; - ; : t ,n ;=i : i ) '^ n':b. ='Ò.'\:^-'•':•-' \ 

:; por tratarse^de vectores unitarios perpendiculares entre sí, resulta: 

:;;-ò sea,.liámancl0si.ai arcode la ciirva t j (^)J'>:• ^̂ " .-^ o "^ " •:' • 

/ 
S: 

/ ; Hasta aquí no heñios hecho ninguna hipótesis sobre lá función 
8 (s), pero si hacemos la.de suponer que la superficie.engendrada por 

' ' él segmento móvil sea desarróllable, entonces se tendrá ' • - ' 

:^=fxds^:%: 
ds . 

con lo cual queda •" , ^ ' 

. cfs, = (1 —_xsen 9.A) úfs 

.' El área buscada es. .;- _ 

[2] 

[3J 

,«1 -.h 

^, = / / 'úfsi dfié='J'[J^'~{l—x. stn^.h)dsdh 

o sea 

: donde 6 ¡(s) tieheiJ vaiór éxpi-esado^err [2 ] : í í • , /( ': ' ' -1 

que para Oç —̂ • 2 
/ • • • • _ • - ', 

. 2 . . Para una 1 
bien fijada x (s), 

. (emente igual a 

condición que, 
sigo el ser 

iuego: paraui 
exirmal oiían^ 
principales a I 

':' 3 . Sea ui 
cuyos centroí 
de cualqüiei 
Además, nos 
sólo función 
de estas faja 

luego íodfl' 
canal Üenéi 

' "•: 4 . . Vea 
. es equival' 

la.de


, 1 / 
RíCANA 

y torstón de r (s) 

'-•^jsenS.bjtf^. 

' e '. -• •_ ; • • • 

• b = 0 ' • 

^"fre s/, resulta; 

ds. 

bre la función 
Wndradàpor 

w 

m' 

ih 

x- 'v-

Í4J 
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Si la curva es plana, x = O, y en este caso 

A = h f ds — sen B„ / x-d 
•' So 2 J So 

que para 9 „ = — coincide con Ja fórmula [IJ. 

2. Para una longitud dada L = s^— s^ y una curvatura, tam­
bién fijada X (s), el área.4 será máxima o mínima para O constan-

- •• ' . X " • . . . ~ ' • . • . 

temente igual a q: —. Es decir, . - . 

condición que, si ha de verificarse para" todo" valor de s, lleva." con- . 
-sigo'el ser; ' / ' , = -••. •• ';'.- ',•':"• ' ' i ; ' ' , •"•vv·;- . v •"' :í':? •' ,. •:'. " 
' : ' ; • • " • . ; • • ^ ' : - V ' ' . • ' - ' ' • - • - : . • ; • • • ^ • • - X • • • : , • ' . : - • ^ ' . . • ' . ' . • . : • • ' • 

lijegq: parà un arco-de longitud y .curvatura' dadas, el. área A será 
. exiremal cuando la curva sea plana y se.considere el haz de: normales 
principales a la misma. : -. \ .-.: - ;: ". ^ { •'•'• , . , ; '" :1'.' 

' ; 3 . Sea una superficie ca'/íú/ envolvéiíte dé esferas, de radio A, 
cuyoscentros están sobre la línea r.(s). La Jórmüla [4] nos da el área-
de cualquier faja radial de esta superficé que sea desarrollable. 
Adémasenos muestra"que, dada-la líneay el segmentó A) el área A es 
sólo, función de la-pósición-iniciái' 9,.'Lasuma,d!e las áreas de una 
deestas fajas y su opuesta será, -'•; ..I . ''.^ • ' _> - • 

A (9o) + A (8o V-«) = 2/2 f*"ds = 2h L M5] 

luego, fódás:,/as fajas diametrales desarrolláblés de 'una superficie^ 
canal tienen la mistna área. .'•':•• ^- . ^ : ; : , .. ' ; , : ^ : -•; 

=. 4 . . ' Veamos para :c|.ué"yàlpr.,át'%\i,faja radial"correspondiente 
es equivalente a sútopuesta^Deberá ser:'; Vili-v/..', . v . v , • : ; / . ' 

' • , J • ; • • 

P«==¿H 
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O sea 

de donde 

r ' x s e n í r -zás^ds •, 
- ' V » o - : - _ A-^^ • - ^•· • ' ; - . . ^ [6 ] tg6« 

f ' x c o s Y / x d s j d s 

- 5. Como dos superficies- desarrollables formadas por normales 
a una misma línea se cortan bajo un ángulo constante, se tendrá 
para expresión del volumen" limitado por la superficie cañal y los 
planos normales de los extremos: 

o bien, teniendo en cuenta [5] 

h 
2 Jo 

2hLd% = rh^.L. 

Vamos a utilizar esta expresión para ver el valor de % para el. 
cual la faja diametral correspondiente divide al tubo limitado por la 
superficie canal èn dos partes del mismo volumen. Deberá ser • 

2' ye, - 2 

/ — / 7ísenòds.d% = 0 
A 2 Js, 

o sea 

es decir. 

y " Xeos tj^ \ds + Úds = 0. 

El valor buscado vendrá dado por 

'•' . / ' xcosí Jrds\ds 

-m. 

REVISTA 

luego recordando lO: 
dos partes de igual ve 

' originaria r(sY'•'''[ 

Q Si una banda 
radóes'deáreami 
puesto que la suma 

quedaraSoPa'^a.'l 

\ , • • • • ; 

• condición, que m 
. tanto: la banda d 

máxima y mínim 
dos partes de igu 

' 7 . 'Un caso-i 
se simpUfican n 
caracterizadas p 

En este ca 
forma: 

^., A-

y de aquí: 

es decir: el < 
normalmeníi 
ficie desarro 
galo % con 
rectas el mi 

. producto di 
El vale 

V prendida« 
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luego recordando [6]: la superficie diametral que divide al tubo en 
dos partes de igual volumen y aquella que queda dividida por la linea 
originaria r (s) en áreas iguales, son perpendiculares. 

f6J 

das por normales 
'stante, se tendrá 
"•fície canal y ios 

6. ^S¡ una banda radial desarrollable de las que hemos conside­
rado es de área máxima, la banda opuesta será de área mmima, 
puesto que la suma de ambas es constantes, Veamos qué valor hay 
que dar a 8j para que esto suceda. Deberá ser 

dA 
a9« 2 

y xcosí / xds'+9o)í 's = 

condición, que nos da para % el mismo valor dado por [7]. Por 
tanto: la Jjanda diametrai formada,por los radiales opuestos de área 
máxima y mínima, divide al tubo limitado p^or la superficie canal en. 
dospartes.de igual volumen. } . . . : ; ; ; 

^^ % para el 
limitado por la 
eberá ser 

. f 7 J 

7. - Un caso particular interesante en que las fórmulas anteriores 
se simplifican notablemente, es el de las líneas de igual pendiente 
caracterizadas por cumplir la condición 

— = const. ' 

En este caso la fórmula [4], teniendo eñ cuenta la [2], toma la 
forma: 

- .A^h / ds-~ I 

y de aquí: 

A = lL ds + 

— sen í d s 
X ds 

[cos8 ' 
2 X ío 

es decir: el área descrita por un segmento de longitud h que se mueve 
normalmente a una línea de igual pendiente engendrando una super­
ficie desarrollable desde una posición micial en la que forma un án­
gulo 9o con la binormal a la curva hasta que vuelven a formar ambas 
rectas el mismo ángulo, es independiente de \ y su valor es igual al 
producto de tí'por la longitud de la línea descrita. 

El valor de % que hace extremal a la banda de superficie com­
prendida entre Sg y Sj, dado por la fórmula [7], también se simplifica 

,1 <»,iiwj»ni.^¿i] I . j j jy«(f. i i ;nn)| j 

partes.de


^ -
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•; ymmdx» dado ipov 

tg6ò=r-C0t — jí^'T cis­

que admite las splucionès 

> X - -1 - S i . • . • ; 

' 'xds 6' — 3-lL _ - i - • c Ü S . 

-Para; ver qué valor dé éstos co.fresponde al máximo y xuálal 
\hiiriimo, se tiene : -jr, ; .<, '; ^ ' > . ; : ' . . . .-• 

'^^^•^-r°^^»~.'^°^.(//'^''*.+^ • 

expresión que para los valores anteriores de 9, toma las formas -, 

' • • • ' - ' • • • - ' - ' • - - • • ' • • • • • • • • ^ x . ' i V . ' l ' " - • • • • - • • • " • • • • " • • • • - • ' • ' • • • • • • ' 

h^ — sen——/ T.flfs. . 

Luego él, que i4 seamáximp o minihio para uno u otro valor de 6̂ , 
, depende de^ signo d e \ : ' r̂^̂^̂  

X 1 / • * ' ' -• •" 
— sen-— / xds. 
t 2 J , 

8.' Al desarrollar.sobre un plano la banda desarrollable cuya 
área está dada por [4], se obtendrá otra banda plana de la misma 
área, puesto que las áreas se conservan en él desarrollo por hacerlo ' 
los arcos y los ángulos. Llamando x (s) a la curvatura dé Tá linea 
transformada de r(s), la fórmula [1] nos dice que 

ds—.-—\ xds 

expresión que, comparada con, la [1] y debiendo ser igual a ella, 
cualesquiera quesean los limites de integración, nos dice <?ue 

X = X s e n I 

fórmula-conocida que nos liga lá curvatura dé una''linea de íiná ' 
superficie desarrollable nórmala las generatrices, con la curvatura-, 

. de su .transformada en el desarrollo.v • " ; 

REVISTA: 

9;"' Una consecue 
: -^escribiendo la fórmu) 

v ' v - ; ^ ' : ; • " ' • ' - • ; • ' • . - • • " - , ; • - v A i 

• y recordando que," e 
.-.esmásquelalongil 

. ' del segmento, de 1 
'tegmento de Jongiii 

, al producto de hf' 
• j.-'-de gravedad. Ló'iM 

del teorema déOi 

file:///hiiriimo


RÍCANA' 

" i • ' ' 

«áxímo y cuál.ai . 

' 'as formas 
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. 9̂ í, Una consecuencia de los resultados anteriores se obtiene 
escribiendo la fórmula [4] en la forma..;.; ^ ' . ~ ' .\ 

• • • ' " • • • " ' • ' V ' : " - : ^ ' : - ' r ' ' í • ' h . " ' ' • V : ' - - ; - . ' • - • • • - ' • ' " •• 

V .. ^ A = Aj- l l — — xsenQJds \ : . .: 

y recordando que; en. virtud de [3], la integral" que aquí figura no 
es más que la longitud de la trayectoria descrita por el punto medio 
del segmento de longitud h. Luego: el área •"engendrada, por un 
segmento de longitud h de una recta que gira manteniéndose tan­
gente a una curva (puesto que la superficie es desarrollable), es igual 
al producto de h por la longitud de la curva descrita por su. centro 
de ¿ravedad. Lo cual puede considerarse como una generalización 
del. teorema de Ou|din. - . /-^ , 

L. A. SANTALÓ. 

'íroyà/ordeflo;' •• 

rrollable cuya-
•̂ ^ ía misma 
> por JiacerJo/; 
'.«lé la línea 

?uaí a e/lá, 
e que. 

î á de una ''• 
Curvatura : 


