
Sur quelques problemes de probabilites geometriques,

par

L. A. SA'NTALO a Rosario, Rep. Argentina.

Si on jette au hasard sur le plan ou il y a un reseau uniforme
(§2,par exemple figs.6,7,8,9)une ligne de longueur et forme

quelconque on peut obtenir dans tous les cas la valeur moyenne du 
nombre de points d'intersection avec le reseau(1). Mais dans le cas 
ou la ligne est simplement un segment de droite pas trop long peut 
obtenir, dans beaucoup de cas, non seulement la valeur moyenne si 
non la probabilite d'avoir un certain nombre do points d'intersection. 
L'objet de ce travail est de determiner cette probabilite dans quel-

ques cas particuliers, c'est a dire, de determiner la probabilite de ce 
qu'un segment jete au hasard sur un reseau de la forme des figures 
6, 7, 8, 9 et 11 ait un nombre determine de points d'intersection.

§1. Mesure de quelques ensembles de segments.

1. Densite cinematique. La position d'un segment de droite 

oriente sur le plan est detbrminee par les deux coordonnees, x, y de

l,une de ses extremites et l,angle φ qu'il forme avec une direction

fixe.
Pour mesurer des ensembles des seg-

ments de la meme longuenr on prend

(1)

c'est a dire, l'integrale sur l'ensemble 

considers, de l'expression differentielle

dK=dxdydφ qu'on appelle densite ci-

nematique(2).
Par un changement de variables on voit que cette densite cine 

matique peut etre exprimee aussi par

(2)
ou (fig.1) p et θ sont les coordonnees normales de la droite qui

(1) L. A. Santalo: Geometria Integral 31. Sobre valores medios y proba-
bilidades geometrcas, Hamburg Abhandlungen 1939. 

(2) W. Blaschke: Vorlesungen ,uber Integralgeometrie I, 1936, pag.2.
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contient le segment et t eat la coordonnee qui fixe l'origine du seg-
ment sur cette droite. 

2. Mesure des segments qui coupent une figure convexe. 
En prenant l'expression (2) de la densite cinematique, pour mesure 
de l'ensemble des segments de longueur l qui coupent la figure con-
vexe K on trouve

(3)

ou σ represente la longueur de la corde que la droite du segment

determine sur K (fig. 2). En appliquant deux formules connues(2) :

(4)

on obtient la mesure cherchee

(5)
Fig. 2.

ou F est l'aire, L la longueur de la figure convexe .K. 
3. . Mesure des segments orientes totalement contenus dans 

une figure convexe. Soit une figure convexe K et un segment 

oriente S de longueur l. Nous voulons calculer l'integral (1) sur 
tout l'ensemble des segments de longueur l qui sont contenus daps 
K. 

Prenons la forme (2) de la densite cinematique. En appellant

σ la longueur de la cords que la droite contenant le segment S de-

termine sur K, on peut integrer dt et on obtient

(6)

Pour chaque valeur de θ, si AB et CD(fig.

3) sont les cordes de longueur l correspondantes 
a cette direction, on aura

(7)

Si on represente par Φ l'aire de la part

couverte de hachures dans la figure, c'est a dire, Fig. 3.
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l' aire comprise entre la figure K et le parallelogramme ABCD, on 
a done

(8)

L'integration du deuxieme membre de cette egalite n'est pas en 
general facile. Nous allons la calculer dans quelques cas particuliers. 

4. Cas du cercle. Nous voulons calculer. l'integrale (8), dans 
le cas ou la figure K est un cercle de rayon r. Si la longueur du
segment est l≧2r, la mesure R, de l'ensemble des segments qui sont

a l'interieur du cercle est evidemment nulle. Si l≦2r, on voit que

l,aire Φ de(8)est constante et egale a

(9)

On a donc, pour mesure des segments de longueur l(l≦2r)qui

sont a l'interieur du cercle de rayon r:

(10)

5. Cas du parallelogramme. Pour pouvoir calculer facilement 
l'integrale (8) dans le cas ou la figure K est un parallelogramme, 

il faut supposer que la longueur l du segment oriente S est egale 
ou inferieure a la plus petite hauteur du parallelogramme. Dana 

ces conditions il y aura dans chaque direction segments S contenus

dens K. En posant PS=a, PQ=b, pour chaque valeur de θ≦P on

peut calculer (fig. 4)

(11)
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L'aire Φ de la formule(8)est egale a deux fois l'aire du tri,

angle NPM, c'est a dire,

(12)

d'ou

(13)

F represente l'aire du parallelogramme.

En faisant de meme pour θ variant de P a π on trouve

(14)

En faisant la somme de (18) et (14) et en multipliant par deux
pour obtenir l'integration de θ a 2π, on a

(15)

Dane le cas ou le parallelogramme est un rectangle de cotes, a

et b et toujours dans l'hypothese de l≦a, l≦b on a

(16)

5. Cas du triangle. Nous supposons que l est inferteur ou

egal a la plus petite des hauteurs du triangle. Pour chiaque θ la

valeur de l'aire Φ de (8)est l'aire du triangle AMN de la figure 5.

On aura

(17)

L'integration de 0 a π, on peut la supposer divisee en trois parties

de 0 a, A, de 0 a B et de 0 a C, correspondantes aux trois angles 
du triangle. On aura

(18)
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Mais, dans le triangle ABC on a

(19)

ou T represente l'aire du triangle. Avec 
ces egalites, (18) s'ecrit :

Fi g. 5.

(20)

Les relations (19) donnent on outre

(21)

donc, finalement

(22)

Do meme

(23)

(24)

En faisant la somme de (22), (23) et (24) et en multipliant par
deux puisque l,integration(8)doit s'etendre de 0 a 2π, on trouve:

(25)

ou L=a+b+c.
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Comme chaque segment non oriente donne lieu a deux segments 
orientes, si on veut la mesure des segments non orientes contenus 
dens une figure convexe, on doit diviser par 2 les expressions an-
terieures (10), (15) et (25).

§2.Reseaux uniformes.

Nous dirons que le plan est couvert par un reseau uniforme de 
lignes, dans le cas ou il est subdivise par figures finites congruentes 

qui remplissent tout le plan. L'aire de cette figure fondamentale 
nous la representons par c et la longueur de la partie de ligne qui 
lui appartient par u. Les figures 6, 7, 8, 9, 11 sont des exemples de 
reseaux uniformes. Deux positions d'une meme figure sur le plan 
d'un reseau sont dites differentes dans le cas ou elles ne peuvent 
etre ammenees l'une sur l'autre par une translation du plan qui 
laisse invariable le reseau. Le nombre de positions differentes que 

peut prendre un segment de longueur l place sur le plan d'un reseau 
uniforme, a une mesure finite. Pour l'obtenir il suffit de considerer 
l'expression (1) de la mesure et laisser occuper a l'extremite x, y 
tons les points de Faire fondamentale c et dans chaque position faire
varier φ de 0 a 2π. On aura donc pour mesure totale des positions

d'un segment oriente sur le plan d'un reseau uniforme

(26)

On demontre aussi(1) comme generalisation dans le cas des 
reseaux uniformes d'une formule de Poincare de la Geometrie 
Integrale que, si n est le nombre de points d'intersection du segment 

S avec les lignes du reseau on a

(27)

ou, comme toujours, l est la longueur du segment et u la longueur 
de la part du reseau interieur a chaque aire fondamentale c. L'in-
tegration de (27) est etendue sur toutes les positions differentes de 

S.
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§3. Probabilites geometriques.

1. Reseau de cercles. Soit le reseau de la fig. 6. Les cercles 

ont le rayon r et leurs centres sont places sur les sommets des 

parallelogrammes de cotes a et b. Pour ce reseau est

(28) c=ab sen α, u=2πr.

Fig. 6.

Supposons un segment de longueur l tel qu'il ne puisse couper 
qu'un seul des cercles du reseau. Representons par M1 la mesure 
des positions du segment daps lesquelles it a un seul poin d'inter-
section avec les circonferences du reseau. Par M2 la mesure des 

positions dans lesquelles il a 2 points d'intersection. Par M la me-
sure des positions dans lesquelles le segment rests completement 
interieur a une circonference et par M6 la mesure des positions ou 
le segment est exterieur a tous les cercles. 

Nous allons calculer ces mesures. 
La formule (26) nous donne la mesure totale des positions dif-

ferentes, c'est a dire, selon (28) :

(29)
La formule (27) donne

(30)
La formule (5) s'ecrit

(31)
Finalement (10) nous donne

(32)
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Moyennant ces 4 equations on peut determiner les 4 mesures 
cherchges. On trouve

(33)

(34)
(35)
Ces mesures nous donnent les solutions de probabilites suivantes: 
"Un segment de longueur l est place au hasard sur le plan du 

reseau des cercles de la fig. 6. En supposant que ce segment ne 

puisse couper qu'un seul des cercles du reseau, les probabilites respec-
tives de ce qu'il ait un point d'intersection, ou deux, qu'il soit 
totalement interieur a un des cerctes, ou bien soit exterieur, sont

(36)

Dans ces formules M1 a la valeur exprimlee par(32)et si l≧2r

est M1 =0. 
Si l'on veut seulement avoir la probabilite de ce que le segment 

coupe quelqu'un des cercles du plan, il sera

(37)

2. Reseau de parallelogrammes. Soit le reseau de la fig. 7 
ou celui de la fig. 8. Pour ces reseaux la figure fondamentale est 
un parallelogramme et on a

(38)

Supposons qu'on jette au hasard sur le plan un segment de longueur 
l. Faisons l'hypothese que l est suffisamment petit pour ne pouvoir 

posseder avec le r seau que 2 points d'intersection au maximum. 
En appolant Mi(i= 0, 1, 2) la mesure de l'ensemble de positions 

du segment dans lesquelles il a i points d'intersection avec le reseau, 
la formule (26) donne

(39)
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Fig. 7

Fig. 8.

D'autre part (27) s'ecrit

(40)
Finalement (16) est

(41)

Avec ces 3 equations on trouve

(42)

(43)
Ainsi, les probabilites respectives de ce que le segment ait aucun, un 

ou deux points d'intersection sont

(44)

3. Reseau de triangles equilateraux. Considerons le reseau 

de triangles de la fig. 9. La figure fondamentale de ce reseau est
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le losange de la fig. 10 et on a

(45)

Un segment de longuour l plus petite que la hauteur de ces 
triangles ne peut avoir avec le reseau que 0, 1, 2 ou 3 points d'in-
tersection. Nous voulons chercher la probabilite dans chaque cas. 

Representons par Mi(i= 0, 1, 2) la mesure do l'ensemble de posi-
tions dans lesquelles le segment a i points d'intersection avec les 
cotes d'un triangle particulier du reseau. 

La formule (25) nous donne :

(46)

ou a est le cote des triangles du reseau. 
La mesure M1 est egal a la mesure (15) des segments interieurs 

au losange de cote a moins deux fois la mesure do ceux interieurs 
au triangle, c'est a dire,

(47)

Fig. 9.

Fig. 10.

Fig. 11.

Pour trouver la mesure M2 des segments qui coupent seulement 
deux cotes d'un triangle equilateral de cote a du reseau il suffit de 
considerer (fig. 11) le triangle de cote 2a dont la mesure des seg-
ments de longueur l que lui sont interieurs, par (25), est:

c'est a dire,



SUR QUELQUES PROBLEMES DE PROBABILITES GEOMETRIQUES. 169

(48)

et en tenant compte de (46) et (47)

(49)

Dans (46) M0 est la mesure des segments interieurs a un triangle 
de reseau. Puisque chaque aire fondamentale se compose de deux 
triangles, on doit prendre 2M0. D'une facon analogue M1 est la 
mesure des segments qui coupent un cote du triangle ; il faudra 

prendre 3M1 pour avoir la mesure complete de ceux qui ont un 
point d'intersection avec le reseau. Puisque chaque figure fonda-
mentale a 6 angles on doit prendre aussi 6M2. Alors si M3 est la 
mesure totale des positions ou le segment a trois points d'intersection 
avec to rgseau, la formule (27) donne

(50)
d'ou

(51)

En divisant ces mesures partiales pour la mesure totale (26)

(52)

on aura: 

"Les probabilites de ce qu'une tige de longueur l
, jetee au hasard

sur un rdseau de triangles equilateraux de cots a

2 ou 3 points d'intersection sont, respectivement:

(53)

On peut constater que

(54)



170 L. A. SANTALO:

Si l'on veut seulement la probabilite de couper le reseau, on 

aura:

(55)

4. Reseau d'hexagones reguliers. Considerons le rgseau de 
la fig. 12 et un segment de longueur l que peut seulement couper 

le reseau dans 2 points au maximum, c'est a dire, l est plus petite 

que le cote a des hexagones.

Fig. 12.

Dans ce cas la figure fondamentale sera l'hexagone 

de la fig. 13 avec

(56)

Fig. 13.
Pour trouver la mesure M0 des segments qui sont a

l'interieur d'un hexagone du reseau il suffit de prolonguer deux 

paires de cotes opposes jusqu'a former un losange de cotes 2a. 
Alors M0 sera egal a la mesure des segments interieurs au losange 
(15), moins deux fois les segments interieurs a un triangle equilateral 
de cote a (46) moins deux fois la mesure des segments qui coupent 
un seul segment du reseau de triangles equilateraux (47), moins 

quatre fois las mesure (49) des segments qui coupent deux cotes du 
meme reseau. Ainsi on trouve

(57)

La formule (27) donne

(58) 
et selon (26) et (56) on a



SUR QUELQUES PROBLEMES DE PROBABILITES GEOMETRIQUES. 171

(59)
De (57), (58) et (59) on deduit

(60)

(61)

Donc: "Les probabilites de ce qu'une tige de longueur l jetee 
au hasard sur le plan du reseau hexagonal de la fig. 12 ait 0, 1 ou 
2 points d'intersection avec le reseau sont

(62)

On suppose l plus petite que le cote a des hexagones. 

Si l'on veut seulement avoir la probability de ce que le segment 
coupe les lignes du reseau, il sera

(63)

Rosario (Rep. Argentina), 
I nstituto de Mathematicas, enero 1940.

(Recu le 5, Mars 1940.)


