Beweis eines Satzes von Bottema iiber Eilinien,

v von

L. A. S8antar6 in Rosario (Argentinien).

Sind Hy(@) und H(6) Stiutzfunkiionen zweier Eilinien K, und
K, nennt man nach Minkowski “gemischten Fldcheninhalts”
die Ausdriicke

2
F.,:.-m..—.%-f (HH~H/H)AO 4,5=0,1. (1)
0

oder, wenn dg; das Bogenolement ist,

a1 -
I’u:-2~ngd8,z%-fI-I,ds, 1,§=0, 1. (2
Zwischen F, besteht bekanntlich die Ungleichung(')
F— FpFy=0. (3)

Nehmen wir an, dass Ko und K, iiberall einen stetigen Kriun-
mungsradius Ry, R, besitzon. Ist 7, dic grosste Zahl, die die Be-
ziehung

‘e rR;(G)éRo(G) Y (4)

fir alle Werle von @ befriedigt, und ry die kleinste Zahl, welche
die ghnliche Ungleichheit

rR:(6) = Ry(0) (5)
befriedigt, so hat Bottoma(?®) bowiocsen dass
Fet— Fo iy .5..%1’1 GO0~ 7). (6)

In dieser Note mgchte ich diese Ungleichung auf’ einem anderen
Wege nachweisen. '

1. Betrachtun wir dio Eilinie»K;(die homothetische der K; mit
Ahnlichkeitsverhaltnis 7). Nehmen wir an, dass r der Ungleichung
(4) geniigt. "Legon wir dic beiden Eilinien rK; und K, sodass sie
Tangente in einem Punkt gemein haben und an derselben Seito der

(') Sieche W. Blaschke ‘Vorlesungen iiber Integralgeometrie” Erstes Heft.
Hamburger Math. Einzelschriften, 1938. S. 86.

(*) O. Bottema “Eine obere Grenze fiir das isoperimetrische Defizit einer
ehenen Kurve,” Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 36 (1938).
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gemeinsamon Tangente liegen; dann, wegen (4), wird K, ganz im
Inneren von K, bleiben. In dieser Lage nehmen win einen Punkt O im
Inneren von ¢K; und K, Zwischen den Stittzfunk®onen »Hy(6) und
Hyf) von rK; und K, beziglich 0, wird rH,(0)=Hy6) sein. Die
Krimmungsradien von K, und K sind durch 7Ry =rH; +rHy", Ry=H,
+Hy" gegeben (die Striche stellen Ableitungen dar). Dann ist, wegen

(4):
Hy—rH, =0,
(Ho—rHy) + (H" —rH{")=0.

Folglich ist Hy(0)—rH,(6) Stiitzfunktion einor Eilinie.

2. Wenn man alle Schicbungen von #XK,; beriicksichtigt, in
welchen diese ganz im Inneren von K, bleibt, dann wird der Punkt
O den Flidcheninhalt fillen welcher begrenzt ist durch die Eilinie
deren Stitzfunktion H,—rIl; ist. Dieser Flicheninhalt, den man
als Mass Mo der Schiebungen von 7K, bezeichnen kann, in welchen
sie ganz im Inneren von K, enthalten ist('), gilt nach (1)(?)

My % J o [(Ho-rH,)’- (H,' -r111'>=] 46
0

=Fy—20Fy+7Fy.
Da M;=0 sein muss, folgt dass
Fo—2rFy+7r*Fu=0 (7)
fiir alle » welche (4) gentigen.
Ahulicherweise kann man beweisen dass, wenn r der Unglei-

chung (5) gentgt, das Mass der Schiebungen von 7K, in welchen
diese K, ganz im Innern onthilt, ist auch durch

Mo=Fop—2rFoy + 7'y,
gegeben.

Folglich, gilt die Ungleichung (7) fiir alle , wolchen entweder
(4) oder (5) geniigen.
3. Aus der Identitdt

(') Siehe W, Blaschke *Integralgeometrie 21. Uber 8chiebungen”, Math.
Zelts. Bd. 42 (1937).

(*) Wie man weisy wird der Flicheninhalt einer Eilinie, deren Stiitzfunktion
M= H(9) ist, durch

2
=g S -
gegeben.
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Foo—2rFy +13F = nl(-FF—- )’ (F‘” Fu)

1
nnd aus (7), wenn man r=r, und, r=ry nimmt, folgt

3 2
: —E‘E—Fméﬂx(@—’l—rm)
y Fu ®)
g Fo a8
——— ‘1;'005 -Fn(-‘F"—'-' 7’)1)

1 n

Diese Ul}gleichungen geben schon eine obere Gronze fiir das
3
Defizit 20

11

4. Woegen (2), (4) und (5) hat man
Fo1=—§—fodso=%-fH1Rod9§-%Tn HiR,d0

:‘%‘r){fﬂid&:rlelh . ’ (9)
und ‘
sz-%—fﬂ'l dsozémeodHE%Tm ERldo
Z—;—'I’m de&:“—rmFuo ‘ (9),
Folglich -

Foy Fo
— m___O ')'1-—"“—-20 10
Fu Uy r Fxl ( )

. Wegen (8) konnen wir die Ausdriicke (8) multiplizieren, und
nach (10) findet man ‘

1’-'01 ) . FOI -l’ox
Lot P Fuf Lo ,.)( ~fa 1
Fn ool n(F“ 7 T, Fu> (1 )
Auf Grund der Boziehung
) , 2

2
folgt aus (11) dass '

Ei’i...]f" = 1 I —_—p )2
IR 0)_...-‘-4— 11(7'1u Tm)-

(12)

Das ist die Ungleichung (8), die wir beweisen wollten.
Aus (8) folgt dass das Gleichheitszoichen in (12) nur gilt wenn
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entweder in beiden Ausdricken (8) das Zoeichen=vorkommt oder
ciner der Formeln (8) null ist. In beiden Fallen, aus (8) und (9)
folgt dass 7m=7y sein muss. Aus (4) und (5) folgt dann dass K= K,
also, X; und K, #hnlich liegoen.

6. Nimmt man K; als Einheitskreis, so werden 7, und 7y der
. kleinste und der grdsste Kriitmmungsradius von Ky und 2F,=U,

(Up=Umfang von K), Fp=F, Fy=ar. Die Ungloichheit (12) wird
dann ‘
47rFs'rr’(r,,—r,,.)“ )

Diese Unglewhung stammt auch von Bottema(®). Da,s Gleich-
heitszeichen gilt nur fir den Kreis.

Rosario (Rép. Argentina) Math, Institut. Dezember, 1940,

Eingegangen am 3. Februar, 1941,
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(!) O.Bottema, loc, cit. Vgl auch Bonnesen-Fenchel “Theorie der kon-
vexen Kirper® Ergebnisse der Math, Berlin, 1934, 8. 83,
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