
Beweis eines Satzes von Bottema fiber Ellinlen,

von

L. A. SANTAL6 in Rosario (Argentinien).

Sind Ho(θ) und H1(θ) Stutzfunktionon zwoior Eilinien K0 und

K1, nennt man nach Minkowski" gomischton Flacheninhalts " 

die AusdrUeke

(1)

odor, wonn ds, das Bogoneloment ist,

(2)

Zwischen Ftj bosteht bekanntlich die Ungleichung(1)

(3)
 Nehinen wir an, dass Ko and K, i berall omen stotigen Krihn-

mungsradius R0, R1 besitzon. Ist r,,, die grdsste Zahl, die die Be-' 

ziehung

(4)
fur alle Wexte you θ befriedigt, and r die kleinste Zahl, welcho

die Ahnliche Ungloichheit

(5)

befriedigt, so hat Bottoma(2) bewiesen dass

(6)

 In dieser Note mochte ich these Ungleichung auf' eiuom anderen 
Wege nachweisen. 

 1. Betrachten wir die Eilinio rKi (die honaothetische der K, mit 
Ahnlichkeitsverhaltnis r). Nohmen wir an, dass r der Ungleichung 
(4) geniigt. "Legen wir die beidon Eilinien rK, and Ko sodass sie 
Tangente in oinem Punkt gennein haben and an derselben Seite der

(1) Siehe W. Blasc hke " Vorlesungen fiber Integealgeometrie " Erstes Heft. 
Hamburger Math. Einzelechriften, 1936. S. 36. 

(2) O. Bottema "Eine obere Grenze fiir das isoperlmetrische Defzit einer 
ebenen Kurve." Akad. Wetenseb. Amsterdam, Proc. 36 (1938).
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gemeinsamon Tangento liegen ; dann, wegen (4), wird rK, ganz im 
Inneren von K0 bleiben. In dieser Lago nehmen win einen Punkt O im
Inneron von rK1 und K0. Zwischen den Stutzfunkionen rH1(θ) und

H0(θ) von rK1 und K0 bezuglich O, wird rH1(θ)≦H0(θ) sein. Die

Krummungsradien von rK1 and Ko sind durch rR=rHz+rH1", R0= H0 +H
o" gegoben (dio Striche stollon Ableitungen dar). Dann ist, wegen 

(4) :

Folglich ist H0(θ)-rh1(θ) Stiitzfunktion einer Eilinie.

 2. Wenn man allo Schiobungen von r,,1 beriicksichtigt, in 
wolchen dieso ganz im Innoren von Ko bleibt, dann wird dor Punkt 
O den Fl#cheninhalt fallen welchor begrenzt ist durch die Eilinio 
deren Stdtzfunktion Ho--rll1 ist. Dieser Fliiaheninhalt, den man 
als Mass 1ilo der Sehiebungen von rK, bezeichnen kann, in welchen 
sie ganz fin Innoren von Ko onthalten ist(1), gilt iiach (1)(')

Da M0≧0 sein muss, folgt dass

(7)

fur alle r welche (4) goniigon. 
 Ahnlicherweise kann man bewoison dass, wonn r der Unglei-

chung (5) genugt, du Mass der Schiebungen von rKi, in welchen 
these Ko ganz im Innern onthitit, ist such durch

gegeben. 
 Folglich, gilt die Ungleichung (7) fur alle r, wolchen entweder 

(4) odor (5) gondgen. 
 3. Aus der IdontitiLt

 (1) Siehe W. Blaschke " Integralgeometrie 21. Uber Schiebungen ", Math. 
Zelts. Bd. 42 (1937). 

 (s) Wife man weiss' wird der Flacheninhalt einer Ellinie, deren stiitzfunktior 
If= H(0) ist, durch

gegeben.
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und aus (7), wenn man r=rm und, r=rm nimmt, folgt

(8)

Diese Ungleichungen goben schon eine obero Gronze fur das

Defizit 

4. Wegon (2), (4) und (5) hat man

(9)

und

(9)'

Folglich

(10)

Wegen (3) k6nnen wir die kusdriicko (8) multiplizieren , unit 
each (10) findet man

(11)

Auf Grund der Boziehung

folgt aus (11) lass

(12)

Das ist die Ungleichung (6), die wir boweisen wollten. 
Aus (8) folgt dass das ,Gleichheitszoichen in (12) nur gilt wenn
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 entweder in beiden Ausdrtytoken (8) das Zoiehon=vorkommt odor 
 Diner der Formeln (8) null ist. In boidon Fallen, aus (8) and (9) 
 folgt dass rm=rM sein muss. Aus (4) and (5) folgt dann dass rK1=K0, 
 also, K, and Ko ahnlioh liegeu. 

 5. Nimmt man Kl als Einheitskrois, so worden rm and rAr der 
kleinste und der grc sste Krummungsradius von K0, and 2F01= Uo 
 (U0=Umfang von Ko), F00=F0, F11=t Dio Ungloichheit (12) wird 
 dann

 Diese Ungleichung stainmt auch von Bottema(1). Das Gloich-
heitszeichen gilt nur fur den Kreis. 

 Rosario (Rep. Argentina) Math Institut. Dezomber, 1940.

Eingegangen am 3. Februar, 1941,

 (1) O. Bottema, loc. cit. Vgl. auch Bonnesea-Fenchel "Theorie der kon 
vexen Korper" Ergebnisse der Math. Berlin, 1934, 8. 83.


