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SuMMARY. Let C be a set of points in the euclidean n-space Ei.
Let P; be the center of an (n — 1)-dimensional sphere Ch-1 of radius
R and let dP; = [de'ida%;. . .da";| be the element of volume in E, co-
rresponding to P;. Let N be the number of intersections of C with
&(n —1)-spheres Cn_1; N, is a function of P, P, ..., .. Let us con-
sider the sequence

I, = [N,dP,, I,=|NgdPdP,, I,=/[NdPdPal,, ... (1)

where the integrals, in the sense of Lebesgue, are extended over the
whole space E, with respect to each dP;

If the integrals (1) exist and Ig41 is the first equal to zero (that is,
I;=%=0, I, = 0 for s > ¢), ¢ will be defined as the dimension of C. The
¢-dimensional area of C is defined by the formula

Ag = (B(n,q,q R1n=1)~1[N,aPdP, ... dP, (@)

where f(n,q,q) is given by (5.9). For # < ¢ it is A, = o and for
#>q itin A; =0,

We prove: 1. The integrals (1) exist und conseguently the defini-
tion is applicable if C is an analytic set (or Suslin’s set). 2. If C is
a variety <«regular» (that is, defined by » = @ (u', w3, ... u7) with
continuous first partial derivatives) or composed by a finite number
of regular pieces, the definition agrees with the g-dimensional area
in the classical sense,

1. La densidad cinemdtica en 15, Sean B, el espacio euclidiano
n-dimensional. Un movimiento en E, puede determinarse por la po-
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sicién de un n-edro ortogonal formado por un punto P y s vectores ki
de médulo unidad ¢;(s=1, 2,...n) de origen P y perpendiculares e
entre 8 dos a doa. 8i P, e? es una posicién fija de este n-edro, toma- -
da como origen, a cada P, ¢; le corresponde el movimiento que lleva ’
a cvincidir Poy, ¢ con P, ¢;.

8i @' son las coordenadas de P, representamos por dx el vector de

componentes do', Introduzcumos las notaciones *ﬁ
w =ds.ci, wik = de;. et (1.1) %

donde los puntos indican productos escalares de vectores. Con estus ” i
notaciones el método del «triedro mévil » de E. Cartan da inmedia- ‘ g
tumente que el volumen invariante en el espacio del grupo de los A
movimicntos de E, eata dado, salvo un factor constante, por la for- %
mu diferencial exterior b 5’
" : : i

dKn = ll W, [l (l)l'k] . (1.2) jﬁ

! i<k i

expresion que con el nombre de medida cinemdtica en E, fué hallada
tumbién directamente pos Blaschke ('). En todo lo que sigue repre-
sentaremos con pauréntesis cundrados [ | la multiplicacién exterior de
formas diferencinles. Ademas, todas ellas serdn consideradas en valor
absoluto,

Se puede dar a dK, una interpretacién geométrica muny intuitiva.
Observemos, en efecto, que las w' son las componentes segtn las di-
recciones ortogonales e; de un desplazamiento de P y por tanto el
producto [w!w? ... w"] no es otra cosa que el slemento de volumen
del espacio KEa. Lo indicaremos por dP y serd por tanto

dP = [w'w*... 0" (1.3)

Consideremos ahora la superficie esférica 8,-.1 de dimensién s —1,
radio unidad y centro P: sobre ella se encuentran los extremos de
los vectores e;. El producto escalar w,* = de, . e representa un des-
plazamiento elemental sobre S, ; del extremo de e, segfin la direc-
cién de ex. Por tanto el producto exterior [w,* w3 ... w,*] es igual al
elemento de frea sobre dicha esfera ; representéndolo por d0a—1 serd

» por tunto
dOn—1 = [w,0 0,2 ... 0" (1.4)

(') W. Brascaxr, Integralgeometrie, Actualités Hermann, n® 253, Parfs, 1835,
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Analogamente, 8i S,.-2 e8 la ¢sfera ndxima (n — 2)-dimensional de
8,1, normal a ¢, y dOn—2 representu el elemento de fren sobre la
misma correspondiente al extremo de ¢, es

dOn—2 = [h.),s w," e w’"]. (1-5)

Prosiguiendo sucesivamente y sustituyendo en (1.2) se tiene por

tanto
dK, = [dPdO,-1dOn-2 ... do,]. (1.6)

que es una forma muy intuitiva de la densidad cinemdétioca en E, o,
o que es lo mismo, del elemento de volumen invariante del espacio
del grupo de los movimientos de E,.

Recordemos, para méas adelante, que el drea de la esfera i-dimen-
sional de radio unidad vale
2 (i+1)/2

(%) oo

9
~

O; =s a0; =
s‘,

2. Unas formulas auwviliares. Para obtener las férmulas integrales
del nGmero siguiente necesitamos ciertas férmulas referentes a la
geometria esférica n-dimensional que vamos a obtener aparte para
no interrnmpir més adelante el razonamiento.

Consideremos un punto fijo P de K. y Ia (n—1)-esfera de centro P
y radio unidad 8, _1. A cada vector de mddulo unidad y origen P
corresponde un punto sobre S,_; y reciprocamente: representare-
mos por la misma letra el vector y el punto que es su extremo. Sea
E un punto de 8,..1 y consideremos n vectores unitarios ¢; de origen
Py ortogonales entre sf.

Bea @, ¢l 4ngulo entre ; y ¢;. El elemento de drea dO,—1 de S,
correspondiente al punto & se escribe inmediatamente considerando
ln seccién de S,—; por un hiperplano normal a e, y que pase por §;
la seccién es una (n — 2)-esfera de radio sen ¢, y por tanto, llamando
dO,—2 el elemento de drea de una (n—2)-esfera de radio unidad,

serd
dOn -1 = senn—z?ld()n._.ad?‘. (2.1)

Proyectemos § desde ¢, sobre la esfera maxima 8,3 normal n ¢, ;
sea 5, el punto proyeccién. Si @, es el 4ngulo de Z, con ¢, y dOr—2 €l
elemento de drea sobre 8,3, andlogamente a (2.1) vale

dOn—z = 8en"—3p, d0n_3 d@,. (2.2)
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Andlogamente, proyectemos £, desde ¢; sobre lIa 8,_g3 ortogonal a
e, Y ¢; sea £, el punto proyeccién. Si ¢, es el 4ngunlo entre §,y e, ¥
dOn_.3 el elemento de drea sobre 8,_3, vale

dO,.3 = sen"—49,d0y. 1dy,. (2.3)

Prosiguiendo sucesivamente y sustituyendo luego cada igualdad
en la precedente se obtiene, en general :

A0r—1=8en"2 @, sen"—3 p, ... senI— 19, d0g—1 dP, dF, ... dPr—q (2.4)

que para ¢=1 nos da la expresion bien conocida del elemento de
firea de la esfera (» — 1) dimensional. '

Sea ahora 7 otro punto fijo sobre S,_1 y sea 6 el 4ngulo entre v y E.
Supongamos que y es ortogonal a la (n— g)-esfera determinada por
€14 3y « - .y €n—q+1. Si O, es el dngulo entre §; y v, en el tridngulo rec-
tildtero de vértices v, §, ¢, (en ¢l cual el lado re, vale /2) se tiene

cos 0 = sen @, cos 0,. (2.5)
Anilogamente, sobre la 8, _3 ortogonal a ¢,, vale

cos 6, = sen @, cos 0, (2.6)

siendo ahora 0; el Angulo entre v, y 3, (proyeccién de &, desde ¢, sobre
Ia 8,—g ortogonal al circulo maximo e, ¢,). Prosiguiendo sucesiva-
mente y sustituyendo cada igualdad en la anterior obtenemos

cos 0 = sen ¢, 8en P, ... 8eN Pr—q. 2.7

Las férmulas (2.4) y (2.7) son las que necesitaremos ¢n el nimero
siguiente.

3. Una férmula entre diferenciales. En todo lo que sigue diremos
que una variedad g-dimensional de E. es regular y de dimensién ¢
cuando estd representada por ecuaciones paramétricas

r=a(u,ud . . .,u) =1,23 ...,n

en las que las funciones xi(u', u, ..., u9) poseen derivadas parciales
de primer orden continuas.
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Sea C,° una variedad ¢-dimensional regular de E.. Siendo regular,
se sabe que posce un drea ¢-dimensional cuyo elemento diferencial
representaremos por da,° ; supongamos que C® tiene 4rea total finita
A Consideremos un punto P de C,® y ¢ vectores de médulo unidad
€ €5, ...y € OTtOgonales entre si, de origen P y tangentes a G0, Por
analogia con (1.6) usaremos la notaciéon

dC;,o = |daq° d(.)q_l d01,——2- e e dOl] (3.1)

donde los dO; tienen el mismo significado qne en (1.6) respecto al
g-edro e,, ¢;, .. ., €.

Sea, por otra parte, C's—1 una bhipersuperficie regular de E. que
supondremos también de drea finita A',_1. Siendo da's_1 su elemen-
to de drea en un punto Py ¢; ({ =1, 2, ..., n—1) vectores unitarios
de origen P tangentes a C',_; y ortogonales entre &f, nsaremos tam-
bién la notacién

dC'y 1 = [de'r—1d0r—2d0n_3. . ... dO,] (3.2)

Supongamos que C,° est4 fija y que, en cambio, C'r—) se mueve do
manera indeformable en E,. Consideremos una posicién de C'y—1 en
que tenga punto comfin con C¢°; sea C% . la variedad interseccion
y P un punto de la misma. La variedad C%,_ s regular, puesto que
en cada punto tiene por variedad plana tangente [a interseccién de
las variedades planas tangentes a C% y C'h—1.

Sea 7 ¢l vector unidad tangente a C,° y normal a C°y_) en el pun-
to P y £ el vector unidad normal a C',—3 en P. 8i dg,—1 es el elemen-
to de drea de C's—1, da el elemento de drea de C,° y dg®y—1 el de In
interseccion C''q_i, todos en el punto P, llamando dk a un despla-
zamiento elemental seghn el vector v y siendo 0 el 4ngulo entre 5y
5 se tiene

dP = cos 0 [da'a—1dh]), dgp = [de®;—1dh] (3.3)

donde dP es ¢l elemento de volumen de E, en el punto D

Tomemos el n-edro de los vectores e de origen I* que sirve para
determinar ¢l movimiento de C',_-1 de manera que v sea ortogonal a
€y g9 ++ -y €n_g+1Y €n-gt3y . - .y €n €8L6N en el plano (¢ — 1)-dimensio-
nal tangente a C%,_ en P. Seg(n (1.6), (3.3), (3.2),(2.4), (2.7) y (3.1),
teniendo en cuenta que sélo conriderimos valores absolutos y que
por tanto podemos alterar el orden de los factores, resulta
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dK,=[dPd0r—~1d0n—3. . ... dO}=co8 0 [dhde'n_1dOn_1.. ... dO,]=
= ¢08 0 [dhdOn—1dC'»_1] = cos O sen"—2 @, senn —3¢,.
coesent—1Q, o [dhd0g—1dp,dP;. . ... doa_qdClao1] =
=gen"—1 @, sen"—2 ¢, ....8en1QPn—q[dhdOq_1do, de,. . ...
dga—qdC'a_ij, (3.4)
y también
ACP=[de?d0y—1. ....d0,)=[dh da®¢_1 dOy1. . ...d0,]|=
= |dh dOy—1dC"%_,]. (3.5)

Por tanto, multiplicando exteriormente ambos miembros de (3.4) -
por dC% 1 = [de®g—1dOg—a. . . .. d0O,], tenemos el resultado

([dC%% _1dK,] = sen—1 9, sen"—2¢,. .. ..

8eNnT Po—yq [dP, dPs. . . .. dPa_qdC0dCln1). (3.6)

IBsta es una féormula fundamental que generaliza la obtenida por
Blaschke pata n=3, ¢==2 (} y Chern-Yien (%) para ¢=xn—1. Obser-
vemos que en elln los angulos @, %y .. ., cp;._., son las coordenadas
esféricas del vector § en In (n - g)-esfera unidad situada en el plano
(n—q+ 1) dimensional ortogonal a C”_; en P.

4. Primera férmula integral. Integremos los dos miembros de (3.6)
a todus las posiciones de C'n_3, 0 sea a todo ¢l espacio del grupo de
lox movimientos de K. Llamando A%,_; al drea (@ — 1)-dimensional
e In interseccion G0, C',_1, el primer miembro da

0y—20¢_3.....0, [ A% _1dK.. (4.1)

En el segundo miembro, para tener en cuenta todas las posiciones
de C'ry, ¢l vector £ debe integrarse a toda la (n — ¢)-esfera unidad
mencionada al final del pirrafo precedente, o sea los dngulos 9,, s,
«vsy Pn—g—1 deben integrarse entre 0 y ©y el ga—q entre 0y 2m.

* () W. Brascukk, Integralgeometrie 17. Ueber Kinematik. Deltion, vol. 17,
Atenas, 1936.

(* 8. 8. CHErn-C. T. Y1rN, Sulla formula principale cinematica dello spasio ad

n dimensioni, Bolletino deila Unione Matematica Italiana, serie 11, afio 11, 1940.
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Las integrales de dC,° y dC's—; dan respectivamente, segn (3.1) y
(3.2)y AP Og—1..... Oy ¥y Al 1 Op_3..... Oy siendo A% y Ala— las freas
de C®y C'a—1. De esta manera cads posicién de C'a—1 ha quedado
contada dos veces, pues cambiando la orientacién del n edro e, e, ...,
en 8e obtiene la misma posicion, luego hay que dividir por 2. Tenien-
do en cuenta el valor

[ ")

sen‘ gdyp = w2
0

resulta que la integral del segundo miembro de (3.6) vale

(1)

rir—p 2 2
I n+ 1)

2

0n—2 ..... 0101/—1. . .()lAr]o l\ln—]- (4.2)

Igualando con (4.1) y simplificando resulta la formula integral

1

(=)

P——lﬁ- On—?- PR 0‘ Oq -1 Aquln—l (43)

2

donde en el primer miembro la integracién estd extendida a todo ¢l

grupo de los movimientos de K. o sea, a todas las posiciones de

C'a—1. Los valores de O; éstan dados por (1.7). :
Ejemplos : 1. Para ¢=1,0C,° es una curva y A,° es su longitud

que llamaremos L, Lua interseccién con una hipersuperficie C'»—1 se

compone de N puntos, nfinero (que puede ser infinito) variable con
la posicién C',_1. La formula (4.3) se escribe, en este caso

S A%y dK, = w92

Qqrin—1)/2

=y

2. Consideremos el espucio ordinario E; y en él una superficie
fija Cs° de dren AL y otra moévil G,' de drea A,'. Llamando L a la
longitnd de la curva interseccion Cg°. Cgl, 1a formula (4.3) da

‘.NdKn = On—2. ....0 Ly Alaey.

LdK, = 2n° A0 A,
3
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Observacion. La férmula (4.3) es un caso particular de la més ge-
neral siguiente, cuya demostracién no damos por no ser necesaria
pars nuestro objeto, Sea C,° uua variedad regular de dimensién g,
que supondremos fija en E, y de érea g-dimensional finita A °. Sea and
logamente C,! otra variedad regular de dimension p, mévil de ma-
nera indeformable en E, y de p-dimensional érea finita A,!; supon-
gamos p + ¢ > n. Llamando Apyg—n al drea (p+q—n)-dimensional
de la interseccién Cp!. Cy° vale

; _ Ol' v e e On Op+q—quoAp'

(4.4)

sicndo dK, la densidad cinemética (1.6) y estando la integracién del
primer miembro extendida a todo el grupo de los movimientos de
En. La(4.3) corresponde al caso p=n—1.

5. Segunda férmula integral. Consideremos ahora la misma varie-
'ad regular O,° fija en E, del nimero anterior y h variedades Cin—;
(i=1,2,...,h) de reas Ai,_1, méviles cada una con la densidad ci-
nemdtica dKi, de manera independiente de las demfs. Es decir, a
cada ung se le asigna un n-edro invariablemente unido & la misma y
respecto de é] se calculan las expresiones andlogas a la (1.6),

Supougamos ¢ > k. En una posicién general en que las A+ 1 varie-
dades C%, Cis_1 tengan punto comfin, la interseccion serd de dimen-
8i6n ¢—h. Sea Aq_) el frea (¢ —h)-dimensional de esta interseccién
O . Clac1 . Ch—i. .. .. Ckp1. Deseamos calcular la integral

I = IAq—h dKl’" v e e dK"n (5.1)
extendida, respecto cada dKi,, a todas las posiciones de la corres-

pondiente Ci,_1.
Para simplificar escribiremos (4.3) en la forma

l AOlq—-l dKu = O (n, q-" 1) Aoq Aln—-l (5-2)
con
q + 1
r{5)

(n,¢—1) = nir—9)f3 On—3.....0,04-1.  (5.3)

n+1
r(5)
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Entonces, llamando en general Aq—n4i al firea de la interseccién
CP.Cho1.Chge .o, Cn—15—i, fijando primero C',—1,...,Cr—1h—1
e integrando a todas las posiciones de Ch._1, segtin (5.2) se tiene su-
cesivamente

[ =0 (”, q - h) A"u—-] j Aq—h+l dK‘.u “ e ee dKnh—l (5-4)
=a(n,g—h)a(n,g—~h+1)Akby_1 Ag1P—1{Ag_r;2dK'. ..., dK,h=3

h—1
= n a(n’q -th+i) Aqu‘n—l A’.—lo re e A"n—l-
(=0
Llegamos asf & la segunda férmula integral que desedbamos ob-
tener:

h—1
! Aq—h dKulo coen dKnh = [] o (”, q - h+'i) Aqo Aln—l. s Ahu—lt (5-5)

t=0

donde, repetimos, Aq_n es el drea (¢— h)-dimensional de la intersec-
cion Cg®. Cla—y. ....Chy_1 y la integracién estd extendida a todas

las posiciones de las hipersuperficies Cin—1.

Supongamos en particular que las C‘x—1 sean esferas de radios Ri.
Entonces es
Aiy_ 3 =Ri*10,. (5'6)

Adem4s, en este caso, segin (1.6), tomando como origen P; del
n-edro ligado a Cis—1 el centro de la esfera, en cada posicién se pue-
den integrar los dO; sin que altere la interseccién Aq—, o sea

IAq—thnldKn’- v dKnh = (On-—lOn-—ﬂ. R Ol)h (5.7)
[Ag—rdP,dP,. ....dPy

siendo dP; el elemento de volumen de E, correspondiente al centro
P; de Cin—1. Por otra parte es

p(et! 1)
Mamg-hti) =22 \! 2 0 o
=0 4 - I‘("+1) p(q—h+1)( =2 ... 0y
T2 2

y por tanto queda
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[AgendP,dP;.....dPy = B(n, g, b) A RA—IRA 1, . Ran™T  (5.8)

donde la integracion respeeto dP; = [da' dz?. . . .. do;"} estd extendi-
da a todo el espacio K, y se ha puesto

q+1
gawz (0 | (T)

Bn,gh) = . (5.9)
) T

-

En particular, tomando todas las esferas del mismeo radio R, queda
; Aq—.h dP,. cowe dPh = p(”, q, h) Rh (r—1) A,O. (5.] 0‘)

Por ejemplo, para el espacio ordinario E,;. tomando una superficie
Oy’ de drea A" y dos esferas méviles de radio R, llamando N al nit-
mero de pantos comunes a C,° y a las dos esferas, nttmero variable
eon la posicién de las mismas, es n=3, ¢=2, h=2 y por tanto queda

[NAP,dPy = 2r RYA D, (5.11)

6. Una ewpresion del drea q-dimensional para variedades regulares.
Nos interesa particularmente aplicar (5.10) al caso ¢g— A=0. En este
easo Ia interseccién se compone de un nmero discreto de puntos N,
salvo para posiciones excepcionales de las esferas Cin—j. La férmula
{D.10) se escribe en este caso

[NgdP,. ....dPg=f(n,q,q) RI (=1 A, (6.1)

Hemos demostrado esta férmula en el caso de ser C,° una variedad
regular, Desde luego, por el carfcter aditivo de la integral del pri-
mer miembro y del drea A0 la férmula vale igualmente para cual-
quier variedad compuesta de un nimero finito de partes regulares de
dimensién g¢.

De (6.1) deducimos el resultado :

Sea en E, una variedad C,° compuesta de un nimero finito de partes
regulares de dimensién q. Consideremos q (n — 1)-esferas Cin—y de radio
R y centro variable Pi. Sea AP; el elemento de volumen de En correspon-
diente al punto P;. Llamando Ng al niimero de puntos de la interseccién

»
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CpP.Clamt. . ... O%n—y1 ¢l drea q-dimensional de C,° estd dada por la
Sormula

AP =@ (n,q,q) BI—1)—1]N,dP,dP,. ....dP, (6.2)

donde la integral estd evtendida, para cada P, a todo el espacio B, y
8(n, q,q) estd dado por (5.9) ().

Como conseenencia se tiene:

8i una variedad regular q-dimensional de E, tiene drea q-dimensio-
nal finita, el nimero de puntos de intersecoidn de ella con q esferas de
radio R, es siempre finito, salvo para un conjunto de posiciones de las
esferas de medida nula.

2. Una definicion de dimensién y de q-dimensional drea de un oon-
junto de puntos de K. La Gltima integral de (6.2) tiene sentido para
conjuntos de puntos mucho més generales que los que componen
una variedad regunlar; ademéas ella es de coémodo manejo en muchos
casos, pues se trata de ana integral de volumen del espacio euclidia-
no de nq dimensiones. Podemos, por tanto, siempre que la integral

"del segundo miembro ewista, tomar (6.2) como definicidn de q-dimensio-

nal drea de un conjunto de puntos de E,.

El método puede servir también para determinar la dimensién g¢.
Procederemos de 1a mmanera siguiénte :

Sea C un conjunto de pnntos cualquiera de E,. Sea dP; = [do'da®.
. ...do:"| el elemento de volumen de E. correspondiente al punto P;.
Seu N: el ntumero de puntos comunes de O con s(n— 1)-esferas de
radio R y centros P,, P,. ..., P. Consideremos las integrales (en el
sentido Lebesgue)

Il-‘—-'INldPl, I’=IN’dPldP’, I'=IN'dPldP’dPs, e (7-1)

todas ellas extendidas a todo En respecto cada dP; (es decir I; es una
integral sobre E;.). 8i estas integrales existeny 1,1 es la primera que
vale cero, el nimero g se llamaré la dimensién de O y 1a ¢-dimensio;
nal drea estard dada por (6.2).

(‘) El oaso ¢==1 en que la férmula anterior da la longitud de I onru‘O‘, faé
considerado, ya en otro lugar (L. A. BANTALG, 4 theorem and an inequality re-
Jerring to reotifiable ourves, American Journal of Mathematics, vol. 68, 1041).



Obsérvese que para 8<q el érea s-dimensional asi definida vale
infinito y para s8> ¢ vale cero.

Segtin lo demostrado en el nimero precedente eata definicién de
¢-dimensional Area coincide con la cldsica para variedades regulares,
pero la definicién es aplicable siempre que las integrales (7.1) exis-
tan. Siguiendo un camino similar al de G. Nébeling (*) para un caso
andlogo se puede demostrar que estas integrales emisten para todo
conjunto O analftico (o conjunto de Suslin (%)).

En efecto, vamos a demostrar que en este caso I, existe. Bastard
demostrar que el conjunto de puntos de E,, correspondientes a esfe
ras Ox—1 cuya interseccién tiene por lo menos ¢ puntos comunes con
O es analitico y por tanto medible en el sentido de Lebesgune. Supon-
dremos O acotado, lo que no restringe la generalidad. Siendo O ana-
lftico, el conjunto O (i) de todos los conjuntos de ¢ puntos de C es
también analftico. Consideremos, por otra parte, todas las r-esferas
8- (r <n—g¢) deradio < R y el conjunto 8,(§) de conjuntos de ¢ puntos
sobre ellas que no estén en una esfera de dimensién menor; B, (i)
es analitico, y por tanto también la interseccién 8. (¢). O (s). A cada
punto de esta interseccién corresponden en E,, los puntos imigenes
de los centros de los conjuntos de s esferas de radio R que contie-
nen a 8.; este conjunto es analitico, luego lo serd también el total
de los correspondientes a toda Ia interseccién B, (f) . C(f) que ea
precisamente el conjanto de puntos correspondientes a esferas
Oa—1 cuya interseccién tiene por lo menos ¢ puntos comnunes con C.

Quedsa asf demostrado el enungiado.

Faocultad de Ciencias Fisico-matem&tions.
La Plata.

(*) G. NUBrrLING, Ueber den Fldokeninhalt dehnungsbesohrinkter Fléohen, Mathe-
matische Zeitschrift, vol. 48, 1943, pég. 757.

(*) Ver por ¢j. : N. LUsiN, Legons sur les ensembles analytiques, Parfs, 1930,



