
UNAS FORMULAS INTKliKAI-ES Y UNA ÜEFIMIION DE ÁREA 
^-DIMENSIONAL DE UN CONJliNTO DE PUMOS 

P..1I h. A. 8 A N T A L O 

(tteribiilii fii iiliril 10, 105()| 

SuMMARY. Let C l>e a set of points iii tlu* euclidenu n-space En. 
Let P; be tbe centor of an (n —l)(limenMÍnii)it splicre Cn-i ofradins 
R and let dPi = [dw^idx*i. . .dw^i] be tbe cleiiiciit of voluiiu^ in K„ c<i-
rrespunding to P,. Let Ni be tbe nuniber of iiitersecfions <if C witb 
n(n — l)-8phere8 Cn ^ i; Ni ¡H a function of P,, P„ . . , , P,. Let U8 con-
Mider tbe sequence 

I, = ÍNidP„ I, = ÍN^P,dP„ I, = ÍN,dPi«ÍP,<lP„... (1, 

wbere tbe integrals, in tbe sense of Lebesgue, are extended overtbe 
wbole space Bn witb respect to eacb dPi. 

I/the integrals (1) exigt and I,,+\ is tbe first equal to zero (tbat is, 
I, =̂  O, L — O for » > q), q will be de6ned as tbe dimenaion of C. Tbe 
^-dimensional área of G is deflned by tbe formula 

A, = (P («, q, q) R7 C-D) -11 N,<ÍP,dPj . . . dP, (2) 

wbere ^{n,q,q) is «Ivon by (5.9). For » < q it is A, = oo and for 
« > g it is A, = ü. 

We prove: 1. Tbe integrals (1) exist and conseqnently tbe deflni-
tion is applicable if O is an analytic set (or Siislin's set). 2. If (J is 
a variety «regular» (tbnt is, «Icflned by x = J; (U', n*, . . . «7) witb 
«ontinuous flrst partial derivatives) or uom]M>sed by a flnite number 
of regular pieces, tbe defíiiition agrees witb tbe ^-dimensional área 
in tbe ulassieal-sense. 

1. La densidad cinemática en lin- Sea En el espacio eudidiano 
n-dimensional. Un movimiento en En puede determinarse por la po-
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sición de an n-edro ortogonal formado por an panto P y n vectores 
de módulo unidad e,'(t=l, 2 , . . . n) de origen P y perpendiculares 
entre sí dos a do». Si P„, ef> es una posición fija de este n-edro, toma
da como origen, a cada P, e; le corresponde el movimiento que lleva 
a coincidir PQ, ef con P, a. 

Si »' son las coordenada» de P, representamos por dx el vector de 
componentes d»'. Introduzcamos las notaciones 

w' = dx. e¡, ti),''' = (í«;. ei (1.1) 

donde los puntos indican productos escalares de vectores. Con estas 
notaciones el método del «triedro móvil » de E. Cartan da inmedia
tamente que el volumen invariante en el espacio del grupo de los 
movimiontos de En estA dado, salvo un factor constante, por la for
ma diferencial exterior 

dK, II (ú, II tí>¡i' 
t - l i<k 

(1.2) 

expresión que con el nombre <1e medida cinemática en E» fué hallada 
también directamente pos Blaschke ('). En todo lo que sigue repre
sentaremos con paréntesis cuadrados [ ] la multiplicación exterior de 
formas diferenciales. Además, tod€U ella» nerán considerada» en valor 
nbitoluto. 

8e puede dar a dKn una interpretación geométrica mny intuitiva. 
Observemos, en efecto, qne las (•>' son las componentes según las di-
ri'cciones ortogonales e, du un desplazamiento de P y por tanto el 
producto [(o'b)'... u)"] no es otra cosa que el elemento de volumen 
del espacio E». Lo indicaremos por dPy será por tanto 

dP = [(O» t ú * . . . O)"]. (1.3) 

Consideremos ahora la superBcie esférica Sn- i de dimensión n —1, 
radio unidad y centro P: sobre ella se encuentran los extremos de 
los vectores ei. El producto escalar Uj'' s d«t. «t representa un des
plazamiento elemental sobre Sn—i del extremo de ê  según la direc
ción de ck. Por tanto el pmdncto exterior [U>I'(DI' . . . (Oi*) es igual al 
elemento de área sobre dicha esfera; representándolo por dOn-i será 
por tanto 

d O , - i = [«*,» a > i » - - « i " l - (!•*) 

(•) W. Bi.A8oaKR, InUtralftametri», AataaliMa HermMiii, n* 269, Paria, 19S6. 

m 
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Ànalogauieate, HÍ &n—'j es la esfera máxima (n —2)-dimen8ÍoDal de 
8/1—1, normal n e, y dOn—'j representa el elemento de iírea sobre la 
misma correspondiente al extremo de e,, es 

dO„-2 = [b)/(o,* . . . ü),"]. (1.5) 

Prosiguiendo sucesivamente y sustituyendo en (1.2) se tiene por 
tanto 

dKn = [dPdO„-i dO„-2 . .. dO,]. (1.0) 

que es una forma muy intuitiva de la densidad cinemática en En o, 
lo que es lo mismo, del elemento de volumen invariante del espacio 
del grupo de los movimientos de En. 

Recordemos, para más adelante, que el área de la esfera t-dimen-
«ional de radio unidad vale 

27i(''+l)/í 

'̂̂ l ^m 2. Una» fórmula» auxiliare». Para obtener las fórmulas integrales 
del número siguiente necesitamos ciertas fórmulas referentes a la 
geometría esférica n-dimensional que vamos a obtener aparte para 
no interrumpir más adelante el razonamiento. 

Consideremos un punto fijo P de En y la (n —l)esfera de centro P 
y radio unidivd 8n - 1 . A cada vector de módulo unidad y origen P 
cíorresponde un punto sobre S»—1 y recíprocamente: representare
mos por la misuní letra el vector y el punto que es su extremo. Sea 
Ç un punto de 8„ 1 y consideremos n vectores unitarios e¡ de origen 
P y ortogonales entre sí. 

Sea Ç, el ángulo entre Í y fj. El elemento de área dOn—\ de Sn-i 
correspondiente al punto \ se escribe inmediatamente considerando 
la sección de 8n—1 por un hiperplano normal a Ci y qne pase por \ ; 
la sección es una (n - 2)-esfera de radio sen <fy y por tanto, llamando 
dOn-3 el elemento de área de una (n —2)-e8fera de radio unidad, 
será 

dOn 1 = sen—2«PidO„-ad<p,. (2.1) 

Proyectemos \ desde e^ sobre la esfera máxima Sn- ĵ normal a «i \ 
sea ;i el punto proyección. Si f, es el ángulo de ;, con e, y dOn-s el 
elemento de área sobre Sn-a, análogamente a (2.1) vale 

dOn_2 = sen—3?,dOn-adç,. (2.2) 
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Análognmente, prnyecteinoa Ç, desde e, sobre la Sn-s ortogonal a 
e, y «,; oea Çj el punto proyección. Si cp, es el ángnlo entre l,y e^ y 
dOn—s el elemento de área sobre Sn—8, vale 

dOn-s^sen—*<p,<iO„.4d<P,. (-'.3) 

Prosiguiendo sncesivamente y sustituyendo luego cada igualdad 
en la precedente se obtiene, en general: 

dO,_i = 8en''-3(pj sen"-» ?,... sen9-*?n-9dO,_i dç, dqp,... d^n-q (tiA) 

que para 9 = 1 nos da la expresión bien conocida del elemento de 
área de la esfera (» — 1) dimensional. 

Sea ahora r, otro punto fijo sobre Sn_i y sea 9 el ángulo entre r, y ^. 
Supongamos que r¡ es ortogonal a la (n — 9)-esfera determinada por 
e ,̂ 0}, . . . , en—f+i. Si 6j es el ángulo entre §i y T„ en el triángulo reu-
tilátero de vértices r„ ,̂ «i (en el cual el lado r,e, vale n/2) se tiene 

eos 6 = sen 9i eos 6,. (2.5) 

Análogamente, sobre la %n-2 ortogonal a e^, vale 

eos 6̂  = sen 9, eos 6, (2.6) 

siendo aliora 6, el ángulo entre r, y ; , (proyección de Ç, desde e^ sobre 
la Sn—3 ortogonal al circulo máximo «i, e^). Prosiguiendo sucesiva
mente y sustituyendo cada igualdad en la anterior obtenemos 

eos 6 s sen (f, sen Tj . . . sen ipn—f (2.7) 

Las fórmulas (2.4) y (2.7) son las que necesitaremos en el número 
siguiente. 

3. Una fórmula entre diferencióle». En todo lo que sigue diremos 
que una variedad g-dimensioual de En es regular y de dimensión q 
cuando está representada por ecuaciones paramétricas 

X' = X' (it', u*, . . . , M?) í = 1, 2, 3 , . . . , n 

en la» que la» funcione» x'(n', u*, . . . , uf) po»een derivada» parciale» 
de primer orden continua». 
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Sea C," una variedad «^-dimensional regular de En. Siendo regnlar, 
se sabe que posee un área ^-dimensional cuyo elemento diferencial 
representaremos i)or daq°; supongamos que Cĉ " tiene área total 6nita 
A,". Consideremos un punto P de C," y q vectores de módulo unidad 
e„ c„ ..., Cq ortogonales entre sí, de origen P y tangentes a C,". Por 
analogía con (1.6) usaremos la notación 

dC," = |íío,»rfO,_i dO,,-¿ dO,] (3.1) 

donde los dOi tienen el mismo signiflcivdo que en (l.G) respecto al 
9-edro ei, ĉ , . . . , e,j. 

Sea, por otra parte, C',_i una Lipersuperficie regular de En que 
supondremos también de área finita A'n-i. Siendo (fo'n—i su elemen
to de área en un punto P y e¡ (t = 1, 2, . . ., » — 1) vectores unitarios 
de origen P tangentes a C'n-i y ortogonales entre sí, usiirenios tam
bién la notación 

dO'n -1 = [do'n-ldOn-2<ÍOn_3 dO,] (3.2) 

Supongamos que Cy" está fija y que, en cambio, C'n—i se mueve do 
manera indeformable en En. Consideremos una posición de C'n-i en 
que tenga punto común con C^"; sea C**')—i la variedad intersección 
y P un punto de la misma. La variedad C°'f-i es regular, puesto que 
en cada punto tiene por variedad i)lana tangente la intersección de 
las variedades planas tangentes a C," y C'n—i. 

Sea Kj el vector unidad tangente a C," y normal a C',—! en el pun
to P y 5 el vector unidad normal a C'n_i en P. Si don-i es el elemen
to de área de C'n—1, docí'' el elemento de área de C," y do"',—! el de la 
intersección C'^—i, todos en el punto P, llamando dh a un despla
zamiento elemental según el vector r, y siendo 6 el ángulo entre ir¡ y 
; se tiene 

dP = POS e fdo'n-i dh], d<j,o = [do»',-! dh] (3.3) 

donde dP es el elemento de volumen de Kn en el punto P. 
Tomemos el nedro de los vectores e; de origen P que sirve para 

determinar el movimiento de C'n-i de manera que r, sea ortogonal a 
c„ e„ . . ., Cn-</+i y en-q+3, . . ., e» estén en el plano {q— l)-dimensio-
n.il tangente a C<",_i en P. Según (1.6), (3.3), (3.2), (2.4), (2.7) y (3.1), 
teniendo en cuenta que sólo consideramos valores absolutos y que 
por tanto podemos alterar el orden de los factores, resulta 
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dK„ = [dPdO„_i<iO„_2 dO,] = co8e[rf/tíïo»„-idOn_i dO,] = 

= C08 9 \dhdOn—i fíC'„_i] = cos 9 sen"—2 ç, sen» -Sç,. 

sc'Uï-i <Pn_, [dh dO^-i (Í9, dtpj dcp«-, <iC'„_i] = 

= 8en"-i ep, sen"-* ç , sen? cpn-, [dfc fiO,_i dcp, rfcp, 

«íí,._,dG'„--ij, (3.4) 

y tHiiibiéu 

íiO,'> = [rfo,·dO,_i dOi] = [dhd&>\.idO^-i dO,] = 

= [d/»dü,_idC"\_i] . (3.5) 

Por tanto, inultii»liuau<lo exterionnente itinboH iiiiembroH du (3.4) 
)M»r dO"',,_i = [do"'(;-i<iO,_2 d^i]i tenemos el resultado 

[dC<",_i dKn] — 8cn"-> ^, 8en"-2 (f, 

senT <p„_, [dcp, dç , dfn-^dV>,,''dC\-\]. (3.6) 

Estil 08 luiii fórinniii fundaineiitul que generaliza la obtenida pur 
Blasclike |)ara n = 3, qf = 2 (*) y ühern-Yien (*) para g = n — 1 . Obser 
vemos que en ulla los ángulos 9,, f „ . . .,911—7 sou las coordenadas 
esfV'ricas del vector Ç en la (n -g)-e8fera unidad situada en el plano 
{n — q+\) dimensional ortogonal a C'·'y—i en P. 

4. Primera fórmula integral. Integremos los dos miembros de (3.6) 
ii todas las posiciones de C'n—1, o sea a todo vi espacio del grupo de 
los movimientos de l<)n. Llamando A"'.;-! al área (9 — 1 )-dimen8Íonal 
de la intersección C,;". C'n-i, el primer miembro da 

0 ,_2 0 ,_3 O, Í A % - i d K „ . (4.1) 

En el segundo miembro, para tener en cuenta todas las i)osiciones 
de C'n-i , el vector 5 debe integrarse a toda la (n —g)-e8fera unidad 
mencionada al final del párrafo precedente, o sea los ángulos 7,, 9,, 
. . ., Çn_,_i deben integrarse entre O y 7t y el ç , - , entre Ü y 2ii. 

' (*) W. B1.A8CIIKU, luiegralgeomelri» 17. Ueber Kinematik. Deltion, vol. 17, 
Ateuas, 1936. 

(') 8. 8. CHKUN-C. T . YiKN, SuUa formula prinetpaU cinematiea dello ipatio ad, 
n diiheniioni, Bolletlno delln Unione Matemática Italiana, serie II, aOo II, 19<I0. 
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Las integrales de fiG,*'y dO'n_i <lan respectivamente, según (3.1) y 
(.S.2), A í ' ·O , - ! O, y A'„_i 0„_a O, siendo A," y A'„_i las áreas 
de Cq" y C ' B - 1 . De esta manera cada posición de C - i ha qneda<lo 
contada dos veces, pues cambiando la orientación del n edro «i, c^,..., 
«a se obtiene la misma posición, luego Iiay que dividir por 2. Tenien
do en cuenta el valor 

Í: sen' f;p d'f = ni '2 
I 

resulta que la integral del segundo miembro de (3.6) vale 

-2 0 , 0 v - i . . . 0 i A , " A ' , . _ , . (4.2) rJ"-'!) 2 \ ^ 0„_2 

Ignalando con (4.1) y simplifícando resulta la fórmula integral 

í A " , _ i dK„ = íc("-ï);2 ^ ^J 0„_2 O, O, -1 A,«A»„_i (4.3) 

donde en el primer miembro la integración está extendida a todo el 
grupo de los movimientos de H¡n, o sea, a todas las posiciones de 
C'n—1. Los valores de O, están dados por (1.7). 

EjemploH: 1. Para q '= l ,C , " es una curva y Aj" es su longitud 
que llamaremos L.,. La intersección con una hipersuperficie C'n—i se 
eompone de N i>nntos, número (que puede ser Infínito) variable con 
la posición C'„_i. La fórmula (4.3) se escribe, en este caso 

N í?K, = ^ 0„_2 O, Lo A'„_ I. 

•' ' ' ( - f ) 
2. Consideremos el espacio ordinario E, y en él una superficie 

fija Cj" de aren Aj> y otra móvil O}' de área A,'. Llamando L a la 
longitud de la curva intersección C,"- Gj', la fórmala (4,3) da 

{L<íKg = 2ii='A,0A,». 
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Observación. La fórmula (4.3) es un cauo particular de la más ge
neral siguiente, cuya demostración no damos por no ser necesaria 
para nuestro objeto. Sea C^" uua variedad regular de dimensión q, 
que supondremos fija en En y de área 9-dimensional finita Aq". Sea ana 
logamente Gp' otra variedad regular de dimensión p, móvil de ma-
noru indeformable en E» y de |>-dimen8Íonal área finita Ap^; supon
gamos p + q>^H. Llamando Ap-j.,-, al área (p-f9 —n)-dimensional 
de la intersección Cp'. C," vale 

Siendo dKn la densidad cinemática (L6) y estando la integración del 
]u-imer miembro extendida a todo el grupo de los movimientos de 
En. La (4.3) corresponde al c a s o p = n —1. 

5. Segunda fórmula integral. Consideremos ahora la misma varie-
i'ad regular üf" fija en En del número anterior y h variedades C'»—1 
(1 = 1,2, . . . , fc) de áreas A'n-i, móviles cada una con la densidad ci
nemática dK>n de manera independiente de las demás. Es decir, a 
ciida una se le asigna nn n-cdro invariablemente unido a la misma y 
respecto de él se calculan las expresiones análogas a la (1.6). 

Supongamos q^h. En una posición general en que las fc-f 1 varie
dades Cf", C<n-i tengan punto común, la intersección será de dimen
sión q — h. Sea Aq-h el área (9 —/t)-dimensional de esta intersección 
V,/*. C'„_i. 0*n-i C",-!. Deseamos calcular la integral 

1 = jAj-fcdK'n dK*, (5.1) 

extendida, respecto cada dK'n, a todas las posiciones de la corres
pondiente C'n—1. 

Para simplificar escribiremos (4.3) en la forma 

f A«',_i dKn = a (n, g - 1 ) A», A'n_i (5.2) 

con 

a (n, g - 1 ) = «(—»)/» ^ ^ On-2 0^ 0 , _ i . (5.3) 
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Entonces, llamando en general A)¡—h+i al área de la intersección 
CíO.C'n-i .C*„-i Cn-i''—, fijando primero C'„_i, . . .,Cn_i*-i 
« integrando n todas las posiciones de C^a-i, según (5.2) se tiene su
cesivamente 

l = a{n,q-h) A^- i f A,_fc+idK\ <iK,'-i (5.4) 

= «(n,<?-ft)a(«,2-A + l)A*._iA,_i*-i|A,_jk+2ílK'.....,(iKn'-» 

= n a(«,í-»fc + t)A,OA',_iA»,-i A*„-i. 
(—0 

Llegamos así a la segunda fórmula integral que deseábamos ob
tener : 

ÍA,_fcdK,» dKn''= n a ( n , 5 - / i + t)A,«A>,_i A^- i . (5.6) 
t -O 

donde, repetimos, A^-/, es el área (9 —/()-dimensional de la intersec
ción GfO.Ü'n—1 G^n-i y la integración está extendida a todas 
las posiciones de las bipersnperflcies C'n—i. 

Supongamos en particular que las ü'»—1 sean esferas de radios Bi. 
Entonces es 

A',_i = R,''-iO,_i. (5.6) 

Además, en esto caso, según (1.6), tomando como origen PÍ del 
n-edro ligado a ü'n—i el centro de la esfera, en cada posición se pue
den integrar los dOj sin que altere la intersección A^-h, o sea 

í A,_fc(íKn'dK,» dK„* = (0„_iO,_2 O,)* (6.7) 

, ^ |A,_A<íP,dP, dPh 

siendo dPí el elemento de volumen de En correspondiente al centro 
P; de CÚ-i. Por otra parte es 

y por tanto queda 
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f A,_).dP,dP, dPh = P(n,q,h) AÍOR,—»R,«-i R^»-! (->.«> 

donde la integracióu respecto dPí = [dsi^ dau* da,"} está extendi
da a todo el espacio En y se ba puesto 

r(L±2\ 
g (n, g, fc) = / ~ r — — \ __ -L___Z_ . (5.ff> 

^m) "(̂ -4̂ ) 
En particular, tomando codas las esferas del mismo radio R, quctli» 

U?-),dP» 'iPfc= P(n,g,AIR* (->-!) A,». (5.ia> 

Por ejemplo, para el espacio ordinario B,, tomando una superficie 
Og" de área A," y dos esferas móviles de radio R, llamando N al nú 
mero de puntos comunes a 0 / y a las dos esferas, número variable 
eon la posición de las mismas, es i i=3, ({=2, fc = 2 y por tanto queda 

(NdPjdP, = 27ï»R^A,». (5.11V 

6. V'M, expretión del área qdimenaiotMl para variedades regulares. 
Nos interesa particularmente aplicar (5.10) al caso q — h=0. En este 
easo la intersección se compone de un número discreto de puntos N ,̂ 
salvo para posiciones excepcionales de las esferas C'n—i. La fórmula 
(5.10) se escribe en este caso 

{N,(iP, dP, = p(»,g,g)Rï('—DA,». (6.1) 

Memos demostrado esta fórmula en el caso do ser C,° una variedad 
regular. Desde luego, por el carácter aditivo de la integral del pri
mer miembro y del área A,", la fórmula vale igualmente para cual
quier variedad compuesta de un número finito de partes regulares de 
dimensión q. 

De (6.1) deducimos el resultado: 

«Sea en E» «na variedad C," compuesta de un número finito de parte» 
regulares de dimensión q. Consideremos q (n — \)-esferas C'»—i át radio 
B y centro variable Pi. Sea dP; el elemento de volumen de En correspon
diente al punto Pi. Llamando V, al número de puntos de la intersección 
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D̂ ·'.Ĉ n—1 C9n_i el àrea q-dÍM0H»ional de Gq" està dada por la 
fórmula 

A,"=(P(n,q,q)B9(''-»))-i|N,<lP,dP, dP, (6.2) 

donde la integral e»tá extendida, para cada P,, a todo el espacio En y 
P (n, q, q) está dudo por (5.9) (*). 

Como conseenencin 8e tiene: 

Si una variedad regular q-dimensional de E» tiene área q-dimenaio-
nal finita, el número de punto» de interaeoeión de ella con q esferas de 
radio B, es siempre finito, salvo para un conjunto de posiciones de leu 
es/era» de medida nula, 

7. Una definición de dimensión y de qdimensional área de un con
junto de puntos de En. La última integral de (6.2) tiene sentido para 
conjuntos de pantos mucho más generales que los que componen 
una variedad regular; además ella es de cómodo manvjo-en muchos 
casos, pues se trata de ana integral de volumen del espacio euclidia-
no de nq dimensiones. Podemos, por tanto, siempre que la integral 
del segundo miembro emista, tomar (6.2) como definición de ^-dimensio-
nal área <le un conjunto de puntos de E». 

El método puede servir también para determinar la dimensión q. 
Procederemos de la manera siguiente: 

Sea C uu conjunto de puntos cualquiera de En. Sea dP¡ = [dm^dwi*. 
. . ..<iiB,"| el elemento de volumen de En correspondiente al puntoP;. 
Sea N'el número de puntos comunes de ü con a(n —l)-esfera8 de 
radio B y centros P|, P,. . . . , Pi. Consideremos las integrales (en el 
sentido Lebesgue) 

I, = ÍNidPi, I, = ÍN,<íP,4P„ I, = |N,dP,<iPgdP„... (7.1) 

todas ellas extendidas a todo En respecto cada dPi (es decir U es una 
integral sobre B»)- 8i estas integrales existeny I94.1 es la primera que 
vale cero, el número q se llamará la dimensión de C y la 9-dimensio; 
nal área estará dada por (6.2). 

(•) El OMO 9=-1 en qoe U fórmala anterior da la longitud d« I» oarr» O*, tai 
ooosiderado, ya en otro logar (L. A. SANTALÓ, A tlttortm «nd an inequàUtg rt-
ftrrlng to rtolifiohl» e»rve*, American Joariial of Mathematioa, rol. 68, 1841). 
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Obsérvese que para «<9 el área a-dimensiona) asi definida vale 
infinito y para 8>q vale cero. 

Segñn lo demostrado en el número precedente esta definición de 
^•dimensional área coincide con la clásica para variedades rejî nlares, 
pero la definición es aplicable siempre que las integrales (7.1) exis
tan. Siguiendo un camino similar al de O. Nobeling (') para nn caso 
análogo se puede demostrar que eattu intégrale» emitten para todo 
ooiyunto O analtíieo (o conjunto de Suslin (*))• 

En efecto, vamos a demostrar que en este caso I, existe. Bastará 
demostrar que el conjunto de puntos de E,n correspondientes a esCe 
ras On-i cuya intersección tiene por lo menos i puntos comunes con 
C es analítico y por tanto medible en el sentido de Lebesgne. Supon
dremos O acotado, lo que no restringe la generalidad. Siendo O ana
lítico, el coi^unto ü (i) de todos los conjuntos de t puntos de C es 
también analítico. Consideremos, por otra parto, todas las r-esferas 
8r (r < n — 9) de radio ̂  B y el conjunto Sr (t) de conjuntos de i puntos 
sobre ellas que no estén en una esfera de dimensión menor; Sr(t) 
es analítico, y por tanto también la intersección Sr (i). O (i). A cada 
punto de esta intersección corresponden en E,n los puntos imágenes 
de los centros de los conjuntos de • esferas de radio B que contie
nen a Sr; este cot̂ Janto es analítico, luego lo será también el total 
de los correspondientes a toda la intersección Sr(t) . G(t) que es 
precisamente el conjunto de puntos correspondientes a esferas 
On—I cuya intersección tiene por lo menos i puntos comunes con ü. 

Queda así demostrado el enunciado. 

Faoaltad de Ci«ncÍM Ffsioo-mittemitioiu. 
L» Plata. 

(•) a. NOBRLINO, Oeh«r den FláekeninMt thltHUHg$beiehriinkt»r FUtekeu, Matb«-
matisohe Zeitsohrift, vol. 48, 1943, pig. 767. 

(*) Ver por <J. : M. LUSIM, Leçoni rar {M «ÜMMÍÍM onalptipíM, Paria, 1980. 


