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SuMMaRY. — In a 4-dimensional space with an asymmetric affine connection we
consider the family of tensors T'¢ [1.7] or [2.4], where A, B,.. ., F are constants.
These tensors are obtained by contraction 6f the generalized curvature tensor
which appears in the difference between second covariant derivatives {1.1] (8).

Then we consider the variational principle [3.2] and obtain tho field equations
{3.17), [4.4). Theorem 4.1 gives the conditions in order that these field equations
be the same of the « weak system » (6] of Einstein’s unified fleld theory.

In the second part we do the same with the family of hermitiaa tensors Q;x
{5.2). Theorem 7.1 gives the conditions for the field equations of the variational
principle [6.1] to coincide again with the system [6].

Introduccién. — En las dltimas teorfas del campo unificado
de Dinstein so parte de una variedad de 4 dimensiones (espacio-
tiempo) sobre la cual estdn definidos un tensor fundamental g.s
y una conexién afin I'}. Ninguno de estos dos clementos geomé-
tricos se supone simétrico, de manera que el ndmero total de
componentes es 16 -4- 64 = 80,

Para escribir las ecuaciones del campo, o sea las ecuaciones
que han de p>rmitir calcular estas 80 componentes, donviene intro-
ducir el tensor contravariante g definido por las relaciohes ga ¢® =
= 2 (3 =0 parai%h =1 para i = h), la densidad tensorial

G*=¢"Vig| [1]

donde g es el determinante || g || que se supone distinto de cero
y el tensor de Ricei

R“-Pa.n—Pzn.h+P;:|P:h—pl”I:p£'m' [2]
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Entonces las ecuaciones del campo se deducen del principio
variacional

3 [ RaG™dt =0, (dt =dz' A dz? A dz* A dxt) (3]

donde la integral est4 extendida a un dominio cuadridimensional
y se supone que '} y G* varian independientecmente, siendo
su variacién nula en el contorno. El resultado toma forma simple
introduciendo la nueva coanexién

2
LY = r,-',:+?a:‘l‘. (4]

donde se ha puesto, como de costumbre,
” l » ]
Ta = Tpwm =3 (Thm —— T (5]

Llamando W al tensor de Ricei correspondiente a la nucva
conexién (4], las ecuaciones del campo resultan

a) G, =0 , GM, =0
b) Wy =0 , Wupe+ Wi + Weaa = 0.

6l

Este sistema de ecuaciones, llamado « sistema débil », es el to-
mado por Einstein en la cuarta edicién de su Significado de la
Relatividad (?), vy el més estudiado en desarrollos posteriores (ver,
por ejemplo, Lichnerowicz (*) y Tonnzlat (%), este tltimo libro con
abundante bibliografia). Las ecuaciones [6] no son independientes;
lo mismo que en Relatividad General, existen entre ellas 4 identi-
dades (identidades de onservacién en fisica o identidades de Bian-
chi en geometria) que justifican los posibles cambios de coorde-
nadas. En cuanto a la notacién, el punto y coma indica derivacién
covariaute respecto a la conexién L}, con los signos 4+ o — segin
se tome L} o la conexién transpuesta L} = L; es decir,

G, =G, +;,G*+ L,,G" -G LL.,.  [7]

La coma indicard siempre derivacién parcial ordinaria, v, como
cs costumbre, los paréntesis redondos en los indices indican « parte
gsimétrica », y los paréntesis cuadrados, « parte antisimétrica ».



Tonnelat ((*), apéndice II) ha estudiado las ccuaciones del
campo que resultan al sustituir en el principio variacional [3] rl
tensor de Ricci R por otros tensores. En los tres casos que consi-
dera, si se impone a la variacién como condicién a priori la segunda
ecuacién [6, a] resulta el mismo sistema [6]. Winogradsky (1) y
Einstein (), (*) observan que se llega también a las mismas ecua-
ciones sustituyendo R por el t2nsor que resulta al sustituir la
conexién I'} por I'y + 37 Ax o bien por T + 3% A; siendo A un
vector arbitrario (A — transformaciones). También Mishra (7) con-
sidara otros tensorzs que conduccen al mismo sistema [6].

El objeto de este trabajo es ver a qué ccuaciones sa llega a partir
del mismo principio variacional [3] cuando R;, se sustituye por
otros tensores més generales que hemos obtenido en otro trabajo
anterior (®). Son los tensores T dados por [1.7] o [2.4], donde
A,B,C,...,F son constantes. Consideramos también, en la
segunda parte, la familia de tensores Qu dados por [5.2] o {5.3]
obtenidos como « parte hermitiana » de los tensores T, (segin
la definicidn de Einstein (*)). En ambos casos obtenemos las ecua-
ciones del campo, que resultan ser 1as [3.17] y [4.4] en ¢l primer caso
y las [6.6] y [7.2] en el segundo. Deducimos entonces las condi-
ciones que deben cumplir las constantes A, B, ..., F para que
estas ecuaciones se reduzean a las del sistema de Einstein [6).
Estas condiciones cstin expresadas en los Teoremas 4.1 y 7.1.

De csta manera, entre la gran variedad de tensores de segundo
orden que 82 puzden formar con la conerxién I'} y que podrian servir
de base para el principio variacional (3] s2 tien> un criterio muchas
veces aplicable, para saber si el resultado scrd o no ¢l mismo [6].
Ejemplos simples de tensores que dan lugar a ecuaciones del campo
diferentes de las [6] son los [4.19]. A partir de los teoremas men-
cionados es también fécil construir tensores que tomados como
basc del principio variacional [3] den lugar al mismo primer grupo
a) de ecuaciones [6], p=ro sean distintas las ecuaciones del segundo
grupo b). Tal vez entre ellos haya que buscar los que permitan
mejorar los resultados hasta ahora obtenidos con este tipo de teorfas
del campo unificado.



I. — PRINCIPIQO VARIACIONAL CON TENSORES ANALOGOS
AL DE Ricci

1. Tensores anfilogos al de Ricci en un espacio de conexién
afin no simétrica. — Supongamos por un momanto que dispone-
mos d: 6 con2xionzs T, T, ..., *I'. Dado un vector covariante
cualquicra U; e indicanda con un nimero debajo de cada fndice
la conexién raspecto la cual se ha realizado la derivacién cova-
riante, 82 obtiene f4cilment?2

Uy = Ugay = Us (Tiny —'Tion + 1T T — ‘Tl T -+
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+ Ty T, — *TheThy) + Uit Ty —Th) +
+ Ui (*Th —Th) + Uia (T4 —'T%) (.14

Para m4s detalles, ver (%). De aqui

TeoreEMA 1.1. — Dadas 6 conexiones 'T', *T, ..., °I, para que
la d'ferencia de derivadas segundas [1.1] sea siempre nula, cualquiera
que sea el veclor U, se deben cumplir las condiciones

IP = O, *T = 4T, °T = T (1.2]
y ademds ser nulo el lensor

R (1,2,3) = r%, ; — T4 + T3 T — T 'T; +
+ 17§ °Tj — T4 °T), . (1.3]

Aquf y en todo lo quc sigue indicamos con una raya encima
a la conexién transpuesta, o sea,

Ty, = Th.

Si las 6 conexiones son iguales, el dltimo tensor coincide con cf
ordinario tensor de curvatura y la tercera condicién [1.2] nos dice
que el tensor de torsidn debe ser nulo, de acuerdo con el resultado
cldsico.

Por contraccién de fndices obtenemos el tensor, andlogo al de
Ricei,

Tin(1,2,3) = Ry, (1,2,3) "r:'h.a —'ll‘:',',.-}-

1T}, *T}, — T TS, + 'T5 Ty — TT5°Th,. [1.4]



Supongamos ahora un espacio de 4 dimensiones con la conexién
afin no simétrica tinica I'j;. Dada una matriz

M owmow
As p2 va (1.5]
As ths V3

cuyos elementos sean constantes, de clla podemos deducir tres
conexiones

.P:h = le'll) + )\. Pfl’h] + a 3: I'a + Va 6;, I (a = l, 2, 3) [1.6]
Sustituyendo estas conexiones en [1.4] resulta el tensor
Tin = R (T0) + A Ty (TO) + B TRy T + C Tisa (T0)

+ D Ty (T(y) +EI‘zI‘{,-,,]+FI‘.' T 11.7]

donde R (T'()) indica el tensor de Ricci referente a la conexién
simétrica Tgy, y las derivadas covariantes indicadas se refieren
también a esta conexién, o sea,

Ra (T0) = Tiay,s — Tho,a + T Tty — T Tio
I‘i':hl:m (Ty) = I“l'-!hl.m + Tim Pl(ihl - I"(-'m) Fi'z'»; - I‘l(hm) I‘f:,l
Ti:a (T) = Tia — Iy Ty, [1.8]

Los valores de las constantes A4, B, ..., F son

A=\

B=MM—MA—NM

C=vi—Mh—m —4w (1.9]
D"U-:

E=2N(a—va+v) +hdv—vs) + A (w —wa)
F = 7 (p2 + v2) + Ra(vi —a) + s (va—w)
+ (s + va) —pa (s + vs) +4ps(vi— )
+v(va+3vs) —vavs

2. Casos particulares y ejemplos. — a) Si todas las A, tienen
el mismo valor A y andlogamente todas las p. son iguales a p y



las v, iguales a v, el tensor T es el de Ricei correspondiente a la
conexion

Tl + ATy + 0 8 Ta+ v 35 I (2.1
En este caso se tienen los valores
A=7,B=-2\ , C=—AN—p—3y, (2.2}
D=y E=3N+3v,F =20 +4+3¥.

Por ejemplo, para A =1, p =0, v = 0 sc tiene cxpresado el
tensor de Ricei {2] correspandiente a la conexién I'} en la forma

Ra = Ba (T) + Tiay;m (T0) — Ty Tiim —
— Tia (T0) + Tu Tiay (23]
Por lo tanto, segin [1.7].es también
Ta = Ra+ (A — 1) Ty, m (F0) + (B + 1) T Ty
+ (C + 1) Tiia(Tg) + D i (Ty) +
+ (E—1) s + F TN T (2.4]

Por ejemplo, si en el caso de la conexién {2.1] se supone A = 1,
w=2/3, v=20, es

A=1,B=—1,C=—~53,D=2/3,E=1,F=0

y por tanto T, que en este caso coincide con el tensor Wi men-
cionado en la introduccién y que figura en las ecuaciones (6],
segin [2.4] vale

2
Wa = Ra + 3 (Th,i — Fi,n)

b) Entre las conexiones [1.6) interesan muchas veces las que
cumplen la condicién

Ti=0

En cl espacio de 4 dimensiones en que suponemos estar, un
cdleulo ficil prucba que para ello es necesario y suficiente que sea

2% —3pa+ 3 v =0 {3.5)
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¢) Junto con el tensor [1.4] se podria pensar en considerar el
segundo tensor contraido Rj,, (1, 2, 3). Para ¢l caso que nos inte-
resa de las conexiones [1.6] deducidas de la matriz [1.5] un cdlculo
directo prueba que cl resultado cae dentro del tensor gencral
{1.7], salvo el signo, con sélo considerar cn vez de la matriz [1.5], la

As ws Vs
Mooy
—A3 Vs W3

Es decir, vale la férmula [ver (")]
% =(1,2,3) = —R% (21, 3).
© Queda finalmente el tercer tensor contrafdo |
Rl (1,2,3) =Ty — T, + (T4 —T0) °Thy (2.6]
que para el caso de las conexiones [1.6] queda

Ta = Ty s — T, i + C1 Ty (D)) + Dy Ty (Ty) +

+ E[ I' I‘f.-;,] + F1 i T [2.7]
con
Ci= —M+4pat+ v, Di=xN—4u —n (2.5]
Bi=—(Ci+D)h , F=—(Ci+D)@a+w

Por ejemplo, para ¢l caso del tensor de curvatura ordinario
Ra=1, pa=va=0; a = 1,2, 3) resulta la férmula conocida

Ron = Toin — Tani

3. El principio variacional y primer grupo de ecuaciones del
campo. — Supongamos que ademés de la conexién affn Iy dis-
ponemos de una densidad tensorial contravariante G*, no nece-
sariamente simétrica. Con el tensor Ty y esta densidad tensorial
podemos formar la densidad escalar

H=TaG" (3.1]



v con ella como hamiltoniano estudiar el principio variacional
8/Hd1=0 (d= = da' A da? A d2® A dat)  [3.2]

con las condiciones: a) Las componentes 'y, 'l G™ se supone
que varian indpandient>mente unas de otras; b) Las variaciones
de estas componentes s suponen nulas en el contorno del dominio
de intogracion.

El método que vamos a seguir os ¢l cldsico de Euler. La ecuacidén
[3.2] equivale a

J[EL NP ST L B
F) P(q.) (CD)] F Lzm . (ac).t [q [gs]

] H H
—— 2 r gqs

Integrando por partes el segundo y cuarto sumando y sicn-
do, por hipdtesis, nulas las variaciones de la conexién en el
contorno, resulta que [3.3] equivale a

= 0. (3.3}

/ (A’g. E F (e®) + AYQO a P'Q‘l + Iq. 5 Gq.) d‘t = 0 [3.4]
con

a .

e = s - (55—
9 F(el) 9 I‘(q-).l ¢
oH dH

N® = — —( . ) 3.5
9 I‘l«ll 9 F(cu].t ¢ (3:5]
dH

lo= 567

Al sumar rospocto los indices g, s, dada la simetria de 3T, cn
el primer sumando de [3.4] la parte antisimétrica de M desapa-
rece, quedando dnicamente la parte simétrica M®, Analogamente
en el segundo sumando sélo interviene la parte antisimétrica
N'"l Por consiguiente las ccuaciones del campo deducidas del
principio variacional [3.2] serdn

M@ =0, N =0, Io=0 [3.6]



_— 39 ~

que poniendo
1‘1500) + Aliq'] = K% [3.7]

equivalen al sistema
K'=0 , I,=0. [3.8]

Tenemos que calcular ahora las expresiones [3.5] para liegar a

la forma explicita de las ccuacionos dsl campo.
Dada la expr»sién [1 7] del tensor Ty y los desarrollos [1.8],

s¢ tiene
0T

a1, = b % D + 8 Ty~ % B AL Uy
qs

— ™A 3 Tl + A (3] 3] 30, Ty — 5533 35 Ty
— a3, I —C 533, T — D3 33y,

3T

—_— 3™ 20 38 3¢ m 3¢ x3
arzq.)" sr 6; ah6 5r 1 m Bh

(3.9]
9 Tih

T, = A G 8N Ty = 7 88 oy — 87 20 3] Tipm)
g

+ B (3! 8% 8%, Ty + 57 3F 3% Thim)
—(C + D) 3™ ¥ ¥, T

+ E (3231 + 20 3 2, Ty
+ F (3P ee, T + 37 83, T,

7] Tch

3T, = AR, + C UL + DT AR,

{qo), ¢

Por lo tanto, segin [3.1] y [3.5] serd

]‘Iq. = GQI I'(,,,,) + G‘h I‘&h) B: - G’h Fzrh) - G" Fg‘-,)
+ A (G‘h Pfdb] B: _ th I‘f",] - G‘q I‘f,,])

—CG"T, —DG"T,—G", + G*, 3
(3.10]

NP = A (G" I,y — G" Ty — G* Iyy) + B (G* I'ty + G* Ty
—(C +D)G™ Iy ¥, + E (G T, + G™ I'fy 3))
+ F(GUT3 + G* T3 —AG®, — CG*, 3 — DG, 3
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cuyas partrs simétrica y antisimétrica respecto de los fndices
q, 8 son, respectivamente,

1 )
M3 = G rn + 2 G™ (T 30 + Ty 39
— G iy — G Ty + A |- G (Tfy 3 + Ty 20
) 0 5 (T & + Ty 37
+ G[icl an‘) + Gl I‘f,,-]] —(C + D) G@ r, - G(qc)"

1 qt L} st q
+ '2_(0 e+ G 3.
{3.11]
N® = 4 (G*I 17, — GM Y,y — G 1)

+ B (G Ify) —G* Iy

——; (C + D) G* (I, 28 — Ty 39

+ E|G¥T, + % G™* (I 3 — Ty 39

+ F(G™ ;3 — G ;39 —AGH

— —;— C(G¥,3 —G*,3) — é— D(GY,3 —G" ).

Sumando y multiplicando por 2 para no arrastrar el factor 2
resultan las ecuaciones
2K¥= -2AG" —2G" +GY, 51 --C-D)
+G™. 3 (1 ~C D) +G®, 3 (1+C+ D)
+ G 2 (1 + € —D) + G*[(1 — C — D) Ty ¥
+ (1 +C + D) Ty 88+ (A + E) Ty 37 + (4 — E) Ty 3]
+2GY (g, —(C+D)T)
+2GY (- T, —BTIjy)+ FT;3)
+2G* (—T1%, + BTIf,) — F T3
+2A.GY Ty —24GH 1y
+2G"(Arg, +ET,) =0 (3.12]
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En particular, por contraccién de indices, resulta

2Ki'=—(24+5+3C—-3D)G",+3(1 +f+D)G“-{,
+3(1 +C + D) 'y, G + 3 (4 — E) T}, G

+2(B—C—D —3F)T,G* —2(4 —E)T,G" =0
(3.13]
2K*=(5-2A—3C +3D)G"™, +3(1 —C — D) G*,

+3(4+E) T GM +3(1 —C —D) iy, GW
~2(B+C+D—-3F)I;G9 —2(4 + E)r;G* =0

La primera de estas ccuaciones permite despejar G, y la
segunda, G® ,, valores que sustituidos en [3.12] y ordenando dan

Kg. = — A G[q’]"- - G(q.).'
1 1

+3 4 -DEGH, —— (4 + 1D 3GH,
(1

+ GW (E B+C+D)y3r,—ry,—B Ffirl)
(1

+ Gld (? A+E)T38+ A I‘:.-)
. 1 -

+ G >(_§ (B—C—D)r,3¢ —T},+ B I‘I’m)
e

+ Gh (E (A--E)T, 8% — 4 F?r)

+ G (IGw ~(C+D)T,) + G¥N(ATE,,) + ET,)  (3.14]

Esta expresién se puede escribir en forma condensada introdu-
ciendo las conexiones

1 E 1 E
ri +“3'(l + 7) 6?1‘,—-—3—(1 —T) 8Ty
(3.15]

‘Lgr

1
L, =Tl — BTl — 5 (B+C+D)¥T,

1
+ 3 (B— C—D)¥r:.

/C
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las cuales cumplen las condiciones

*L,=0 , **L, =0
(3.16]
- 5 B - - 5
*Lw = Tom + 32 o **Lew = Tom— 3 (C + D) T,

Con estas conexiones, las ecuaciones K% = 0, primeras del sis-
tema [3.8], se escriben

lqcl '(‘]) + G("). ("L)

1
=—(4—1) G -3 (A + 1) 32 G, (3.17)
3

En el primer miembro las derivadas covariantes se entienden
respecto las conexiones indicadas. Con esto se tiene, en forma des-
arrollada, el primer grupo de ecuaciones [3.8]. Estas ecuaciones
deberfan servir para determinar las 64 componentes I'j;, lo cual
parece extraordinariamente complicado. Para que ellas tomen una
forma mds simple, andloga a la que tienen las primeras ecuaciones
del sistema [6], caben dos casos:

1° A = 1. En est2 caso, para que las dos conexiones [3.15]
sean una misma, debe ser

B=—-1, E+C+D=0 (3.18]

Con estas condiciones las ecuaciones [3.17] quedan
ge (o 2 [Felll
G#L.,(°L) = —3 N el
donde la derivada covariante se refiere a la conexién
1 1
°L =T + 3 (14 E)¥r, -3 (1—E) T, [3.20]

que cumple la condicién
°Li=0 [3.21]

2° A = — 1. Observemos que para cualquier conexién es

-

G, (1) = —Gus, (T) [3.22]
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indicando con T a la conexién transpuesta
2 =rn (3.23]
y también se cumple
GY2,,. (1) = G42,,(T) [3.24]
Para que las dos conexiones transpuestas de las [3.15] scan iguales
debe ser :
B=—1 , E—C—D=0 (3.25)'

y si estas condiciones se cumplen las ecuaciones [3.17] se pueden
escribir

2 [s2]
GiL., (L) = — 3 3} GM, (3.26)

que son las mismas [3.19], pero ahora la derivacién covariante se
refiere a la conexién

— 1 1
“L =L, =T — 5 (1+E) ¥, + 5 (1—B) ¥, [327)

que cumple la condicién

oL = 0. (3.28]

4. Segundo grups de ecuaciones del campo. — Si en el prin-
cipio variacional [3.2] se supone que las G* varian independiente-
mente unas de otras, el segundo grupo de ecuaciones del campo,
segin [3.5] y [3.1] es

T = 0. [4.1]

En el caso general, por lo tanto, habria que resolver las 64
ccuaciones algebraicas [3.17] para hallar las componentes TI'y en
funcién de las G™. Sustituyendo luego estos valores en [4.1] ten-
driamos un sistema dc 16 ecuaciones diferenciales de segundo orden
para determinar las componentes G*.

Vamos a ver cudles son las hipGtesis necesarias que hay que
atadir para que las ecuaciones tomen la forma del sistema [6]
de Einstein. '
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Introduzcamos en el principio variacional la condicién e priori
g, = 0. (4.2]

Entonces las scgundas ecuaciones del campo, aplicando el mé-
todo de los multiplicadores de Lagrange, toman la forma (ver por
ej. Tonnelat [9, pAg. 26]).

Tan+ oin—oni=0 [4.3]

siendo g; un vector arbitrario (es decir, T debe ser un rotor),
que cquivalen a

Taw =0 , T+ Towi + Tan =0, [4.4]

Consideremos ahora los casos particulares tratados en ¢l nimero
anterior.

Primer caso.
A=1,B=—-1, E+C+D=0. [4.5]

l.as ccuaciones [3.19], por la condicién [4.2] impuesta a priori,
tienen el segundo miembro nulo, y por lo tanto tienen la forma de
las primeras ecuaciones del sistema [6], o sca forman el sistema

=0 [4.6]

que ha sido resuclto por Tonnelat (*) y Hlavaty (%), (¥).

Hay que tener ahora en cuenta que la conexién es la [3.20] y
que, por tanto, hay que introducir en las ecuaciones [4.4] esta
conexién. Para cllo debemos calcular °Ty, = T, (°L). Teniendo
en cuenta [3.21], [4.5] y [2.4] es

°Tu = R (°L) [4.7]
y haciendo el cdlculo resulta
: 1
°Tan = Tin + 3 (1—C—4D)(Thi—T:»

-

- (1«"+—; (1—E’)) I Ta. [4.8]
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Por tanto las ecuaciones [4.4] quedan

1
°Tany + (F + ?(1 — E’)) LTh=0

(4.9]
°Tink + Tty s + °Tagn = 0.

Para quc cstas ecuaciones tomen la forma |6], ademde de las
condiciones ya supuestas {4.5], debe cumplirse la nueva condicién

1
F+5(0—EF=0. [4.10]

Teniendo en cuenta [4.7], o s2a, que °Ty es el tensor de Ricci
correspondiente a la conexién que sz obtienz al resolver el primer
grupo de ccuaciones [4.8], resulta que con las condictones [4.5]
y [1.10] las ecuaciones del campo son las mismas del sistema (6].

Segundo caso. — Supongamos que sca
A=—1,B=-—-1,E—C—D=0 [4.11]

En este caso, siendo también nulo el segundo miembro de [3.24]
quedan las mismas primeras ccuaciones {4.6]. Hay que introducir
1a® conexién [3.25] en las ccuaciones [4.4].

. *Teniendo en cuenta [3.28] y [2.4] es

°Tin = Ran (°°L) — 2 °°Ljji. m (°°L0») (4.12]

donde el primer término del segundo miembro es el tensor de
Ricci de la conexién [3.27] y en el sagundo la derivada covariante
cstd tomada raspzcto la parte simétrica de la misma conexidn.

Haciendo el céleulo ¢ introduciendo T por su expresién [1.7]
resulta

1
Ra (°°L) = Ta -+ 3 (1 4+ C + 4D)(Iyp — Thys)

— (F + —;— a-— E’)) I Th [4.13]

Por tanto, poniendo °°Ria = R (°°L), resulta que el segundo
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grupo de ecuaciones del campo es en este caso

1
Ry + (F + ? (1 --E’)) I'iTp, =0
(4.14]
CRunk + °Ruprys -+ °Ruip,n = 0.

Para que estas ecuaciones sean las mismas [6, b] se debe cum-
plir nuevamente la condicién [4.10].

En resumen se ticne ¢l siguiente:

TEOREMA 4.1. — Parliendo del principio variacional [3.2] con
el tensor Tin de la forma [1.7] y en el cual se supone que T3y, Thy
y G* pueden variar independieitemenle, estas dltimas componentes
sujetas a la condicion [4.2], las ecuaciones del campo son las [3.17]
y [4.4). Ellas se reducen a las del sistema [6] de Einstein siempre y
cuando se cumplan las condiciornes

1
I) A=1,B=—1,E+C+D=0, F+—3-(l—~E") =0
o bien
1
M A=—1,B=-—-1,E—-C—D=0, I"+?(l —E) =0.
Ejemplos. — a) El caso particular mds conocido es el de las
llamadas A-transformaciones, que consisten en substituir en el
tensor de Ricci la conexién I' por I'; + A3 I'y o bien por '} +

-+ A 3¢ I;, siendo A una constante. En el primer caso cl tensor
resultante es

R (TR + A8} I'h) = Bin + A (Fa,i — Ti,a) (4.15]
o sea, segin [2.4],
A=1,B=—1,C=—-1—-A,D=2,E=1,F=0
y por tanto, como se cumplen las condiciones (I) las ecuaciones
del campo que resultan del principio variacional [3.2] con el tensor

[4.15] en vez de T son las mismas [6].
En el scgundo caso es

Ra (T + Ay Ty) = R — 3ATiia (T0) +
+3AT Ty + (22 + 34 Iy [4.16]

-
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y por tanto, comparando con [2.4],
A=1,B=—1,C=—1—3A,D=0,E=1+4+ 3%, F=2% +3%

Como sc cumplen las condiciones (I), también en este caso las
ecuaciones del campo resultan las mismas [6]. Esta propiedad cs
Ia que sz anuncia dicicndo que las ecuaciones (6] son tnvariantes
respecto A-lransformaciores.

b) Consideremos el caso de sustituir ¢l tensor de Ricei por
su transpuesto

Rin = Rin (T()) — Il m (F0) — Pty Tiomy +
+ T (To) + Iy Ty [4.17]

y tomemos este tensor como el Ty, del principio variacional [3.2)
Comparando con [1.7] es

A=—-1,B=—-1,C=1,D=0,E=1,F =0.

Puzsto que s2 cumplen las condiciones (II) resulta que también
las ecuacionez del campo 301 invariantes al sustituir en el principio
variacioaal [3) el tensor de Ricci por su transpuesto.

Mas, gencralmente, el teonsor transpuesto del T, tiene por
cocficientes ‘

A'=—A,B=B,C'=—~C,D'=~D,E =E,F =F,

d: manera que si se cumplen las condiciones (I) para T se cum-
plirdn las (II) para el transpuesto y viceversa. Es decir:

Si un tensor T tomado como base del principio variacional {3.2]
da lugar al sistema de ecuaciones [6)], también su transpuesto.

¢) Consideremos el caso particular en que los tensores T

formados a partir de las conexiones [1.6] corresponden a suponer
Ha = Ve =0 (2 =1,2,3).

Scgiin [1.9), las condiciones (I) o (II) sc cumplirdn en este caso
solamente en los casos siguientes:

M= 1,%x= 1, % = cusalquiera
.Al=—l,)s¢= l,>q=l

[4.18]
)\1= 1,7\3=~'—’l,)~3=—1
M= —1,%=—1, %\ = cualquiera.
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Por cjemplo, si sz consideran los tensores obtenidos al sustituir
en [1.4] las conexiones 'T, [, °I' por una dec las I'}, I'} (o sea
% = =+ 1), todos ellos dan lugar a las mismas ccuaciones [6)
excepto los correspondientes a

()\1=l,13=‘—1,)\3=1) O()\1=—l,lz=l,)\3=—l)
que dan lugar a ecuaciones diferentes. Estos dos tensores son

1T = Tt — Tn + Iy Thi — T Thp + 2 Ty Tha 4.19)
T =T~ Imia+ Tm Th — Tt r:.i+2l‘ﬁ'ﬂ Tim - .

Se puede por lo tanto enunciar el siguiente

COROLARIO. — St en la expresiin [1.4] de loe tensores Tu se
supone que las conexiones 'TI', T, ®T pueden elegirse tnicamenie

entre las 'y y su transpuesta F,",‘, = T, todos los tensores que resullan
tomados como base del principio variacional [3.2] dan lugar a las
mismas ecuaciones del campo [6], excepto los dos lensores [4.19).

II. — PRINCIPIO VARIACIONAL CON TENSORES HERMITIANOS

5. Tensores hermitianos. — Einstein () ha introducido los lla-
mados tensores hermitianos, definidos por la propiedad de ser

Qin = 5;».- [6.1]

donde en el segundo miembro figura el tensor transpuesto, o sca,
cl tensor en cuya expresién sc ha sustituido la conexién I' por su
transpuesta [3.23].
Vamos a considerar la familia de tensores hermitianos que se
obtienen a partir de T [1.7] tomando su parte hermitiana.
Representando por P.H. a la « parte hermitiana » es

1 —
PH. Ty = Y (Ta + Ta)
Para el cdiculo del segundo miembro tenemos:
1 8
P.H. Ra (T()) = Ra (T0) + 5 (Tin,n — T,

P.H. Pfih];a(r()) - P;&h];a(r())
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P.H. Tfy Iy = Tjwy Ty

1
P.H. Tia(Fo) = 5 (Tia — T,
PH. I'T{y; = 0
PH. I'iTh =TI T

con lo cual, llamando Qi = P.H. Ta, segin [1.7], serd
1
Qin = R (F()) + ‘5‘ (qu).h - zlu).i) + 4 Pfﬁ];. (P())
1
+ B iy 'y + 2 (C—D)(Tis—Th) + FINTw [52]
o bien, introduciendo el tensor Ty
1
Qi’l = Tt'h + _5' (P:.'o.h —_ Pz.h),i) -_ E Pl Fl[‘hl'—
1 !
— (C + D) (—9' (Fi,n =+ Tai) — T Ty (5.3]
Por ejemplo, el tensor de Einstein, introducido en (%),
1 ] ] ) i ] o i
Ep=— ) (Pl + Ty, o) + Tan e + Tia Ty — T T
puede escribirse en la forma
1
Ea = Ra (L)) + 0} (T, n — Tray, ) + Thage (TO) — Ty Ffm [5.5)

y por tanto corresponde al caso
A=1,B=—-1,C=D,F=0. [6.6)

6. Ecuaciones del campo para los tensores hermitianos, —
Consideremos ahora el principio variacional

a/Qih G“d‘t = ( [6.1]

con las mismas condiciones del n° 3. Procederemos igual quz en
dicho n° 3.
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Teniendo en cuenta la expresién [5.3]) del tensor Qu los coefi-
cientes de 5Ty, y 3T, en el integrando de la variacién [6.1]
scrdn ahora

*M® = M* + (C + D) T, G* — G™,
*N® = N+ (C + D) G* Iy, ¥ —EG™ T, — E G* I'f, 3
+(C + D) G®,, 3!,

Las partes simétricas y antisimétricas respectivas son
1
"'Mﬁ") = MS«) +(C+D)T, G@ + _2_ (G(lcl“ 3+ G[hl“ &9
1 .
Nl = Nl ) (C + D) G* (T ¥ — Ty 29
. 1 sh '] [} 0. q
- E G(q'] Pr s —2_ EG (P[dl] 5,. - F[dl] 5,)
1
+ 5 (C + D) (G, 5 - G®, 39 (6.2]
Poniendo
' *K® = *M©® 4 ‘NE"'
el primer grupo de las ecuaciones del campo serd
*K* = 0. [6.3]
Teniendo en cuenta los valores encontrados en el n° 3, resulta

2*K® = —2A4 G _2GW 4 GW
—(C — D)G¥, 3 + G*, 3 + (C — D) G™, 3¢
+ G* (T 30 + Ty 37 + A Tfyy 30 + A Ty 39
" +2G% Ty, +24GYry,
+2G® (—Tfy+ BTl —FTI;3) +24 Gy,
—24GH r::., +2G™ (— T4y + BT}y —FI;3) = 0. [6.4]
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Por contraccién de indices se obticne
2*K$'=(—24 —3C +3D)G", +3G"™, +3ry, GV
+3ATHG™M —2(B-3F)T,G® —24T1,G™ =9

2*KG = (=24 —-3C+3D) G[“],n + 3 G(‘.),c + 3 Ty G
+34 F["'l G“’ll + 2 (B —3 [n) Pi G(l'a) —924 I'.- G[;.] =0

Despejando G, de la primera ecuacion y G*, de la seguida,
y sustituyendo en [6.4] resulta

*K¥ = —AGW G %— (4 G, 3t + G, 29
+ G (—;— Bri¥ — Iy — B r;..,,)
+ G (g Ra— T, + B TH)
+ gl (%A T3+ A r‘)

. 1
[ia) | —_
+ G (3

+ G(q-) F::m) + 4 G(cll Fzm)

AT 53 — A I"q-,)

Introduciendo las conexiones

1 1
T, = T4+ 3 ¥ —5 ¥,

3
1 1 (6.5}
"I, =Tl + BTy — 5 BT, + 7 B
la expresion Gltima toma la forma condensada
AGEL (*1) + GY2,, (**I) =
- % A (G, ¥ — G™, 6.6]

dondec las derivadas covariantes del primer miembro se refieren g
la conexidén indicada entre paréntesis.
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Estas [6.6] constituyen el primer grupo de ecuacrones del campo.
Queremos ver en qué casos s2 reducirdn a las primeras ecuaciones
del sistema [6].

Para que las dos concexiones [6.5] scan iguales, debe ser

B = —1, (6.7]

y para que se pucdan juntar los dos sumandos del primer miembro
caben dos posibilidades:
l1° A = 1. En este caso las ecuaciones [6.6] quedan

1
2, = 3 (G, 5 — G™, &) [6.8]

con la derivacién covariante del primer miembro hecha respecto
la conexién

1 1
ore - ¢ — 3¢ e - e .
| Is -+ 3 T, 3 3 r; {6.9]
2° A = — 1. Tenicndo en cuenta [3.22] y [3.24], las ecuaciones

[6.6] se pueden escribir

- 1
G2, (°T) + G2, (**1) =+ (G™, 3 — G, ). [6.10]

Para que las conexiones transpuestas de [6.5] sean iguales, debe
ser también B = — 1 y quoda entonces la conexién tnica

— 1 1
°°P? = °TY = rg‘.—?ag I‘,+?63 Ty [6.11]

con la cual las ecuaciones [6.10] se escriben
G, = %— (G, 32 — G, 2. [6.12]
Observemos que sc¢ cumplen las condiciones
Ty=0 , °°I'i=0. (6.13]
7. Segundo grupo de ecuaciones del campo para el caso de

los tensores.Q,,. — Pasemos al segundo grupo de ecuaciones del
campo para este caso de los tensores hermitianos Q..
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Imponiendo en el principio variacional [6.1] la condicién a prior:
G, =0 (7.1)
dichas ecuaciones son (igual que en el n° 4)
RQuny =0 , Qi+ Qs + Queag s = 0. (7.2]

Consideremos por separado los dos casos siguientes:
1° Supongamos

A=1 , B= —1. [7.3]

Las ecuaciones son entonces las {7.2) m4s las [6.8] que con la
condicién [7.1] se reducen a .

1, =0 (7.4]

donde la derivacién covariante sc refierc a la conexién [6.9].
Estas ecuaciones permiten calcular esta concxién [6.9], y por
tanto hay que introducirla en el sistema [7.2].
Segin [6.9] y [5.3], teniendo en cuenta [6.13], es

1
Qi (°T) = T (°T) + r} (Clas — Thaa o)
y segtn [2.4],
1
Qi (°T) = R (°T) + O} (T n = Tlaay,s)

1 | 1
= Qu + (? _?(C_D)) (Ti,p — Tad) — (F + ?) iy
Por tanto, poniendo °Ry = R (°T") las ecuaciones [7.2] equi-
valen a

1
°Ra + (F + "3-') IiTh =0, °Rpn, s + °Rissgi + *Riesgon = 0. [7.5]
Por taato, ellas scrin las mismas [6] siempre y cuando, ademds
de [7.3], se cumpla la condiciéa
1

F-—?. ' [7.6)
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A=—1,B=—1. [7.71

Observemos que cs

1
Ry (°°T) = Qi — ) (Tnn = T, o)

1 1 1
— (—2— (C — D) — E’) (Fin — Ta0) — (F + ?> Iy [7.8]
Por lo tanto, las ecuaciones [7.2] se pueden escribir en Ia forma

1
“°Rny + (l" + —,;—) =0
[7.9]
Rk + *°Repry..i + °Rppsgn = 0.

Para que estas ccuaciones, junto con [7.4] y [7.1], formen cl
mismo sistema (6], debe camplirse también la condicién [7.6].
Se tiene por tanto el siguiente

TeorEMA 7.1. — Partiendo de los tensores hermitianos de la forma
[5.2] y del principio variactonal [6.1] con la condicion suplemen-
taria [7.1}, tas ecuaciones del campo son las {6.6], [7.2]. Ellas se
reducen a las del sistemn de Einstein [6) en los casos siguientes:

() A= 1,B=—1,F=—1,3

[7.10]
(II) A=—1,B=—1,F=-—-1/3.
Ejemplos. — 1. Para el tensor de Einstein [5.4], que corresponde
a los valor:s (5.6], no s» cumplen las condiciones del teorema;
por tanto, tomado como base del principio variacional [6.1], no
conduce al sistoma {6]. Si no sz impone la condicién [7.1] sc llega
al sistema formado por [6.8] mds la ecuacién Ea = 0 [ver (V)].
2. Si para un tensor @ se cumplen las condiciones (I) o (II),
para cl tensor transpuesto sa cumplirdn respectivamente las (11)
o (I), dec mancra quec sz tienc: St un tensor Q, de la forma [5.2]
tomado comg base del principio variacional [6.1] da lugar al sistema
de ecuaciones [6], también su transpuesto.
3. De los tcoremas 4.1 y 7.1 se deduce:




Para que un tensor Ty de la forma [1.7] sea tal que tanto él como
su parte hermitiana y los transpuestos de ambos den lugar al mismo
sistema [6], deberd ser

1
A=+1,B=—1,C+D=0,E=0,F=—.

El tensor mds simple de este tipo corresponderi al caso de
ser A =1, C = D = 0, resultando

1
Ta = Ra + I‘.‘;u——a‘rirh

donde R es 2l tensor de Ricei (2] y la derivada covariante esté
tomada respecto la conexién I'.
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