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SuMMARY. — In a 4-diinen8Íoiutl space with an asyrametric affine connection we 
conaider thc family of tensors Ttk 11.7] or [2.4], whero A, B , . . . . f are coiutants. 
These tensors are obtAlned by eontraction óf the generalised ourvature tensor 
which appears in the difference between second covariant derivatives [1.1] (8). 

Then we consider the variational principie [3.2] and obtain tho fiold equations 
[3.17!, [4.4]. Theorem 4.1 gives thc conditions in order that these field equations 
be the same of the < wcak systetn > [6] of Einstein's unifíed fleld theory. 

In the second part we do the same with the family of hemiitiaa tensors Qih 
[3.2]. Theorem 7.1 gives the conditions for thn field equations of the variational 
principie [6.1] to coincide again with the system [6]. 

Introducción. — En Ifts últimas teorías del campo unificado 
de Einstein so parte de una variedad de 4 dimensiones (espacio-
tiempo) sobre la cual están definidos un tensor fundamental ÇÍH 
y una conexión afin FJÜ. Ninguno de estos dos elementos geomé­
tricos se supone simétrico, de manera que el número total de 
componentes es 16 + 64 « 80. 

Para escribir las ecuaciones del campo, o sea las ecuaciones 
que han de permitir calcular estas 80 componentes, conviene intro­
ducir el tensor contra varían te g* definido por las relaoiotios 9u¡ 9* •*' 
" k̂ (̂ 1 * O P&i'A i^h, « 1 para i » h), la densid&d tensorial 

G" = í/'*V|ff| [1] 

donde g es el determinante 11 Ct* i | que se supone distinto de cero 
y el tensor de Ricci 

Ri» - r s . „ - v z , , -h r z rí» - r;; r L . [21 
31 
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Entonces las ecuaciones del campo se deducen del principio 
variacional 

8 í«iAG'*dt - O, (dt - di' A dx* A dx* A dx*) [3\ 

donde la integral está extendida a un dominio cuadridimensional 
y se supone que PJJ y G** varían independientemente, siendo 
su variación nula en el contorno. £1 resultado toma forma simple 
introduciendo la nueva conexión 

Í'S - rS + Y sr r* [4] 

donde se ha puesto, como de costumbre, 

Llamando WÍH al tensor de Ricci correspondiente a la nueva 
conexión [4], las ecuaciones del campo resultan 

a) O í * ; . - O , GÍ * *U-0 
[6] 

b) Wm - O , WiiHik + Wikku + ÍTiKi.» - 0. 

B^te sistema de ecuaciones, llamado « sistema débil >, es el to-
mado por Einstein en la cuarta edición de su Significado de la 
Relatividad {*), y el más estudiado en desarrollos posteriores (ver, 
por ejemplo, Lichnerowicz (*) y Tonnalat (•), este último libro con 
abundante bibliografía). Las ecuaciones [6] no son independientes; 
lo mismo que en Relatividad General, existen entre ellas 4 identi­
dades (identidades de onservación en física o identidades de Bian-
chi en geometría) que justifican los posibles cambios de coorde> 
nadas. En cuanto a la notación, el punto y coma indica derivación 
covariante respecto a la conexión L̂ » con los signos + o — según 
se tome Lj¡ o la conexión transpuesta X^ ~ ^M! CB decir, 

Gi í ; . - G*.. + L^G"* + C G ' - - G« Lr«»,. [7] 

La coma indicará siempre derivación parcial ordinaria, y, como 
es costumbre, los paréntesis redondos en los índices indican < parte 
simétrica », y los paréntesis cuadrados, < parte antisimétrica ». 
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Tonnelat ((•), apéndice II) ha estudiado las ecuaciones del 
campo que resultan al sustituir en el principio variacional [3] el 
tensor de Ricci Rih por otros tensores. En los tres casos que consi­
dera, si se impone a la variación como condición a priori la segunda 
ecuación [6, a] resulta el mismo sistema [6]. Winogradsky ('•) y 
Einstein ('), (') observan que se llega también a las mismas ecua­
ciones sustituyendo Rih por el t3nsor que resulta al sustituir la 
conexión r^J por r « + 8" X» o bien por rJJ -|- í " X< siendo \i un 
vector arbitrario (X — transformaciones). También Mishra (J) con-
sid.^ra otros tensores que conducen al mismo sistema [6]. 

El objeto de este trabajo es ver a qué ecuaciones so llega a partir 
del mismo principio variacional [3] cuando i2,n se sustituye por 
otros tensores más generales que hemos obtenido en otro trabajo 
anterior (»). Son los tensores T,* dados por [1.7] o [2.4], donde 
A,B,C,...,F son constantes. Consideramos también, en la 
segimda parte, la familia de tensores Qa dados por [6.2] o [5.3] 
obtenidos como « parte hermitiana » de los tensores Ti^ (según 
la definición de Einstein (')). En ambos casos obtenemos las ecua­
ciones del campo, que resultan ser las [3.17] y [4.4] en el primer caso 
y las [6.6] y [7.2] en el segundo. Deducimos entonces las condi­
ciones que deben cumplir las constantes A,B, ...,F para que 
estas ecuaciones se reduzcan a las del sistema de Einstein [6]. 
Estas condiciones estíin expresadas en los Teoremas 4.1 y 7.1. 

De esta manera, entre la gran variedad de tensores de segimdo 
orden que S3 pusden formar con la conexión PíJ y que podrían servir 
de base para el principio variacional [3] 83 tien? un criterio muchas 
veces aplicable, para saber si el resultado será, o no el mismo [6]. 
Ejemplos simples de tensores que dan lugar a ecuaciones del campo 
diferentes de las [6] son los [4.19]. A partir de los teoremas men­
cionados es también fácil construir tensores que tomados como 
base del principio variacional [3] den lugar al mismo primer grupo 
o) de ecuaciones [6], psro sean distintas las ecuaciones del segundo 
grupo Ò). Tal vez entre ellos haya que buscar los que permitan 
mejorar los resultados hasta ahora obtenidos con este tipo de teorías 
del campo unificado. 
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I. — PRINCIPIO VABIACIONAL CON TENSORES ANÁLOGOS 

AL DE RiCCI 

1. Temores an&logos al de Rtcci en un espacio de conexión 
af(n no eimltrica. — Supongamos por un momanto que dispone-
moá di 6 oon3xione8 T , *r, . . . , * r . Dado un vector covariante 
cualquiera Ui e indicando con un número debajo de cada índice 
la conexión respecto la cual so ha realizado la derivación cova­
riante, 83 obtiene fàcilment? 

1 3 4 « 

' + T i ' 4 - *r:, Tí,) + Ui,i (Ti,. - Tj») + 

+ Uu (T{» - T|») + t/,,* (»r}y - Tj,.) [l.lj 

Pura más detiiUes, ver ('). De aquí 

TGORRUA l . l . —Dadas 6 conexiones T , T , . . . T , poro que 
la d'ferencia de derivadas segundas [1.1] sea siempre nula, cualquiera 
que sea el vector Ui, se deben cumplir las condiciones 

T = T , T - T , T - T [1.2] 

y además ser nulo el tensor 

RUi 0,2, 3) - T:*.y - T;,. .* + TjVTj.» - T , \ Tiy + 

+ T j , T j » ~ T i T J » . [1.3] 

Aquí y en todo lo que sigue indicamos con una raya encima 
a la conexión transpuesta, o sea, 

Si las 6 conexiones son iguales, el último tensor coincide con el 
ordinario tensor de curvatura y la tercera condición [1.2] nos dice 
que el tennor de torsión dnbe ser nulo, de acuerdo con el resultado 
clá-sico. 

Por contracción de índices obtenemos el tensor, análogo al do 
Ricci, 

r,, (1,2,3) = R'a. (1,2,3) - T.V. - T ; . . » + 

' + T;.»r | , - ' r , \T : . . + T ^ T ' ^ - T ^ T Í » . [ I .4) 
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Supongamos ahora un espacio do 4 dimensiones con la conexión 
afín no simétrica única F ^ . Dada una matriz 

[1.6] 

cuyos elementos sean constantes, de ella podemos deducir tres 
conexiones 

•rSk = r;«,-h X. rf..̂ , t n. 8; TA + V. í j Ti (« = 1,2 ,3) [1.6] 

Sustituyendo estas conexiones en [1.4] resulta el tensor 

TiH = RiH (Fo) \- A rpAj,„ (ro) + B r¡7», r{.„, + c r.;* (FO) 

-I- D FA:.- (FO) +Er, r{rt, + F F. FA ]1.7] 

donde 7Za(F()) indica el tensor de Ricci referente a la conexión 
simétrica Fj^j y las derivadas covariantes indicadas se refieren 
también a esta conexión, o sea, 

Rih (To) = rjrt),. l'í»»),* + ^{h) ^(ih) ^íik) f^,) 

(«Alirn U o ; = » [tAJ.m T" * (Im) ' li»] ~ ^ (tm) ^ Il»l "" » (*m) ^ [ti] 

F . ; A ( F ( , ) = F . - ,A-F , F'(,A) [1.8] 

Los valores de las constantes A, B, . . ., F son 

A = X , 

B = Xj Xj — Xi Xj — Xi X| 

C = V, — Xi — ;ii - 4 V, [1.9] 

/> = ^ij 

í? " Xi (Xí - V» + V,) +• Xt (4 Vi — Vi) + Xs ((ii — li») 

F " \i ((i.» -t- V,) + X, (vi — (X,) f X, (vj — Vi) 

•h ^ii (jxi + vj) — (Xs (;xi t v,) H- 4 (Xj (vi — vj) 

+ Vi (v» + 3 vj) — Vj V» 

2. Gatos particulares y ejemplo*. — a) Si todas las X. tienen 
el mismo valor X y análogamente todas las \i, son iguales a tx y 
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las Va iguales a v, el tensor Tik es el de Rioci correspondiente a la 
conexión 

r u + x r ; a , + '^s ' r*+ví ; r< . 12.11 

En cst.' caso se tienen los valores 

A = X , B = -X» , C = — X - i i . — 3v, [2.21 

D = IX , JJ = X» + 3 vX , F = 2 Xv + 3 v'. 

Por ejemplo, para X = l, ii. = 0, v ^ O s e tiene expresado el 
tensor de Ricci [2] correspondiente a la conexión TJJ en la forma 

Rih = ftiA (To) + rjji);» (r»)) — rjjk, r[,„j — 

-r . ;»(r()) +r,r{a, [2.3] 

Por lo tanto, según [1.7] es también 

T,H - Rik + (.4 - 1) rpa,:» (ro) + (B + 1) rji, r',<,„ 

+ (C + i)r<;*(ro) + Z) r*;< ( ro)+ 

+ ( í ; - i ) r i r U + ^r<r*. [2.4j 

Por ejemplo, si en el caso à,e \a, conexión (2.1] se supone X = 1, 
lA = 2 / 3 , V = O, es 

A = 1 , fi = - 1 , C = - 5/3 , D = 2/3 , £ = 1 , F = O 

y por tanto Tih, que en este caso coincide con el tensor Wih men­
cionado en la introducción y que figura en las ecuaciones [6], 
según [2.4] vale 

2 
Wih = Rii,+ j (r*.< - r..A) 

Ò) Entre las conexiones [1.6] interesan muchas veces las que 
cumplen la condición 

"r, = O 

En el espacio de 4 dimensiones en qu^ suponemos estar, un 
cálculo/ácil prueba que para ello es necesario y suficiente que sea 

3 X . - 3 ( 1 . + 3 v . - 0 . I3.5J 



c) Junto con cl tensor [1.4] HU podrits pensar en considerar el 
segundo tensor contraído R',^ (1, 2, 3). Para el caso que nos inte­
resa de las conexiones [1.6] deducidas de la matriz [1.5] un cálculo 
directo prueba que el resultado cae dentro del tensor general 
[1.7], salvo el signo, con sólo considerar en vez de la matriz [1.5], la 

X, ¡xi V, 

—Xj Vj |i,3 

Es decir, vale la fórmula [ver (')] 

«J». = (1,2,3) = -Rl,{2,l,3). 

Queda finalmente el tercer tensor contraído 

liU (1. 2, 3) = TV A - 'rU.i + ( T : , - T i ) T i , [2.6] 

que para el caso de las conexiones [1.6] queda 

T'iH = rj...,.k - rj*.).,- + c, Ti-H (Fo) + /)i TH.Í ( F O ) + 

+ El r, r{..», -I- Ti', r , r* [2.7] 

con 
Ci = — X2 + 4 (Aj + vj , Z)i - Xi — 4 lAi — Vi 

[2.8] 
Ei= - (Ci + Z)i) X3 , F = - (Ci + Z),) (ü3 + V,) 

Por ejemplo, para el caso del tensor de curvatura ordinario 
(X« = 1, [ka — v« = 0; a = 1, 2, 3) resulta la fórmula conocida 

3. El principio varlacional y primer grupo de ecuaciones del 
campo. — Supongamos que además de la conexión afín F^ dis-
ponemos de una densidad tensorial contravariante G**, no nece-
sariamenta simétrica. Con el tensor TÍK y esta densidad tensorial 
podemos formar la densidad escalar 

H-TaG* [3.1] 
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y con ella como hamiltoniano estudiar el principio variacional 

8 I H rfT = O (dT = dx» A dx* A dx* A dx*) 13.2] 

con las condiciones: a) Las componentes ¡"(J*), rj^j, G'* se supone 
que varían ind^i^ndient-^mL^nto unas de otras; 6) Las variaciones 
de estas componentes s; suponen nulas en el contorno del dominio 
de integración. 

El método que vamos a soguir os el clásico de Euler. La ecuación 
[3.2] equivale a 

/ ( d 1(9.) °'^(9i),í " ^ M 

^ ? - 3 rf,.j., ^ - ^ 8 G") d. = 0. [3.3] 
^ ^m 

Integrando por partes el segimdo y cuarto sumando y sien­
do, por hipótesis, nulas las variaciones de la conexión en el 
contorno, resulta que [3.3] equivale a 

/ 
(A/r 8 r'(,.) + Â ;* 8 rr,., + /,. 8 G") dx = O [3.4] 

con 

NV - -ül·- - í - ^ ) 13.51 
dH 

dH 
"' d G" 

Al sumar r>>sp?cto los índices q, s, dada la simetría de SFJ,,) en 
el primer sumando de [3.4] la parto antisimétrics de flíj* desapa­
rece, quedando únicamente la parte simétrica Aí^**\ Análogamente 
"en el segundo sumando sólo interviene la parte antisimétrica 
N^^'K Por consiguiente las ecuaciones del campo deducidas del 
principio variacional [3.2] serán 

A/í«'> = O , Af[«'' = O , / , . » O [3.0] 
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que poniendo 
M<«'> + A í̂"' = K^' [3.7] 

equivalen al sistema 

KV = 0 , / , . = O. [3.8] 

Tenemos que calcular ahora las expresiones [3.5] para llegar a 
la forma explícita de las ecuaciones d?l campo. 

Dada la expr-sión [1.7] del tensor Tu, y los desarrollos [1.8], 
se tiene 

T F ^ = sí 8? Sí vTtm) + 2? sr C r U - 8Í $? ^'„ vTi») 
° ' («•) 

- sr Ï? 8* r U + A (sr 8? C r{,„ - ò[ 8? $;, r|?„ 

- 8' 8? 8;: r¡»„) - C 8i 8? n Tt - D Sj 8? 8? I',, 

dTiH 
, ^r = Sr 8? 8J 8i. - ir 8? 8; 8i , 

[3.9] 

- 1 ^ = A (5Í 8? sj rj?„) - ÍT Í? 8¡; r U - 8," 8? 8? rU)) 

-1- fl (8t 8? ii r¡?„ 1- 8̂  8? 8í rU,) 

- (C r D) 8r 8? 8;:. T[,,^ 

+ E (8i 8? 8Í r, + 8: 8? 8;, r ^ ) 

+ F (8r 8XII r, + 8r 8? su. r»), 

^ I'ÍQ.I.» 
= A 8r 8? 8J 8Í. t C 8r 8? 8^ 8i -h Z) 8," 8j[ 8^ 8|., 

Por lo tanto, según [3.1] y [3.5] será 

My = G" rr^) + G" r?rt) 8; - G«* r U - G" r?^, 

+ A (G** rfrt, 8; ~ G«* r|,„ - G* rf ,̂) 

-CCTr-D G" Tr — G«', -h G"., 8; 
[3.10] 

NV = A (G" rr^) - G" rl, - G«* r;,,,) + B (G«* rf,„ f G" rf,„) 

- (C f D) G'* r^rt) 8; + í? (G" r , + G'* rfa, 8;) 

+ F (G''« r< Í ; f G«* r» sj) - A G«% - c G*, s; - D G"., 8; 
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cuyas part'S simétrica y antisimétrica respecto de los índices 
q, s son, rc'sppctivament", 

- Ĝ "' r;„, - G*"' ru + A (»•) r* lG'*(rf,„s; + rf̂ jS?) 

+ G'̂ ' r[„, + G"" ru 

+ J (G"., K + G"., K). 

{C + D) G'"" r , - Ĝ «*'. <«•) 

1 

~"2 

[3.111 

(C' + /;)G'*(rfa, s;-rftt,8;) 

+ £̂  G'«"r, + -G '* ( r f^ , s ; - r f« ,8? ) 

+ F (G< '̂ r,- s; - G '̂" r,- s?) - .4 G'"'., 

- y C (G"., s; - G"., 8?) - y D (G"., s; - G".. 5?). 

1 
Sumando y multiplicando por 2 para no arrastrar el factor — i 

resultan las ecuaciones 

2KV -= -2 A G'"'., - 2 G^«''., -I- Ĝ *̂ '., íj (1 - C - D) 

+ G'«*>., s; (1 - C I D) 4- G^̂ ,̂ S; (1 + C + Z)) 

+ G""., B« (1 + C - D) + G" [(1 ~C -D) TIM K 

••h (1 4- c + D) rjrt) £? + (/! 1- £) 17 ,̂ 5; -h (A - £) r|,M s;i 

+ 2 G«"> (r^„) - (O + D) r,) 

+ 2Gí« · ' ( -n„ , - B rf.» i - F r, s;) 

•f 2 Ĝ "") ( - r̂ „-, + B rf î -FT, í?) 

+ 2 AX"" r;. -2 A G'"' r? 

+ 2 G'«" (A r̂ ,̂ ) + B r,) « o [3.12] 
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En particular, por contracción de índices, resulta 

2 K|' = - (2 A + 5 + 3 C - 3 /)) G'"'., + 3(1 + é + D) G^"'., / Q 

+ 3 (1 -h C -H D) rj,4) G"*' -I- 3 (A - E) r|i„ G''*' 

+ 2 (S - C - D - 3 f) r.. Ĝ "> - 2 (yl ~E)Ti G'"' = O 
[3.13] 

2/iCr = ( 5 - 2 A — 3 C f 3 D ) G'*), + 3 (1 - C - D) Ĝ *»̂ ., 

+ 3 (A + Í;) I7i„ G''*' + 3 (1 - C - J5) r̂ ,A) G<'*> 

- 2 (« + C -H 7) - 3 F) Tí G '̂«' - 2 (A -h /?) r̂  G ' ^ ' = O 

La primera de estas ecuaciones pertnito despejar Ĝ**̂ ,» y la 
segunda, G^*'(, valores que sustituidos en [3.12] y ordenando dan 

K"; A G'«''.,-G^"'., 

+ j (A - 1) 8; G'"'., - y (4 + 1) 8« G'"'., 

-h G<̂ ' ^ (B H- c + D) K r, - rj.» - B rf,,j) 

-h G''" ( y {A + £;) r.. s; + A r;,.) 

f G<"> ( - i - (fi - c - D) r, 8? - r?̂ ) + B Ti}j 

+ G'"> [^ (A - - £) r< 8» - A r t ) 

+ G'"' (rr^, - (c + Z)) r,) + G'«" (A rj:í„) + B r,) [3.14] 

Esta expresión se puede escribir en forma condensada introdu­
ciendo las conexiones 

*Lt = r?,+-i(i + f)8?r,- j( i--f-)8?r. 
[3.15] 

**Li = r?^, - B r?i,, - j (B + c + D) 8? r, 

+ — (B - C - Z)) 8? r.. 
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Ism cuales cumplen las condiciones 

•Lr = O , **Lr =- o 
[3.161 

*LU = rr,„, + f 1 " '̂ ' **̂ "̂"-> ' "̂"•> - 7 (<̂  + ^) Tr. 

Con estas conexiones, las ecuaciones K^' = O, primeras del sis­
tema [3.8], se escriben 

A G'íi'.,(*/>) + G<?1>,, (••L) 

= j (A - 1) 8;G'«"., -j(A + l) 8 ; G " " . , . [3.17] 

En el primer miembro las derivadas covariantes se entienden 
respecto las conexiones indicadas. Con esto se tiene, en forma des­
arrollada, el primer grupo de ecuaciones [3.8]. Estas ecuaciones 
deberían servir para determinar las 64 componentes rJJ, lo cual 
parece extraordinariamente complicado. Para que ellas tomen una 
forma más simple, análoga a la que tienen las primeras ecuaciones 
del sistema [6], caben dos casos: 

1° A =• 1. En est3 caso, para que las dos conexiones [3.15] 
sean una misma, debe ser 

B 1 , E + C + D =0 [3.18] 

Con estas condiciones las ecuaciones [3.17] quedan 

G í l , , r L ) - - | - í ; G f " . , 

donde la derivada covariante se refiere a la conexión 

"Ll ^ rt + Y (I t E) i'iTr-j {I - E) í? r, [3.20] 

que cumple la condición 

•-Li = O [3.21] 

2° A — — 1. Observemos que para cualquier conexión es 

Gl?l',, ( r) Gí;«'., (F) [3.22] 
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indicando con r a la conexión transpuesta 

C = rz [3.23] 

y también se cumple 

G!?i',,(r) = G ! ; I \ , ( T ) [3.24] 

Para que las dos conexiones transpuestas de las [3.15] sean iguales 
debe ser 

ñ = - l , E — C ~D = 0 [3.25]' 

y si estas condiciones se cumplen las ecuaciones [3.17] se pueden 
escribir 

G í i ; , r L ) =. - j í J G " " . , [3.26] 

que son las mismas [3.19], pero ahora la derivación covariante se 
refiere a la conexión 

""Li = °Ti = r?, - y (1 + E) í? r , + ^ (1 - E) ii r.. [3.27] 

que cumple la condición 

°°Li = 0. [3.28] 

4. Segundo grupa de ecuaciones del campo. — Si en el prin­
cipio variacional [3.2] se supone que las G** varían independiente­
mente unas de otras, el segundo grupo de ecuaciones del campo, 
según [3.5] y [3.1] es 

TiH - 0. [4.1] 

En el caso general, por lo tanto, habría que resolver las 64 
ecuaciones algebraicas [3.17] para hallar las componentes T," en 
función de las G'*. Sustituyendo luego estos valores en [4.1] ten­
dríamos un sistema de 16 ecuaciones diferenciales de segundo orden 
para determinar las componentes G . 

Vamos a ver cuáles son las hipótesis necesarias que hay que 
añadir para que las ecuaciones tomen la forma del sistema [6] 
de Einstein. 



— 44 — 

Introduzcamos en el principio variacional la condición o priori 

O'*",, = 0. [4.2] 

Entonces las segundas ecuaciones del campo, aplicando el mé­
todo de los multiplicadores de Lagrange, toman la forma (ver por 
cj. Tonnclat [9, pág. 26]). 

r ,A+ (J.,* —aA.i = O [4.3] 

siendo 3i un vector arbitrario (es decir, Tu, debe ser un rotor), 
que equivalen a 

T(ih) = O , Tiih.k] + Tihkii + T[ki\,h = O, [4.4] 

Consideremos ahora los casos particulares tratados en el número 
anterior. 

Primer caso. 

A = l , Z i 1 , E + C + D = 0. [4.5] 

Las ecuaciones [3.19], por la condición [4.2] impuesta a priori, 
tienen el segundo miembro nulo, y por lo tanto tienen la forma de 
las primeras ecuaciones del sistema [6], o sea forman el sistema 

G i l . , = O [4.6] 

que ha sido resuelto por Tonnelat (*) y Hlavaty (*), (*). 
Hay que tener ahora en cuenta que la conexión es la [3.20] y 

que, por tanto, hay que introducir en las ecuaciones [4.4] esta 
conexión. Para ello debemos calcular °Tih = Tih (°L). Teniendo 
en cuenta [3.21], [4.5] y [2.4] es 

°TiH = Rik (°L) [4.7] 

y haciendo el cálculo resulta 

"TiK = r.A -t- j (1 - c - 4 D) (r*.<- r..») 

- - Í F + -^ (i-í?»))r<rA. [4.8] 
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Por tanto las ecuaciones [4.4] quedan 

'T«A) -1- (/^ + J (1 - ^ ' ) ) r< TA = O 

'7'(iAl,t + °?'(A*l,i •l· °T[ki],h = 0. 

[4.9] 

Para que estas ecuaciones tomen la forma [6], además de las 
condiciones ya supuestas [4.5], debe cumplirse la nueva condición 

F -I- j (1 -Ey = 0. [4.10] 

Teniendo en cuenta [4.7], o sea, que °Tih es el tensor de Ricci 
correspondiente a la conexión que ss obtiene al resolver el primor 
grupo de ecuaciones [4.6], resulta que con las condiciones [4.5] 
y [4.10] las ecuaciones del campo son las mismas del sistema [6]. 

Segundo caso. — Supongamos que sea 

.4 = - 1 , 5 = - 1 , Í ; — ( 7 - 0 = 0 [4.11] 

En este caso, siendo también nulo el segundo miembro de [3.24] 
quedan las mismas primeras ecuaciones [4.6]. Hay que introducir 
la* conexión [3.25] en las ecuaciones [4.4]. 
. •• Teniendo en cuenta [3.28] y [2.4] es 

°°Ta = RiH ri) - 2 °°L|-„,„ riH)) [4.12] 

donde el primer término del segundo miembro es el tensor de 
Ricci de la conexión [3.27] y en el segundo la derivada covariante 
está tomada rjsp^cto la parte simétrica de la misma conexión. 

Haciendo el cálculo e introduciendo Tu, por su expresión [1.7] 
resulta 

Ri, rL) = T.» + - (1 + C + 4 D) (r.-.A - VH.Í) 

~IF + j ( l - £')\ Ti TH [4.13] 

Por tanto, poniendo ""Rih « Rn, (.°°L), resulta que el segundo 
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grupo de ecuaciones del campo es en este caso 

°Rw + IF + -^(.I- E')\ r< r* = O 

"^IrtJ.* + °°Rlkk],i + ''°Rlk)lh = 0. 
[4.14] 

Para que estas ecuaciones sean las mismas [<3, h] se debe cum­
plir nuevamente la condic¡<^n [4.10]. 

En resumen se tiene ol siguiente: 

TEOREMA 4.1. —Partiendo del principio variacional [3.2] con 
el tensor Tu, de la forma [1.7] y en el cual se supone que FjJn), r"/̂ ] 
y G** pueden variar independicitemente, estas últimas componeites 
sujetas a la condición [4.2], las ecuaciones del campo son las [3.17] 
y [4.4]. Ellas se reducen a las del sistema [6] de Einstein siempre y 
cuando se cumplan las condiciones 

(I) A ^ I , B = - 1 , E - \ - C - \ - D = 0,F + YH-E')=Q 

o bien 
1 

(II) A 1 , fi = - 1 , E -C — D = 0, /'' + — (1 - A'') = 0. 
ó 

Ejemplos. — o) El caso particular más conocido es el de las 
llamadas X-transformaciones, que consisten en substituir en «el 
tensor de Ricci la conexión TJJ por TJJ + XïJ" TAO bien por rJJ -h 
+ X í " r,-, siendo X una constante. En el primer caso el tensor 
resultante es 

R,k (rs + xsr r*) = Ra + x (VH.Í - r,-.*) [4.i5] 

o sea, según [2.4], 

A = l , f i = - l , C = - 1 - X , Z ) " = X , £ = 1 , ^ - 0 

y por tanto, como se cumplen las condiciones (I) las ecuaciones 
del campo que resultan del principio variacional [3.2] con el tensor 
[4.15] en vez de T'Í* son las mismas [6]. 

En el segundo ca.so es 

Rik (r:; + xír r.) = RÍH - 3 xr.;» (ro) + 

•h 3 xr, r{rt] + (2X + 3x«) r.r* [4.IG| 
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y por tanto, comparando con [2.4], 

A = 1,B = - 1 , C = - 1 — 3 X , £ ) - 0 , £ ; = 1 + 3 X , F = 2X + 3X» 

Como se cumplen las condiciones (I), también en este caso las 
ecuaciones del campo resultan las mismas [6]. Esta propiedad es 
la que se anuncia diciendo que las ecuaciones [6] son invariantes 
respecto X-transformaciorea. 

b) Consideremos el caso de sustituir el tensor de Ricci por 
su transpuesto 

RI, = RiH cr,,) - r|:^,,„ [To)- l'm r'[.m, -t 

+ r.;»(r()) -h r, r',<„. [4.i7] 

y tomemos este tensor como el Tj^ del principio variacional [3.2] 
Comparando con [1.7] es 

A = - l , B = - 1 , C - 1 , D = 0 , A ; = 1 , Í ' = 0. 

Pu3í3to que 83 cumplen las condiciones (II) resulta que también 
las ecuaciones del campo soi invariantes al sustituir en el principio 
variatio-ial [3] el tensor de Ricci por su transpuesto. 

Mas, generalm(!nte, el tensor transpuesto del Tih tiene por 
coeficientes 

A' = ~A , B' = B , C = ~C , D' D , E' -= E ,F' <= F, 

ái manera que si se cumplen las condiciones (I) para TÍK se cum­
plirán las (II) para el transpuesto y viceversa. Es decir: 

Si un tensor Tih tomado como base del principio variacional [3.2] 
da lugar al sistema de ecuaciones [6], también su transpuesto. 

c) Consideremos el caso particular en que los tensores Tu, 
formados a partir de las conexiones [1.6] corresponden a suponer 
H. = V. = O (a = 1, 2, 3). 

S^gún [1.9], las condiciones (I) o (II) se cumplirán en este caso 
solamente en los casos siguientes:. 

Xi = 1 , Xj » 1 , Xj »» cualquiera 

Xi = — 1 , Xí = 1 , Xj = 1 
[4.18] 

Xi = 1 , X, = - 1 , X, = - 1 

Xi = — 1 , Xj = — I , Xj = cualquiera. 
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Por ejemplo, si s-i consideran los tensores obtenidos al sustituir 
en [1.4] las conexiones T , T , ' r por una de las rS, rJI (o sea 
X, = ± 1), todos ellos dan lugar a las mismas ecuaciones [6] 
excepto los correspondientes a 

(X, = 1 , X, = - 1 , X, = 1) o (X, = - 1 , X, = 1 , X, = - 1) 

que dan lugar a ecuaciones diferentes. Estos dos tensores son 

^ ih = I hi, m ~ ' m , h T llm '^ hi ^ Ai ' im "T ^ * [ií] » m* 

[4.19] 
'TÍA = rs .„ - Cí . , + r; : rÍA - ru r'„, + 2 r¡?„ r L • 

Se puede por lo tanto enunciar el siguiente 

COROLARIO. —Si en la expresión [1.4] de loa tensores TÍA se 
supone que las conexiones T , T , T pueden elegirse únicamente 
entre las FJJ y su transpuesta rJJ = rJJ, todos los tensores que resultan 
tomados como base del principio variacional [3.2] dan lugar a las 
mismas ecuaciones del campo [6], excepto los dos tensores [4.19]. 

II. — PRINCIPIO VARIACIONAL CON TENSORES HERMITIANOS 

5. Tensores hermitianos. — Einstein (') ha introducido los lla­
mados tensores hermitianos, definidos por la propiedad de ser 

Q.A = Q*. [5.1] 

donde en el segundo miembro figura el tensor transpuesto, o sea, 
el tensor en cuya expresión se ha sustituido la conexión F^ por su 
transpuesta [3.23]. 

Vamos a considerar la familia de tensores hermitianos que se 
obtienen a partir de Tih [1.7] tomando BU parte hermitiana. 

Representando por P.H. a la « parte hermitiana » es 

P.H. Ti, - Y í^'* + ^*') 

Para el cálculo del segundo miembro tenemos: 

2 
P.H. RiH (r(,) - RiH (Fo) + — (Fĵ ).» - F;*.,.,.) 

P.H. Ff,*,..(r(,) - rf«,,,(F()) 



— 4» — 

p.H. r.;A(ro) = ji^i.» - i \ . ) 

p.H. r, rjrt, = 0 

p.H. Ti TH = r< Tk 

con lo cual, llamando Q.» = P.IJ. Tu, según 11.7], será 

+ B r[,*, r{^, + — ÍC-D) (r<.A - r*.o -f F i\ r* [5.21 

o bien, introduciendo el tensor Tu 

Qik = Tih + — (r(,^_j — r'̂ )_<) — B r, TJ^I^— 

- (C + D) (-i- (r..A + TA.Í) - r, rUJ [5.3] 

Por ejemplo, el tensor de Einstein, introducido en ('), 

Eih = — ^ (f'w),» + fj.fc),,) + Tih,, + r̂A T^¡,) — T^ r,j 

puede escribirse en la forma 

EiH - fíi*(r(,) +-2-(n<. , . , - rí^.).,) -I- rfrt,;.(r()) - r|,A, r{ î [5.5] 

y por tanto corresponde al caso 

A = l , B = - l , C - D , f - 0 . [6.6] 

6. Ecuaciones del campo para los tensores hermitlanos. — 
Consideremos ahora el principio variacional 

í Í Q < f c G « d T - 0 [6.1] 

con las mismas condiciones del n" 3. Procederemos igual qU3 en 
dioho n" 3. 
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Teniendo en cuenta la expresión [5.3] del tensor Qa, los coefi­
cientes de 8 rjg,) y 8 Tf,,] en el integrando de la variación [6.1] 
serán ahora 

*M^' = MI' + (C + D) Vr G" - G'«*|, 8; 

*Nt' = NV + (C + D) G** r?rt) K-E G" Tr - E G* rf̂ ,, 8; 

+ {C + D}G^*\tK-

Las partos simétricas y antisimétricas respectivas son 

•Mí«'> = MÍ··̂  -I- (C + D) r, G<«'̂  -I- — (G"«'., 8; + G'"'., c?) 

*yví«'i = Aff"' -h ^ (c + /)) G" (r?«, 8 ; - ru, 8?) 
2 

'(«•1 ^̂ •· 2^ '̂  " ^' l<*I "'· ~" ' [*1 

2 ' 

- E G,,., r, - -^ B G** (rf^, 8; - rfrt, s?) 

+ — (C + /)) (G<«",, S; - G^"», 8?) [0.2] 

Poniendo 

el primer grupo de las ecuaciones del campo será 

*Kt' = 0. [6.3] 

Teniendo en cuenta los valores encontrados en el n" 3, resulta 

2 *KV m -2A G'«'í, - 2 G'**'., + G '̂'̂ ., S; 

-{C ^D) G'«"., 8; + G^"',, 8? -h (C - D) G'"'., 8? 

+ G* (r?rt, 8; + r;^, Í? + x rf̂ , 8; -f A r?^, 8,«) 

• +2Gí" ' r r^ ) + 2AG""rr™) 

+ 2 Ĝ "̂  ( - rí„, + fi rf̂ , - F Ti 8»; + 2 A G'*«' rv 

-2 A G'"' rj. + 2 G<"> ( - Hrt) -I- 5 rfi,, - F r,. 8?) - 0. [6.4] 
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Por contracción de índices se obtiene 

2*Kf m (-3A - 3 C 4 - 3 Z ) ) G'«"., + 3 0<*,, + 3 r^^) G<'*̂  

+ 3 ^ rfrtí G'"' - 2 (fi - 3 F) r.- G< '̂ -2 A Vi G'^' = o 

2 *AJ' - ( - 2 / 1 - 3 C + 3D) G'"'., + 3 G^"\, -h 3 rj^*, G '̂*' 

-f 3 -1 r[rt, G'**' + 2 (B - 3 F) r.- G<"> -2 A Ti G'"' = O 

Despejando Ĝ***̂ , de la primera ecuación y G^*'', de la seguiída, 
y sustituyendo en [6.4] resulta 

•A«' - - .4 G'«'l, - G<«>, I- j (.4 G'«*l, B; f G'"',, 8?) 

-i-Gí'«>(Y5r,í;-n„, -5rt.v,) 

+ G<'"(--Yr,í?-n^,i-flry^,) 

+ G'^i ^ y 4 Vi K + ^ ^^) 

-h G'"' ( y ^ r. K- ^ n) 

Introduciendo las conexiones 

1 1 
*r?, = r j i + y 8? r r - j 8 ; r , 

**r?, = r?̂ ) + fl rf„i - — fl í? r. + — B è« r, T*^?^' + T 
[6.5] 

la expresión última toma la forma condensada 

.4G'?í'.,(*r) + GÍl';,(**r) -

- y A ( G ' * ' . , 8 ; - G f " . , 5 ? ) [6.6] 

donde las derivadas covariantes del primor miembro se refieren a, 
la conexión indicada entre paréntesis. 
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Ejtas [6.6] constituyen el primer grupo de ecaactonea del campo. 
Queremos ver en qué casos ss reducirán a las primeras ecuaciones 
del sistema [6]. 

Para que las dos conexiones [6.5] sean iguales, debe ser 

B = - 1, [6.7] 

y para que se puedan juntar los dos sumandos del primer miembro 
caben dos posibilidades: 

1° .1 = 1. En este caso las ecuaciones [6.6] quedan 

G í i , , - j (G'*'., Í ; - G W , 8«) [6.8] 

con la derivación covariante del primer miembro hecha respecto 
la conexión 

°rt = r ? ,H- -B? r , -Y í ; r , [6.9] 

2' A = — 1. Teniendo en cuenta [3.22] y [3.24], las ecuaciones 
[6.6] se pueden escribir 

G!?1',, ( • D + G<?1',, (••?) = j (G"" . , 8? - G'*'., O- [6.10] 

Para que las conexiones transpuestas de [6.5] sean iguales, debe 
s?r también i5 = — 1 y queda entonces la conexión única 

°°n - °ri - r«< - y 8? r, + y 5« r. [6.11] 

con la cual las ecuaciones [6.10] se escriban 

G i l „ - y ( G W , 8? - G"*'., Í;) . [6.12] 

Observemos que se cumplen las condiciones 

°ri - O , °°r, = 0. [6.13] 

7. Segundo grupo de ecuaciones del campo para el caso de 
los tensores-Qi'A. — Pasemos al segundo grupo de ecuaciones del 
campo para este caso de los tensores hermitianos QÍK. 
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Imponiendo en el principio varíacional [6.1] la condición a priori 

G'"'., - O [7.1] 

dichas ecuaciones son (.igual que en el n° 4) 

Qm - O , Q[iH].k + Qiucii -h Qikiih - 0. [7.2] 

Consideremos por separado los dos casos siguientes: 
1' Supongamos 

A ~ I , B - - ] . [7.3] 

Las ecuaciones son entonces las [7.2] más las [6.8] que con la 
condición [7.1] se reducen a 

G i l , , - O [7.4] 

donde la derivación covariante se refiere a la conexión [6.9]. 
Estas ecuaciones permiten calcular esta conexión [6.9], y por 

tanto hay que introducirla en el sistema [7.2]. 
Según [6.9] y [5.3], teniendo en cuenta [6.13], es 

Qa ( T ) - Ti, ( T ) + — (r^,.).» - rj*.)...) 

y según [2.4], 

QiH (°r) - R,H (T) 1- y (rj^).» - rj».).,) 

- Q« + (-3- - Y (C - D)\ (r<.* - r*.o - ( ^ -I- j ) Ti TH 

Por tanto, poniendo "Rn, — Rn, ( T ) las ecuaciones [7.2] equi­
valen a 

"Rik +• ( F -I- y j Ti TA - O , °RiiH].k + "Rm.i + "Rikiih - 0. [7.5] 

Por tanto, ellas serán las mismas [6] siempre y cuando, además 
de [7.3], se cumpla la condición 

F - - { . [7.6] 
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2° Sea ahora 

A = - 1 , fí = - 1 . [7.71 

Observemos quo es 

fiih (°°r) = Qik — -^ (T'M).» - r*^).<) 

- ( Y (C - 7)) - y \ (r,.A - r*..) - ^p -H —\ r, r» 17.8] 

Por lo tanto, las ecuaciones [7.2] se pueden escribir en la forma 

°''Rm -h IF 4- y ) r. r* = O 
[7.91 

""/¿(•M,t +" °°/2[wti.,< +• °°Rin],k = 0. 

Para que estas ecuaciones, junto con [7.4] y [7.1], formen el 
mismo sistema [6], debe Ciímplirso también la condición [7.6]. 
Se tiene por tanto el siguiente 

TEOIIEMA 7.1. — Partiendo de los tensores hermitianos de Informa 
[5.2] y del principio variacional [6.1] con, la condición suplemen­
taria [7.1], ios ecuaciones del campo son las [6.6], [7.2]. Ellas se 
reducen a las del sistema de Einstein [6] en los casos siguientes: 

(I) A = I , B = - I , F = — 1/3 
[7.10] 

(II) A ^ —\ , B ^ —I , F 1/3. 

Ejemplos. — 1. Para el tensor de Einstein [5.4], que corresponde 
a los valorvs [5.6], no S3 cumplen las condiciones del teorema; 
por tanto, tomado como basa del principio variacional [6.1], no 
conduce al sistema [6]. Si no se impone la condición [7.1] se llega 
al sistema formado por [6.8] más la ecuación En *= O [ver (')]. 

2. Si para un tensor Qn, se cumplen las condiciones (I) o (II), 
para el tensor transpuesto sa cdmpUrán respectivamente las (II) 
o (I), de manera que sa tiene: Si un tensor Q^ de Id forma [5.2] 
tomado comç base del principio variacional [6.1] da lugar al sistema 
de ecuaciones [6], también su transpuesto. 

3. De los teoremas 4.1 y 7.1 se deduce: 



— 66 — 

Para que un tensor Tut de la forma [1.7] sea tcd que tanto il como 

<u parte hermitiana y Zo« transpuestos de ambos den lugar al mismo 

sistema [6], deberá ser 

A - - | - 1 , B - — 1 , C - | - D - 0 , Í ; - 0 , F - — — . 
o 

El tensor más simple de este tipo corresponderá al caso de 

ser A — 1, C « i ) => O, resultando 

1 

donde RÍH ea el tensor de Ricci [2] y la derivada covariante está 

tomada respecto la conexión T^. 
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