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SUMMARY 

Theorem: o) Let « be the curvature and i" the torsión o£ a closed curve G. 
Let s be the are length o£ O and / (<t, T) a function o£ " and T. I£ the relation 

(1) / f {K, T ) d s = O 

holds for every closed spherical curve C, then / = ?('<)'", where ?('••) is a n arbi-
t rary function of /t. Reciprocally, it the function / («, i") has the form / := ?(t) ' ' , 
tiien (1) holds for every closed spherical curve such that « " ' ^^ O a t every point. 

6) Given a function ("(f), if the relation 

(2) ^ (fi{K)r ds = O 

holds for every closed curve C on a given surface ^, then S is either a plañe 
or a sphere. 

The curve G and the surface 2 are assumed of class G^. 

This theorem greneralizes previous resulta of the author [4], B. Segre [8], P. 
Scherk [6], and G. Saban [3]. 

1. INTRODUCCIÓN. — Según un resultado clásico de geometría 
diferencial, la torsión total de una curva esférica cerrada es nula, o sea. 

(1.1) / ^ds O 

siendo T la torsión y s el arco de la curva esférica C. Ver por ejemplo, 
W. Fenchel [1]. Se supone que C tiene radio de curvatura distinto de 
cero en todo punto. 
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En un trabajo de 1935, [4], demostramos una especie de resultado 
inverso del anterior, a saber: "s i una superficie es tal que la torsión 
total de todas sus curvas cerradas es igual a cero, la superficie es una 
parte de superficie esférica o de plano". 

El teorema es de naturaleza local; por esto decimos una " p a r t e " 
de superficie esférica, la cual naturalmente puede ser toda la esfera. 

De este resultado se dieron posteriormente otras demostraciones, por 
ejemplo W. Scherrer [7], H. Geppert [2], A. Signorini [9], E. Vi­
dal [10]. 

Un resultado de tipo análogo fue dado por B. Segre en 1947 [8], al 
demostrar que para las curvas esféricas cerradas vale también la relación 

(1.2) J —ds = O 

siendo « la curvatura y que, recíprocamente, si (1.2) vale para cual­
quier curva cerrada de una superficie, ésta es una parte de plano o 
de superficie esférica. Ver también P. Scherk [6]. 

El teorema de B. Segre fue generalizado en 1958 por G. Saban [3], 
al observar que (1.2) es un caso particular de la relación más general 

(1.3) 
o 

ds O 

con m = número entero cualquiera (positivo, nulo o negativo), la cual 
vale también para cualquier curva esférica cerrada y el hecho de verifi­
carse para toda curva cerrada de una superficie obliga a que ésta sea 
una parte de plano o de superficie esférica. 

Aparece así de manera natural el siguiente problema: 
"Hallar todas las funciones fÍK,T) de la curvatura y torsión de una 

curva cerrada C, tal que para las curvas esféricas sea 

(1.4) ff{K,T) ds = 0 . 

Ver, entonces, si la relación (1.4), supuesta realizada para toda 
curva cerrada C de una superficie 2) obliga a que % sea una parte de 
plano o de esfera". 
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La solución de este problema es el objeto del presente trabajo. El 
resultado está dado por el siguiente 

TEOREMA. Las únicas funciones /.(K, T) para las cuales se cumple 
(1.4) para todas las curvas esféricas C son de la forma 

(1.5) f — fM'^ 

siendo ^(K) una función arbitraria (tres veces difercnciahle) de la cur­
vatura K. Recíprocamente, si f = 9>(K)T, Za integral (1.4) es nula para 
toda curva esférica tal que K'^ =/^ O en todo punto. 

Inversamente, dada una función cualquiera ^ ( K ) , si la condición 
(1.4) (siendo f = f{K)T) se cumple para cualquier curva cerrada de 
una superficie 2 , entonces 2) es una parte de plano o de superficie esférica-

•al 

una 

2. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. — En un trabajo ante­

rior, [5], obtuvimos unos resultados que necesitamos recordar. 

Sea S una supei'ficie y C una curva sobre la misma. Tanto % como 
C se suponen tres veces diferenciables. Sea K la curvatura y T la torsión 
de C. Sea s el arco à& C y O = 6 (s) el ángulo que forma en cada punto 
la normal principal de C con la normal a la superficie %. Si C es una 
curva cerrada, en [5, teor. 1] demostramos que la condición necesaria 
y suficiente para que la integral 

(2.1) 1 = P{K,r)ds 

tome un valor estacionario (o sea 8 7 = 0) para deformaciones de C 
sobre %, es que se cumpla en cada punto de C la relación 

(2.2) 

siendo 

Atge - B =•- O 

A = f" + (K^ - T^) f^+ 2 K T / ^ + 2T(1Ï\ + 

(2.3) 

— / - ' T I 

( v ) + ^•"f^y-^-^K-'^-^K-^'f. 

i^BPHg mm ms, 
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En estas expresiones los acentos indican derivadas totales respecto 

del arco s; por ejemplo la notación / ' indica df /ds. Los subíndices in­

dican derivadas parciales. 

Si se quiere que sea 7 = 0 para toda curva C de % la relación 
(2.2) debe satisfacer idénticamente para cualquier curva de 2- Conside­
remos al caso en que 5 es una superficie esférica. Sin restringir la gene­
ralidad podemos suponer que el radio es la unidad. En este caso, para 
una curva contenida en % se tiene 

(2.4) 
eos 6 

= 9' 

como resulta inmediatamente de fórmulas conocidas (ver, por ejemplo, 
las fórmulas (3.9) y (3.12) de [5]). 

De (2.4) resulta 

sen 6 

"co?T 

(2.5) 

1 -I- sen^ 6 sen 9 
i9'= -f. fl" 

cos^ 6 eos- 6 

5 sen 9 + sen' 9 1 + sen^ 9 „ sen 9 „ , 5)'3 + 3 . 0'0" + —9'" 
eos* 9 eos' 9 cos^ 9 

y también 

(2.6) V '̂ - 1 
sen d = , tg9 = ^/K' - 1 
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Teniendo en cuenta (2.4) y (2.5) se calculan fácilmente las siguien­

tes expresiones 

sen 6 
f = f O' + f 6" , 

sen 9 
f = f 6' + f 6" , 

" cos= 9 •"• 

sen^ 9 sen 9 , „,. 
i" - f 9'- + 2/ ^6'9" + f 9"^ KKK pns·* COS'' 9 KKT „na2 cos^ 9 

(2.7) 

1 + sen- 9 sen 9 
+ f ( 0'2 + 9") + f 

eos-* cos^ 9 

l^=.i ^^^9' + f .0.99", 
K ™ eos 9 " 

( ^ ) ' 

sen- 9 sen 9 , 
f 9'^ + 2 / 9'9"-" « cos^' 9 eos 9-

1 sen 9 
-t- / 9'^ + f 9" + f cose 9"^ •"' eos^ 9 eos 9 

- f sen 9 9'9" + f eos 9 9' 
TT TT 

y por tanto, sustituyendo en (2.3), resulta 

sen^ 9 sen 9 
(2.8) A = f r^ + 2 / — -9'9" + f 9" 

KKK eos' e eos-

+ /KK(-

1 + sen^ 9 

eos'' 9 
T- -f 

sen 6 

eos- 9 ") + /K 

\ nnc2 fl / 1 COŜ  9 
-t-

COS ^ 
•/ 9' 

iUPlWf pppwf i l 
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sen^ O sen 6 
+ 2 / 0'^ + 4 / fl'2/)r. 

TKK e o s ' ' eos ^ 

1 „ sen ^ 

cos^ 6 eos ^ 

+ 2 / eos 6» 0' 9"^ - 2 / sen 61 '̂= ^" 
TTT TT 

+ 2/^ coa 9 6'O'" + f COSÍ 
eos fl 

• / 

(2.9 

En la expresión de B, según (2.3), apareee el término 

frW 

m~-
f 9 9"" + ... 

Por tanto, si (2.2) debe cumplirse para cualquier curva de la su­
perficie esférica, o sea, para cualquier valor de 9'^, debe ser 

(2.10) / = 0 . 

Esta primera condición que debe cumplir la función / si queremos 
que se cumpla (1.4) jiara cualquier curva esférica cerrada, permite sim­
plificar la expresión (2.8), resultando 

sen^ 9 sen 9 1 + sen^ 9 
(2.11) A = f_ 9'- + 2,f_—-:^ 9' 9" + f^^ ( — 9"' 

KKK « n o * cos*^ liKT o n c ^ cos^ 9 cos^ 9 

señé» , 1 1 
•9") + f 9'" -f / { ~ 6'^\ + 2 / cos^ 6 eos^ 9 "' eos 9 

sen^ 9 1 
-f- 2 / ^'3 -f 2 / fl'3 

TKK rtrtoS cos^ 9 « cos^ 9 

sen ^ 
+ 3 / 9'9" 

" eos 9 
eos 5 

- / . 
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Teniendo en cuenta la relación (2.10), la última expresión (2.7) 
toma la forma 

(2.12) 
& ^ 

f \' sen- 6 1 • sen 9 

"•'' eos^e " cos^ d " '"cose 

De aquí 

(2.13) m^ 
sen-' e 

f 9" + f -
2 sen 6 eos* 9 + 3 sen^ 6 cos^ 6 

cos° 9 

seu^ 6 sen 9 
+ 3 / 9'9" + f —9'^ + 

cos^ eos' 

sen 9 1 

co.ŝ  6 cos^ 9 

sen 6 
+ f 9'". 

<"• e o s 6» 

Sustituj'cndo en la expresión (2.3) resulta (teniendo siempre en 
c-uenta que suponemos ya satisfecha la condición (2.10)), 

(2.14) B = / 
sen^ 9 2 .sen 9 + sen^ 9 e'3 + f '̂3 

TKKK QQgS O TKK pQS* 6 

sen- B sen 9 
+ 3 / _ - O' 9" + f^ • rr- 9'^ 

eos' eos' 

+ 2/ . i^^e '3 + 3 / , - 4 ^ ^ ' ^ " -F /„ ' ' - - - " 
eos** cos- -"̂  eos 9 

sen 9 sen 6 sen 9 
+ f 7^61' -f /_._ :r^9' - /., fl'= 

cos-̂  eos*" eos I 

2 / r= - 2 / 9'9" - f 

«'•WW! ^nn·'wn 
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Con estos valores (2.8) de A y (2.14) de B, sustituyendo en (2.2) 

resulta: 

a- El coeficiehte de 6'" se anula idénticamente, o sea, no da ninguna 
condición nueva para la función / (K,T). 

6. El coeficiente de 6", igualado a cero, da la ecuación 

(2.15) / (K^ - 1) K r - / (K^ - 1) K + / r-f = O . 
ÍÍ/ÍT KK KT K 

Para integrar esta ecuación, pongamos 

* = / T - f , (2.16) 

con lo cual queda 

$ (K= - : ) K + * = O 

Una integración inmediata da 

$ = 
^ ( T ) K 

siendo ^ (T) una función arbitraria. 

Según (2.16) se tiene 

(2.17) fr - f = 
VK^ - 1 

Debiendo cumplirse la relación (2.10), derivando (2.17) respecto 
de T, resulta f (T) = O y por tanto <j/ — a — cte. Por consiguiente 
(2.17) se puede escribir 

a K 

de donde 

(2.18)-

V K ^ - I 

/ r - / = a V ' < ' - l + 
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En principio podría ser b una función de r, pero igual que antes, 
derivando (2.18) respecto de T y teniendo en cuenta (2.10) resulta 
ft = constante. 

A partir de (2.18), integrando primero la ecuación homogénea 
/ T — / = O y luego la inhomogénea (2.18), resulta finalmente 

(2.19) f = v» (K) T - a V«' - 1 - ^ 

siendo f (K) una función arbitraria. 

c. Queda todavía por anular el término independiente de la ecuación 

(2.2) después de sustituir los valores (2.11) y (2,14) y poner 6' = T, 

teniendo en cuenta los valores (2.4) y (2.6). 

Este término independiente resulta ser 

a K 

V K ' - 1 

Por tanto, para que se cumpla (2.2) idénticamente, debe ser 

a = 1) = 0. 

Queda así, según (219), que la forma de la función / debe ser 

(2.20) / = ^ (K) r 

de acuerdo con el enunciado de la primera parte del teorema. 

Recíprocamente, si f = <p {«) T Y G es una curva: esférica, con 
K"̂  =7̂  O en todo punto, según (2.4) es 

(2.21) I = j fMrds = Ç f(-^--)d9 = [F{d)] 

S^PP"»""" 
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Si K'̂  ^ o en todo punto, el ángulo Q no puede pasar por el valor 
7r/2; por tanto, después de recorrer la curva O, el ángulo Q vuelve al 
mismo valor de partida y la integral (2.21) toma elvalor nulo.. 

De otra manera, siendo el valor de la integral (2.21) estacionario 
(S/ = 0) por la manera como ha sido obtenida, su valor no variará al 
deformar la curva de manera continua sobre la suiierficie de la esfera 
que la contiene; puede, por tanto, deformarse basta pasar a ser una cur­
va plana, en cuyo caso es T = O y, en consecuencia, 7 = 0. 

Falta probar que la condición de ser 7 = 0 para toda curva cerra­
da de una superficie % es característica de la superficie esférica (el 
plano incluido). 

Para'ello puede repetirse el razonamiento que dimos en [5] para 
el caso de ser / = T. Para toda curva esférica que no sea mía circun­
ferencia, la relación (2.2) determina en cada punto la dirección normal 
a la curva según la cual una deformación infinitesimal conserva esta­
cionaria la integral 7 (es, precisamente, la dirección tangente a la esfe­
ra ) . Esta dirección normal, dada por ser tg 0 = B¡A, es única. Consi­
deremos las curvas de intersección de la superficie ^ con esferas varia­
bles. Si las curvas de intersección son siempre planas, "% es una esfera 
o un plano (o una parte de superficie esférica o de plano). Si alguna 
curva de la intersección no es plana, para esta curva habría dos franjas 
segúji las cuales podría desplazarse manteniendo estacionaria la integral 
7, a saber: la franja tangente a Î  j ' la franja tangente a la esfera por la 
cual se corta. Como ésto no es posible, resulta que la intersección debe 
ser siempre plana y, por tanto, X debe ser una parte de plano o de su­
perficie esférica. 

Hemos utilizado la propiedad de que si las secciones de una super­
ficie X Pt>r cualquier esfera, son siempre curvas planas, 2 PS una parte 
de esfera o de plano. La demostración es inmediata: en caso contrario, 
tomando 4 puntos no eoplanares de '%, la esfera que olios determinan o 
bien coincide con "% o bien corta a % según tina curva no plana. 
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