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SUMMARY 

lu ritíiiiainiiíin space, tho cliffereiice between second covariaiit derivatives,. 
rO'ith the order of derivation permuted, gives rise to the eurvatiiro tensor. l u 
spaoes with a iioii-siiniiietrical afflne connexioii, from the fundameutal conne-
xion (1.1) \ve deduce the connexions (1.3) and we have diiferent kiuds of cova-
riant diíferentiation according to the connexioii we nsü for the diíferentiation of 
cach Índex of the tensor (see ¡1¡). 

If we eonsider the düFerenco betn-een (1.5) and (1.6), were the subscripts 
1, 2, ... indicate that tho correspoiiding <leiivatives are done with respect to t h e 
connexions T , T , ... choosen aniong the (1.3), we dednee the tensor (1.8). The 
more natnral case la tliat in wich we assnnie the conditions (2.1), (2.2) ; then 
we have tlio tensor (2.4) whicli generalizes the ordiiiary cnrvature tensor. 

By contractiou we get the tensors (3.1) and (3.3). We prove : a) In order tha t 
all the tensors (3.1) are equal to zero, there is sufFioieut that conditions (4.2) 
hold ; 6) In order that all the tensors (3.3) are equal to zero, there is sufficient 
that tho conditions (4.4) hold. Introdiiction of the tensor (4.5) enahles to state : 
in order that all the contracted tensors (3.1) and (3.3) are equal to zero, there 
is sufíicient that the conditions (4.7) hold. 

The tensor (4.5) is fundamental in the Einstein's unified field theory of 
1951 [1] whose field equations are (5.1) aud (5.2). The preceding result gives 
tha t for a space which satislios the field equations (5.1) and (5.2), the contrac
ted tensors (3.1) and (3.3) will be equal to zero if and only if the suplementary 
tensorial condition (5.3) holds. 

1. DIFERENCIA ENTRE DERIVADAS COVARIANTES SEGUNDAS.— 

Sea el e.spac¡o definido por la conexión a.fíu no simétrica P'.. Sepa
rando la parte simétrica de la antisimétrica se i)uede poner 

p5 T^s j ^ pS 
1 1) — I (Í7) + I [í. [ y ] (l.l) 
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con 

' (ij) ;(r?;+I"i), T- Ivl V y ~ ^ji)^ (1.2j 

donde P'y; es una conexión simétrica y P Í̂JI es un tensor (torsión del 
«spacio). 

ï)e la conexión fundamental Vl'j sé deducen las conexiones 

I ( tn 5 • « — i m ^iJV (1.3) 

En general pondremos ^Py, ^Pij, ..., para indicar cualquiera de las 
conexiones (1.3). Es decir, los números 1, 2, 3, ... pueden sustituirse 
por cualquiera de los símbolos O, + , — y entonces las conexiones 
están definidas por (1.3). 

Para cada una de estas conexiones se puede definir una derivación 
covariante que, por ejemplo para vectores covariantes, indicaremos 
(siguiendo a Binstein [1J), 

1 
A i . j 'P-- \ (1.4) 

y análogamente para vectores contravariautes o para las conexiones. 
En todo lo que sigue, como es costumbre, el punto y coma indicará 
la derivación covariante y la coma sola derivación ordinaria. 

Para tensores, la derivación covariante se hace de manera análo
ga, poniendo debajo de cada índice el número que indica la conexión 
respecto a la cual se deriva. Por ejemi)lo, del tensor (1.4), por nue-
\a. derivación covariante se puede obtener el tensor 

Ai.jh = {Aijh - '1"'Í; , A A , - Tij A,, /.) - T,-ft (A¡ j - T'^ A,) -

- T j , ( A í , ¡ - H l ¡ A , ) (1.5) 

La notación del primer miembro indica qiie al derivar respecto a h 
el primer índice se deriva con la conexión ^P y el segundo con la 
conexión ^P. 

Permutando el orden de derivación en (1.5) y haciendo las nuevas 
derivadas respecto a otras conexiones ''P, *P, "P, siempre dentro de 
las (1.3), se tiene 

Ai , uj = (Ai, uj - ^Tlk.j A, - *PJA A , ,,) - ^V\j [Al,,, - TJA A,) -
4 ü 

- 6 p í , ( A i , , - T ? , A , ) . (l.G) 
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Restando miembro a miembro (1.5) y (1.6), como el primer miem
bro es un teasor, también lo será el segundo, que resulta 

+ Ai.,(«rL- - 'r¡,)+ A,,,(Tk - "•vL·)+ M^.ü-rl, - TI,) . (I.T) 

Para dar forma tensoral a estas expresiones pongamos 

. A¡ ¡ = A i , ¡ + T?¡A„ A,,,- = A ¡ ; ^ + 8 r y A . , 
'I 8 , . 

A¡,A= A¡.ft + "r».Aj 
9 

con lo cual queda el tensor 

- 'rli^rij + TI,(Ti,. - Tj,) + Ti^Tk - Ti) + 

+ T'ik i'rlj - T ^ \ + Ai.,i {^ij - srjft) + 
7 

+ Ai.j{'r\n-'V\k) + Aí ,h(TÍí - T|í) . 
8 8 

Como los tres últimos sumandos son tensores, resulta que la can
tidad 

Tlj (1, 2, ..., 8, 9) = T í , j - H^lj, u + T'ij nin - "r'w Tli + (1.8) 

+ T?iTJ, - 41¡TÍ^ -f T?i(TÍ,- - TJA) + 'r¡j{'rih ~ T^-t-

+ TÍ,(T^-TÍ^) 
es un tensor. 

Por el método de obtención, la exjjresióníl.S) es un tensor cuales
quiera que sean las conexiones T , ^P,..., T . Sin embargo, si se parte 
de un espacio en que la única conexión dada es la (1.1), estas cone
xiones deben elegirse entre las (1.3) o entre otras deducidas de la 
conexión fundamental (1.1). 

2. TENSORES ANÁLOGOS AL DE CURVATURA. — En lugar de con
siderar las derivadas covariantes segundas (1.5) y (1.6), con cada 
índice derivado respecto una conexión diferente, parece natural con
siderar que las derivadas del índice i respecto j , h sean hechas en 
ambos casos con la misma conexión, es decir, tomar 

n' = T , *r = 4'. (2.1) 
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Además, tomemos 

T = - T , con -Tlj = T/i (2.2) 

lo cual equivale a transponer los índices de la conexión al pasar de 
la derivada del índice i respecto el h a la derivada del índice h res
pecto el i. 

Con esto queda 

-^t ; jh 
1 8 
2 

Ai.,,j = A,{rij-%,n + 'ry'rl (2.3) 
2 -3 
1 

T.VrÍA)-

Resulta así el tensor 

RJA,-(1, 2, 3) - 'Va j - Tlj , n + T¡j"-Vl, - T? , 'P,̂ - + (2.4) 

Dando a T , T, ^V cualesquiera de los valores (l .3) resultan 3"= 27 
posibilidades. Sin embargo, cuando sea T = -f el tensor (2.4) re
sulta independiente de T ; por tanto el número de tensores diferen
tes se reduce a 21. 

Si se parte de un vector contra variante A", el tensor general (1.8) 
Tcsulta diferente, pero con las condiciones (2.1), (2.2) el tensor (2.4) 
resulta el mismo. 

Por tanto: en todo espacio de conexión afín no simétrica existen 
21 tensores cuya fórmula general es la (2.4) análogos al ordinario 
tensor de curvatura. 

BI ordinario tensor de curvatura de la conexión 

r'j es el B.lj{ + , +, +) 

que cori'esponde a tomar en (2.4) ^P = ^P = *P = +P. 
De (2.3) se deduce: para que las derivadas cruzadas de un vector 

A¡ indicadas en el primer miembro de (2.3) (o las análogas de un vector 
^ontravariante A') sean todas nulas, cualesquiera qtte sean las conexio
nes *r, ^P, ^P elegidas entre las (1.3) y cualesquiera que sea Aj, es nece
sario y suficiente que sean nulos los 21 tensores (2.4). 

3. TENSORES CONTRAÍDOS. — A partir de (2.4), por contracción 
•de los índices s, j se obtiene el tensor 
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Kifc(l, 2, 3) = R-A,(l, 2, 3) = T-ft,, - T- , , , , + (3.1) 

Por contracción de los índices s, h se obtiene por un cálculo inme
diato 

RS. (1, 2, 3) = U'ish(l, 2, 3) = - Ra(2, 1, - 3 ) (3.2) 

donde debemos recordar que ponemos ~^r<,- = Tj ¡ . 
Por contracción de los índices s, i se tiene 

E*A*(1, 2, 3) = R : ¡A(1 , 2, 3) = T^i.ft - M^:„,í + 

+ ('r:,-T:,)TL-

(3.3) 

Observemos que siendo T , ^P, ^T una de las conexiones (1.3> es 

i p ' . . 2 f » 311*.. TiS ío 1 
' (y) — ^ (y) — ' (y) — ' (y)- '.''•*) 

Poniendo además, para cualquier conexión, 

T M = - rfni = r , (3.5) 

€l illtimo tensor contraído se puede escribir 

Rf.* (1, 2, 3) = n \ ' i , , - T í , , í + (M\ - T,) n \ ' ¡ . (3.6) 

Obsérvese que es 

«r, = o, +r, = r[,. |--n, -Pi = r;,, = - r¡. (3.7) 

4. CONDICIONES PARA I,A ANULACIÓN DE LOS TENSOUES (3.1) Y 

{3.0). — Descomponiendo cada conexión T , ^P, ^P en su parte simé
trica y antisimétrica, los tensores (3.1) se pueden escribir en la forma 

RÍA (1, 2, 3) = Rift (»P) + ^r¡a] •.»("P) - T^Í,J , , (op) + (4.1) 

I i P ' 2 P ' ZP* i p ' I IP" 3 P ' 2 P ' 3 p ' 
+ 1 |¡»] Lti/iJ — ' [!/»• ' [is| + L |i¡] ' CíW — 1 Li/| I [sA]) 

donde RjfcCP) = Ry, (O, O, 0) indica el tensor de Ricci tomado con la 
•conexión simétrica "P = T^ÍJ) y las derivadas covariantes de los tér
minos segundo y tercero del segundo miembro son tomadas también 
respecto la misma conexión °P. 
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Puesto qne las T , ^P, ^V son algunas de las conexiones (1.3), de 
(4.1) se deduce: 

Fara la anulaGión de los 21 tensores (3.1) o (4.1) son suficientes las 
condiciones siguientes: • • - - . . 

r ¡ = O , Ffis] Pfíftj = 0. (4.2) 

Análogamente, descomponiendo las conexiones que figuran en la 
expresión del tensor (3.6) en su parte simétrica y su ])arte antisimé
trica, se puede escribir 

E*f (1) 2, 3) = P̂(s¡) ,h — P̂(s/i) .i + 'P|si), h — 'Pis/i), i + (4.3) 

de donde teniendo en cuenta (3.4), se deduce: 
Para la anulación de los 21 tensores (3.6) son suficientes las siguien

tes condiciones: 

I {si) , h — P (sft) , i o , Pe = 0. (4.4) 

Las ecuaciones (4.2) pueden escribirse en otra forma más breve 
introduciendo el tensor 

E¡A = — ;5 (P(is) , h + P(sA) , i) + PtA , s + Ptft P(¡s) — r 'ü Psft ( 4 . 5 ) 

cuya parte simétrica es 

y parte antisiraétrica 

Con esto las ecuaciones (4.2) son equivalentes a 

E,. = o , i\ = o , r[^;,r[,,;, = o. (4.6) 

Combinando este resultado con (4.4) se tiene 
Para la anulaciónde los 42 tensores contraidos (3.1), (3.6) son sufi

cientes las condiciones: 

EíA = 0 , Pj = O , P(ji) _ ft — ^^eh), i = O 

(4.7) 
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OBSERVAOIÓN. — En lugar de las conexiones (1.3) se pueden con
siderar, más generalmente, las conexiones 

1 tj — 1 (y) + í>«n íijï 

donde <p„ es una constante o parámetro. Los casos (1.3) corresponden 
a tp. = O, cp„ = 1, cpa = — 1. Se tiene así una familia de tensores de 
la forma (3.1) o (3.6) dependientes del parámetro cp„. Los mismos 
cálculos anteriores prueban que: las condicionen (4.7) son suficientes 
para- la anulación de toda esta familia de tensores. 

5. APLICACIÓN A LA TEORÍA DEL CAMPO UNIFICADO DE EINSTEIN 

(1951). — En la teoría de la relatividad general clásica, suponiendo 
que el espacio tiempo es un espacio de Riemann, existe un solo ten
sor contraído Ry (tensor de Ricci) formado con la conexión simé
trica r ' j = símbolos de Christoffel de segunda especie. Entonces, las 
ecuaciones de la gravitación en el vacío son Ry = O, es decir, expre
san que el tensor de Ricci es nulo. 

Al considerar espacios no-riemannianos, con conexión afín uosi-
métrica, ya hemos visto que aparecen de manera natural 21 tensores 
de curvatura (2.4) al considerar la diferencia de derivadas segundas 
(2.3) y a partir de ellos 21 -|- 21 = 42 tensores contraídos (3.1) y 
(3.3). Una generalización de las ecuaciones del campo de la teoría de 
la relatividad general clásica, que eliminara toda elección entre esta 
variedad de tensores, sería un sistema que anulara a todos los tenso
res (3,1) y (3.3), es decir, un sistema de ecuaciones como el (4.7). 

En su teoría del campo unificado de 1951 [1], Einstein considera 
que el tensor incógnita es un tensor QÍJ (no simétrico), a partir del 
cual se determinan los coeficientes Tjj por las ecuaciones 

+-

debiéndose además cumplir las ecuaciones 

Eift = O , Ti = O 

(5.1) 

(5.2) 

donde E ^ es el tensor (4.5) que Einstein introduce por ciertas razo
nes de hermeticidad. Por el hecho de satisfacerse las ecuaciones (5.1), 
las terceras ecuaciones (4.7) se satisfacen idénticamente. Quedan 
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/ . 
Únicamente, no necesariamente satisfecbas las últimas ecuaciones 
(4.7). 

Eesulta así que en los espacios definidos por las ecuaciones (5.1), (5.2) 
se anularán todos los tensores contraídos (3.1) y (3.3) siempie y cuando 
se cumpla la condición suplementaria de anularse el tensor simétrico 

^\is] ^'[i/.] - ^ (5.3) 

y esta condición sea compatible con las ecuaciones del campo (5.1) y 
(5.2). 
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