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SOBRE LAS T E O R Í A S DEL CAMPO UNIFICADO 

por L. A. BANTALÓ 

(Facultad de Ciencias Exactas 7 Naturales. Universidad de Buenos Aires) 

1. Introducción. La teoría de la relatividad general asigna 
al espacio tiempo una estructura de espacio de Riemann cua-
dridimensional (postulado fundamental). Sentado este postulado, 
las ecuaciones del campo aparecen de una manera natural y obli­
gada, con solo tener en cuenta el principio dé la «simplicidad», 
es decir, que ellas deben ser las más simples entre las ecuacio­
nes covariantes (tensoriales) posibles, dada la naturaleza del pro­
blema. 

En efecto, en el vacío, dichas ecuaciones son 

( L l ) Rij = 0, 

donde Rfj es el tensor de R icc i del espacio, que en un espa­
cio de Riemann es el' único tensor contraído del de curvatura y 
por tanto el tensor más simple de dos índices, de-̂ pués del fun­
damental Qij. 

En presencia de materia o de energía, las ecuaciones (1.1) 
se sustituyen por las 

(1-2) Rii-jRgi}=Tti, 

donde T¿j es el tensor materia-energía (dato físico) y en el 
primer miembro R es la curvatura escalar R = R¡jg*J. Toda­
vía se puede agregar en el primer miembro el térinino cosmo­
lógico X^^ pero siempre se está dentro del teorqtna dé E. 
C a r t a n ( i ) : 

(») Sur íe» écuationt dé la gravttation d' Sirntein, Jottmal de Matk 
Pares et Appliquées (LioUTÜle), 1982, p&gs. 141-B08. 
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^odo tensor de dos índices S¡j cuym componentes sean 
Canciones del tensor simétrico fundamental g¡j y de sus deri­
vadas parciales de primero y segundo orden, conteniendo a estas 
últimas lineáhnente, es de h forma Sf/ = iíy + o/?gfy-|-Xgry 
donde a y \ son constantes. 

En el'caso de las ecuaciones de la gravitación, la constante 
a queda determinada por la ecuación de conservación S*j.i=0. 

En esta determinación de las ecuaciones del campo, que 
prácticamente elimina toda arbitrariedad de elección entre varias 
posibilidades, radica el principal atractivo de la teoría de la 
xelatividad general, que posee a este respecto la máxinuí sim­
plicidad conceptual. 

No ocurre io mismo con l&s posteriores teorías del campo 
unificado. En ellas las ecuaciones del campo se eligen entrd 
varías posibilidades y se trata luego de justificar por razone^ 
diversas, de índole matemática o física, el porqué se han ele­
gido unas y no otras. Este es el principal defecto de que ado-
lescen la mayoría de las teorías del cainpo unificado y tal vez 
«1 ello radique la razón de su poco éxito. 

En este trabajo vamos a considerar la última teoría de 
E i n s t e i n con sus modificaciones sucesivas desde 1950 a 1954. 
Queremos ver cotmo' habría que modificar sus ecuaciones del 
campo, o qué requisitos complementarios deberían cumplir, para 
que tuviesen el carácter de determinación obligada a partir de 
ciertos criterios naturales de simplicidad, tal como hemos visto 
ocurre en la relatividad general. Con estos agregados se obtienen 
sistemas incompatibles, lo que prueba que él ideal perseguido 
no es posible. Sin embargo, con estos sistemas, siempre tendre­
mos una guía para elegir los sistemas parciales dompatibles que 
parezcan más apropiados y tener en cuenta lo que falta para 
que la teoría fuera completamente satisfactoria desde este punto 
de vista. 

Recordamos brevemente dicha teoría, Su postulado funda-
Dental es que el/espacio tíempo sigue siendo de cuatro dimen­
siones pero su estructura está ahora determinada por im tensor 
Çi} no necesariamente simétrico y ima conexión afín I*'^ tam-
pjoço necesariamente simétrica. En vez del tensor g^, dé de­
terminante g, es cómodo introducir la densidad tensorial co-
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rrespondienfe, que en general utilizaiémos en su forma con-
travariante 

( i :3) G-^j = giiÍJ. 

Con las notaciones usuales, que resumimos en el n. 2, las 
primeras ecuaciones del campo o sistema fuerte de E i n s f e i n , 
son 

(1.4) Gíy,^=0, E¡j=0, Sr-=0 

y otras ecuaciones, dadas también por el mismo E í n s t e i n 
poco tiempo después, son las que constituyen el sistema débil, 
a saber 

(1.5) 
¡''•^ = 0, I i 

Las ecuaciones (1. 4) se eligen por ciertas razones de sime­
tría (simetría hermitiana). Las ecuaciones (1.5) resultan de un 
principio variacional, con lo cual está asegurada su compatibi­
lidad. 

Distintamente de lo que ocurre en la teoría, de la relatividad 
general, los sistemas (1.4) y (1,5), no quedan obligatoriamente 
determinados a partir de ciertas hipótesis de simplicidad. Con 
iguales fundamentos se pueden sustituir por otros sistemas aná-
logois pero no equivalentes. Nuestro objeto, como ya hemos di­
cho, es mostrar esta indeterminación y ver qué ecuaciones de­
berían agregarse a estos sistemas para que desapareciera. 

Como bibliografía fundamental para la teoría del campo uni­
ficado a que nos referimos están los libroá de E i n s t e i n [ l ] , 

H l a v a t y [ 2 ] , L i c h n e r o w i c z [ 3 ] y T o n n e l a t [ 4 ] . En los de 

H l a v a t y y T o n n e l a t , más específicamente dedicados a la 
teoría del campo unificajlo, se encuentra abundante bibliografía. 

•Notaciones y fórmulas utilizudas. Vamos a recopilar 
ñones y algunas fórmula» que utilizaremos. 

2. Notaciones y fí 
las notaciones y algunas 
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a) D'a la conexióo fundamental T"*ih se deduce la cone­
xión simétrica 

(2.1) A'»¿^=l-(r'»{ft+r«w) 

y el tensor de torsión 

(2.2) S'"í/ .=|-(r '»i; .-r '»«) 

del cual, por contracción, 'se obtiene el vector 

(2.3) Si^Sn^Un-

b) El tensor de 'Kícci 

(2.4) Rih = r'»y,.m - T'"im.h+r"»/„ r'ffc - r^^ r',„» 
tiene por parte simétrica 

(2. 5) R(ih) = A'»,ft,m - j(í^"'im.h + A"»Am.¡) + A™,™ A'.fc 

-^'-lh^hm-Sm^,, S ' , „ - l-(S..,^(A) + Sfc.i(A)> 

y por parte : antisimétrica 

(2.6) /?|Al = -|-(AVi-A'i..h)+S'«ih;m(A)-

c) El tensor de E i n s t e i n Eni que figura en (1.4) es 

(2.7) £ifc=--|-(A*ia + A V í ) + r ' t t^+ T'^h^»u-^'u TKh 

que puede también escribirse 

(2.8) ¿̂A = % + S,;fc(A)-S,S'ifc + |-(A.i,.fc-AVi)-

d) La coma indica siempre derivación parcial ordinaria. Et 
punto y coma derivación covariante. Si no se indica la conexión^ 
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se entiende que se trata respecto de la conexión inicial F'";^. 
En caso contrario se indica la conexión entre paréntesis. Por 
ejemplo, en (2.5) y (2.6) las derivadas covariantes indicadas 
se refieren a la conexión simétrica (2.1). 

e) Con G·'> indicamos siempre una densidad tensorial con­
travariante. Su derivada polarizada o mixta, la indiraremos por 
la siguiente notación 

(2.9) G\ = Gi\, + Tim, Gmh + rfc,„ Oi'n - Am,̂  QO^. 

Llamando G al determinante de G¡}^, una consecuencia 
importante de la ecuación G«'»,j = 0 es (ver por ej. Tonne-
lat[4]. pág. 39). 

(2.10) A - , „ = ^ l o g / G : 

Por comodidad descompondremos G»* en su parte simé­
trica y antisimétrica 

(2.11) Gi'^ = Hih + Fih 

siendo 

(2.12), Hih=l.(^Gih + Ghi), Fih = l.(^Gih-Ghi). 

Con estas notaciones, de (2.10) se deduce la relación im­
portante siguiente, válida para la parte simétrica de cualquier 
conexión respecto de la cual se cumpla G''>|, = 0, 

(2.13) A'»/.m,,-A'«,«.;, = 0. 

f) Supondremos que los determinantes de ff"^ y F'^ son 
siempre distintos de cero. 

3. Tensores de dos índices en an espacio de conexión afín. 
Según lel teorema general de equivalencia para un espacio de 
conexión afín no simétrica, los únicos tensores independientes 
que se pueden formar son el tensor de torsión S"»;̂ , el de cur-
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vatura R'^^hs ï 1^ contracciones y derivadas covariantes de ellos. 
(Ver, por ej. T. Y. Thornas, The differential invariants of 
generalized spaces, Cambridge University Press, 1934, págs. 204-
205). < 

Las contracciones del tensor de curvatura son el tensor de 
R icc i (2.4) y el tensor 

(3. 1) R"^mih = ¿^""mlh -A '̂mft.i + S^ - S^.i-

En consecuencia, se puede enunciar: 
En un espacio dç conexión afín no simétrica 

(3.2) r'»,7.= A'"¡,. + Sm¡;. 

los únicos tensores de dos índices cuyas componentes cumplen 
las condiciones 

a) S(m funciones de la conexión ,y de sus derivadas par­
ciales de primer orden; 

b) Como funciones de la conexión son, a lo sumo, de 
segundo grado; 

son los ocho siguientes 

(3.3) 

^h;i> SlirS hq, SfS/i, SnSfn^f^. 
Por tanto, el tensor más general qus cumple las condicio­

nes a), b) anteriores es 

(3 .4) rifc = afí,^ + P(A'"i„,; .- ^'^hm.i)+yS'n^^,„, + hS<¡^,S'•h, 

donde a, p, Y, ...,v son ccHistantes arbitrariast, 
Es decir, así como en un espacio de Riemann el tensor 

más simple de dos índices, después del fijindament^, es el de 
Ricd, en espacios de concón afín no simétrca tenemos el -an­
terior Tjh combinacióq lineal de otros ocho teosoras todos los 
cuales poseen las características de simplicidad a) y b). 
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Para eliminar tal arbitrariedad de elección, las ecuaciones 
del campo que sustituyeran a las Ry^^O de la. relatividad ge­
neral (en el vacio) deberían ser las que anulasen a T¡fi c u a l ^ 
quiera que fueran las constantes o, p,y, ...,v. Para ello se tie­
ne el siguiente 

T e o r e m a 1. Las condiciones necesarias y suficientes pa­
ra que se anulen' todos los tensores T¡¡^ cualesquiera que sean 
las constantes o, p, y, ...,v son 

(3.5) Rih = 0, A'",Wt-A'"/,m.i = 0, Si=0, S'¡irS'-^q = 0. 

En efecto, la única condición no evidente es la S'"¿ ;̂m = 0 
la cual es una consecuencia del sistema (8. 5) como resulta te­
niendo en cuenta la expresión (2.6) de la parte antisímétrica 
del tensor de Ricci y sabiendo que la anulación de un tensor 
exige la anulación de sus partes simétrica y antisimétrica. 

Obsérvese, de paso, que las condiciones (3.5) llevan con­
sigo la anulación del tensor de E i n s t e i n £̂ ¿/i (2.8). Para 
más detalles, ver [5]. 

4. Ecuaciones deducidas de un principio variacional. En la 
teoría del campo unificado de E i n s t e i n , además de la cone­
xión se tiene la densidad terisorial G'"'». Las ecuaciones del cam­
po pueden deducirse del principio variacional 

(4.1) &[/?„, Gih dxi dxs dlx3 dx*-—o 

con la condición de que F'^i/, y G^ puedan variar indepen­
dientemente, siendo su variación nula en el contorno del domi­
nio cuadrídimensional considerado. Ver L i c h n e r o w i c z [ 3 ] 
o T o n n e l a t [ 4 ] . 

La elección en (4.1) del tensor de Ricci no está a priori 
justificada. Junto con él tenemos ahora los ocho tensores (8.8). 
Unas ecuaciones del campo, más naturales, que eliminarían toda 
^lección arbitraria, serían (caso de existir) unas ecuaciones que 
satisfacieran al principio variacional 

(4.2) i> Vr^h ^^ dx^ d^^ dx^ dx* = O, 

para valores cualesquiera de c.,^,-x,...,v. i 
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La solución de (4. 2), aplicando el método clásico de Euler 
y tras un cálculo un poco largo que hemos desarroillado en otro 
trabajo (ver [6] salvo un cambio de notación), resulta ser el 
sistema 

(4.3) K<is, = 0, Ti^ = 0 

donde T,/, es el tensor (3.4) y 

K<¡s, = a ( - Gi'yr + Gis s, + K (G9',í + Gli Si)) 

-p(F7Í, ,b», + F»í,,&'7,) 

(4.4) +o(^9íSv-ff ' 'S9¡,) 

+ ^ (-|-(G9',i + G'?íSi)í>% + 

+l.(G",, + GsiSi)hi,-G'¡>Sr) 

+ c p ( l - ( - G % + G··'?Si)b^ + 

+ j(G%-GisS¡)h<j,-G"iS,) 

+ M ( I " F'-'' Si o, K - y F''' S^ih ^% + F9' S,) 

+ v(//7'"S,-&%-ff»íS,&9,). 

Con esta expresión se verifica el siguiente 

T e o r e m a 2. Para que sea Kl'^ = O para valores cuales­
quiera de las constantes a, |3, Y, ..., v es necesario y suficiente que 
se cumplan las condiciones 

(4.5) G9V=0 , S7,>G"-SvGí'2 = 0. 

Demostración: 

a) Por cálculo directo se obtiene fácilmente 

(4. 6) [G9»„] = F9»„ J - Siir G»í - S'ir Gil 
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donde el primer miembro indica la parte antisimétrica respecto 
de los índices q, s. Por tanto, de (4. 5) se deduce también 

(4.7) F9V = 0 

y como 

(4.8) [F»ht] = F".i 

resulta 

(4.9) F'\i = 0. 

b) Las segundas ecuacionies (4. 5), escribiendo que son nu­
las su parte simétrica y antisimétrica respecto de los índices 
q,s SB desdoblan en 

(4.10) I S v f » ' + S v F 9 ' = 0 

(4.11) SiirHi>-S'irHii = 0. 

De (4.11), haciendo r — s, resulta 

(4.12) S¿ffw = 0 

y por tanto, habiendo supuesto no nulo el determinante de las 
Hil resulta 

(4.13) S¡ = 0. 

c) De las segundas ecuaciones (4.5), haciendo s = r y 
sumando, teniendo en cuenta (4.13) resulta 

(4.14) FirSii, = 0. 

d) Finalmente, la identidad (válida si se cumple (4.13)), 

teniendo en cuenta (4.14) nos dice que también es 

(4.15) Gts^^^-Gíh T'ih = 0. 

Con todas estas relaciones, es inmediato comprobar que el 
teorema es cierto. 

Para que se cumpliera todo el sistema (4. 3) o sea, el prin­
cipio variaciomal (4.2), fuera satisfecho para valores cuales­
quiera do las constantes a, |3, ...,v, según los teoremas 1 y 2, 
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teniendo en cuenta que como consecuencia de la primera condi­
ción (4.5), se cumple la (2.13), debería ser 

(4.16) 

a) 09^ = 0 

b) SvG«-SvG'<? = 0. 

c) S v «'•/,<, = O 

d) % = 0. 

Consecuencias importantes de este sistema son las ecuacio­
nes (4.9), (4.13) y (4.14), a las cuales se puede agregar la 
ecuación 

(4.17) G'<7SvSV = 0 

que se obtiene de b) multiplicando por S'^q, y sumando. 
El sistema a), b), c), d) es claramente incompatible, por 

tener más ecuaciones que incógnitas. Esto prueba que una teoría 
del campo unificado basada en los principios de la que estamos 
considerando, siempre tendrá cierto grado de arbitrariedad en la 
elección de sus ecuaciones del campo. Eligiendo entre las a), 
b), c), d) o entre ellas y las (4.9), (4,13), (4.14), (4.17) un 
sistema compatible cualquiera, se tendrá una posibilidad, a la 
cual siempre será posible buscar una justificación a posteriori 
si es quo resulta útil a la física. 

5. Apéndice. Las ecuaciones del campo para el principio 
variacional (4.2) son las (4.3). El primer grupo parece ex­
traordinariamente complicado. Sin embargo, escribiendo las ecua­
ciones Kt^i = 0, /ÍL9Í¡ = 0, despejando de las primeras H^^t y 
de las segundas Hl'i y sustituyendo en (4.4) resultan unas 
ecuaciones que pueden condensarse en la forma relativam ínte 
simple siguiente 

/Í9V = - (a + T) F9S„ (*L) - a H9s^,(**L) 

(5-1) 1 1 
+ ^ ( T + 2P)&^F9í.,+ A . ( _ 2 a - h 2 p - Y ) K F ^ = 0 

siendo las conexiones respecto de las cuales están realizadas las 
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derivadas covfiriantes poralizadas indicadas (recordar (2.9)) las 

(5.2) 

* * L . , = A V + ( 1 + v ) S V + i - ( 2 + ^ = ^ ) b ^ í S , -

1 /b+e+y V 
- - 3 ( - ^ ^ — ) í'^rSi. 

las cuales cumplen las condiciones 'de ser nulos los vectores con­
traídos de sus partes antisimétricas, o sea 

*S, = 0, **S.= 0 

siendo estos vectores los análoglos a (2.3) para las conexiones 

(5.2). 

Esta forma (5.1) condensa resultados que obtuvimos en [6] 
y puede servir para interpretar las ecuaciones que se elijan den­
tro de las a), b), c), d) del número precedente como ecuaciones 
obtenidas en base a un principio variacional. 
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