
UNA FORMULA INTEGRAL REFERENTE A 
FIGURAS CONVEXAS 

(Tema N9 31, Vol. VII, pág. 109) 

El teI11a propuesto 'con el nO. 31 en el vol. VII, pág. 10g, 
de ,esta Revista,decía: 

Se sabe que en la teoría ele probabilidades geOl11étricas la 
posición de una recta G del plano se c1etermina por su dis
tancia p a un punto. fijo O y 'el ángulo cp que la nOTI11al a la 
recta desde O forn1a con una dirección fij a. AdeI11ás, para 
medir un co.njunto de rectas se toma la integral doble de la 

'expresión dG=dpdcp que se llama densidad de rectas. 
Sentado ,esto, co.nsiderel11os una figura plana conv,exa le 

Llan1emo.s () a la longitud de la cuerda que la recta G. deter-
111ina en ella y av a2 a los ángulos (menores que Ti:) que G 
forma con las tangentes a [( en los 'extremos de dicha cuerda. 
Suponiendo que el contorno ele la figura [{ tiene en todo punto 
tangente determinada y que car,eoe de segmentos rectilíneos .. 
demostrar que 

sienelo L la longitud de [{ y estando la integración exteüdida 
a todas las rectas G que cortan a [{. 

l. Solución. TOl11ando sobre .el contorno de la figura con
vexa [{ un origen P de arcos, cada punto. A del n1isn10' estará 
deterl11inado por la longitud s del. arco PA. D'e esta l11anera 
toda recta G que corte a f( estará cleterl11inada por las abscisas 
curvilíneas Sv S2 ele sus puntos de inters'ección con el co.ntorno. 
En las hipótesis del enunciado, de que el contorno de [{ no 
oontiene ,s'egn1entos de recta, la co.rrespondencia ,entre las rectas 
.G que cortan a [{ y los pares de punto.s Sv S2 es biunívo.ca. 
P.or consiguiente es po.sible expresar la densidad de rectas 
en función de los nuevos parálnetros Sv S2 en lugar de .lo.s 
ordinarios p, cp. 

" 
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QuerelIlOs, pues, expresar la 'forma diferencial dG = dp der 
'en las nuevas variables Sv S2' Para ello procederemos 'en dos 
:etapas. Supongamos primero que SOlalnente queremos canl
biar la variable p por la Sl' conservando er. TOlIlando un sis
tmIla de coordenadas r'ectangulares y llamando Xv Yl a las 
coordenadas del punto correspondiente a Sv las fÓrlIlUlas de 
tÚll1sformación son 

P = Xl co.s er + y 1 sen er 
er = er· 

De la prim,era So deducf;'; 

~ p = X' 1 COS er + y' 1 sen er 
u Sl 

iridicando los acentos de.rivados de .las funciones Xl = Xl (81), 
Yl = Yl ( Sl) (que son las ecuaciones paranlétricas del contorno 

ele J() r,especto el arco Sl' LlalIlando i}l al ángulo que forma 

la tang'ente a. !{ en el punto Sl con releje Xl' es x'l = COS &1' 
a ' 

y' 1 = sen &1 y por tanto a ~ = COS (&1 - ep) y siendo al' se-

'gún el enunciado, !el ángulo de la recta G con la tangente res 
n. a·p 

&1 - er = - - al Y por tanto ~ =sen al' Por consiguiente, 
2 uSl 

el cambio ele variables definido por (2)' da 

dG = dp der = sen al ids1 dep. (3) 

Para introducir la abscisa curvilínea S2 elel segundo punto 
ele inters'ección de G con el contorno de J(, observ,emos que 
siendo x 2' Y2 las coordenadas de este segundo punto, las fór-
mulas ele transformación serán ' 

X 1-X er = arc tg 2 
'Y2-Yl 

Die aquí 
a er -(Y2-.Yl)X' 2-( X 1-X2))" 2 
a S2 (Y2-Yl)2+(X1-x2)2 
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Siendo a ·la cuerda que G determina en J{, el denüminadür 
de esta 'expresión les a2 y en cuanto al nu~eradür les igual al 
momento de la r'ecta que pasa pür el punto X 2, Y2 y cuyüs cüse
nos directüres sün x' 2' y' 2 (o sea, la tangente al cüntürno de J( 

en S2) respecto el puntO' Xl' Y1' Po.r tanto, siendO' (X,2 el ángulo 
que forma la tangente a [{ en S2 cün la recta G, es 

iJ cp __ s'en (X,2 

iJ S2 ---a-o 

Con estO', ele (3) Y de (q.) se deduce la nueva 'expr,esión 
buscada para la densidad ele rectas del plano: 

(5) 

Esta expr,esión se puede escribir 

(6\ , J. 

,e integrando sübre to.das las rectas que cortan a K y teniendo 
en cuenta que al integrar S1 Y S2 a toaa la lüngitud L de [{ 
cada r,ecta habrá v,enido cüntada düs veces, resulta la fórnlula 
( I) del enunciado. 

2. Generalización. El r'esultado anteriür no. es válidO' cuan
do el cüntorno ele [{ cüntiene segnlentüs de recta. Ello es de
bido la que en tal casO' los par'es de puntüs de un nlisnlü seg~ 
nlento deternlinan la nüsnla r'ecta y pür tanto. la cürrespünden
cia entr,e las r'8ctas y los pares Sl' S2 nO' es biunívüca. VeanlOs 
cómo se puede prüceder ,en ·esbe caso.. 

Supo.nganlüs que el cüntürnü de [{ cüntenga n segnlentüs 
de recta de lüngitudes (ti (i= I, 2, 3, ... , n). La fÓrluula (6) 
será aplicabl,e sielupre y cuando S1 Y S2 nO' co.rr,espündan a pun
tos de un luislUü seglnento. Pür tantO', para calcular la integral 
del priluer nüembro, extendida a tüdas las rectas que co.rtan 
a Ji, debermnos integrar 'el segundO' luiml1bro. a tüdas las posi
ciones ele S1 Y S2 que nO' perteneoen a un luismo. seglnentü de 
recta del contürno. Pür tantO', fijadO' Sv si pertenece a un 
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segmento de recta ai' S2 poe~rá variar a todo el contorno m,enos 
a ,este seglnento, o sea la integral de dS2 valdrá L - ai. Si s1 

no perteneoe a ningún seglnento, sino a una parte curvilínea 
del contorno ele f(, S2 podrá variar a todo 'el contorno y la 
integral de dS 2 valdrá L. Por tanto la integral elel segundo 
miembro de (6) 'extendida a todos los valores de s v s 2 que no 
perteneoen a un lnismo. segnlento elel contorno ele [(, vale 

donde la sunlatoria indica que hay que sumar a todos los seg
nlentos raí' 

De esta nlal1'era, lo nÚ8nlO que antes, cada recta viene 
oontada dos veces, pues los puntos Sv S2 pueden permutarse ,en
tr,e sí sin cambiar la recta, y por tanto queda, en definitiva, 

Esta fórnlula generaliza la del enunciado del tmna pro
puesto. La integración del primer nlieulbroestá exte~dida a 
todaJ las rectas que cortan a [( y la fÓflnula es válida para 
cualquier figura convexa, siendo L su longitud total y ai las 
¡'~ngitudes de los segluentos rectilíneos de su contorno. Si el 
oontorno no contiene segnlentos rectilíneos queda la fórnlula 
( I ) del 'enunciado. 

3. Generalización ¡al espacio. En la teoría de Probabilida
des Geométricas, una recta del espacio se deteflnina por el 
le1em'ento ele Járea dD. determinado sobre la esfera de radio uni
dad por un radio paralelo a la recta, lnás el elemento de área 
dxdy correspondiente al punto de intersección de la recta poi
un plano normal (1). Es decir 

dG=dxdydD.. (8), 

Supongamos un cuerpo convexo [( cuya superficie tenga 
plano tangente determinado ,en cada punto y no contenga ca
ras planas. Sean dfv df2 los elementos de área de la superficie 
de [{ correspondientes a los puntos de su intersección con G; 
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. repr'esentaren10s también por tl' t2 a estos puntos. Siendo dx dy 
el elmuento de área correspondiente a un plano normal a G 
y llamando al al ángulo que forma G con la' normal a la 

. superficie ele J( en tl' 'es dxdy=cosa1dtl y por tanto (8) 
se puede ,escribir ,en la forIna conocida 

dG= CoS al dfldD. (9) 

Considerando la superficie esférica de centro el punto .t1 
y radio la cuerda 0 que la recta G detern1ina en J(, ,el elemento 
de área de la Inisn1a será 0 2dQ y al proyectar sobre ella ,el ele-
11lento dt2' llan1ando a2 al ángulo que fonna la recta G con 
la normal a J( en f2 será 02d0..=cosa2df2' Despejando de 
aquí d0.. y sustituy.endo .el1 (9), queda 

Pasanc10el coeficiente del segundo n1iembro al prünero e 
integrando a todas las rectas que cortan a l{, se tiene, C01110 
fónnula análoga del espacio a la (1) elel enunciado 

siendo F el ái1ea. de le 
Si la superficie de K tiene caras cuyas áreas sean a~. 

procediendo exactam.m1te igual que ;en ,el caso del plano, se ob
tiene 

extendida' corno siempre la integración a todas las rectas G 
que cortan al cuerpo convexo l{ y siendo 0 la longitud de la 
cuerda que G detennina en f{ y ctv a2 los ángulos que forma G 
con las norn1ales a l{ ,en los puntos de intersección. 

Luis A. Santaló 

(1) Ver por ej. DELTHEIL Probabilités géornétriq1.¿es, Gauthier-Villars, París, 
1926, pág. 90. 


