
UNAS FORMULAS INTEGRALES REFERENTES 
A CUERPOS CONVEXOS 

por L . A. SA^'TALó 

1. RESUMEN DE RESULTADOS. — Fijada una esfera de radio 
unidad con centro el origen de coordenadas, una dirección cual­
quiera del espacio queda determinada dando las coordenadas 
S>, f (colatitud y longitud) del punto / ' do la esfera que es ex-
trejno del radio paralelo a dicha dirección. El elemento de área 
de la esfera, correspondiente a esle punto vale 

rfP = sen3-£Za-rf(p. (1 .1) 

Una recta G del espacio puede delcrminarsc por el punto 
(O-, (¡)) que fija su dirección, mas las coordenadas x,y del pun­
to en que G es corlada por un plano normal a la misma; las 
coordenadas x, y se refieren a un sistema cartesiano ortogonal 
de diclio plano normal. Entonces, para «medir» conjuntos de 
rectas G del espacio, es sabido que so toma la integral, e.>:ten-
dida al conjunto, do la forma diferencial 

dC = sen & í/O- dcp dx dy = dPdxdy (1.2) 

que se llama «densidad» para conjuntos de rectas ( i ) . 
Sea K un cuerpo convexo del espacio. Se llama «plano 

do apoyo» de K a todo plano que tiene algún punto común 
con K sin atravesarlo, es decir, dejando a K todo de un mismo 
lado. Por cada recta G que no corta a K, pasan dos planos de 
apoyo de A. Las rectas G para las cuales estos planos de apoyo 
tienen con K más do un punto do contacto, forman un con-

( ' ) Ver, ])0r ejemplo, E . D E L T H E I L , Probabiliíés geomètriques, Pa r i s , 192C, 
ly'ig. S9. "W". EL.\sciiKn, Vorlestíngcn. iiier Intcgralgeometrie, Leipzig und Berliii, 
3937, pág. 00. 
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junto de medida nula (entendida la medida como la integral de 
(1 .2)) y no influirán en nuestras consideraciones. Para las de­
más rectas, cada plano de apoyo de A que pasa por ellas tiene 
un punto de contacto único. Llamemos Tj y T» a las distan­
cias de los puntos de contacto de los dos planos de apoyo de K 
que pasan por G a la misma recta G. Llamemos, además, ro 
al ángulo que forman estos dos planos de apoyo de K que pa­
san por G, tomando el ángulo que comprende a i i en su in­
terior (fig. 1). 

Fig. 1. 

Las fórmulas que queremos demostrar en esta nota son, 
con las notaciones dichas, las siguientes, en todas las cuales la 
integración se considera extendida a lodos las rectas del espacio 
que no cortan a K: 

(a) Í
sen^i 

- (¿G = 8 K 2 , 

que se generaliza, para ; n > l , en las siguientes 

(b) 

(o) 

fseii^" 
dG = 8 

( 2 O T - 2 ) ( 2 / ) ? . - 4 ) . . . 4 . 2 

( 2 m - l ) ( 2 m - 3 ) . . . 3 . 1 ' 

f sen2^+im . ^ _ ( 2 m - l ) (2n)-3) ... 3 ^ 

J ' Ti Tj "2m ( 2 m - 2 ) ... 2 " " 



— s o ­

las cuales pueden condensarse en la fórmula única 

Í
sen' 

Llamando flí a la integral de curvatura media de K (Ver 
n°. 2), vale también 

(d) f (2co-sen2co) ( — + — ) (iG = 16nM. 

Si K tiene curvatura de Gauss k distinta de cero en cada 
punto, llamando /cj, A'j a los valores de esta curvatura en los 
puntos de contacto de los planos de apoyo de A que pasan por 
G, siendo F el área de K, se tiene también 

(è) | ( 2 o D - s e n 2 o o ) ( ^ + ^ ) d G = 4 M F . 

Además de estas, en el n°. 3, II , obtenemos todavía otras 
fórmulas del mismo tipo, como las (3.10) y (3.11). 

Todas estas fórmulas vienen a ser la generalización al es­
pacio de otras conocidas para figuras convexas del plano, ob­
tenidas por Crofton y por Lebesgue(2). 

2. FÓRMULAS CONOCIDAS. — Para la demostración de las fór­
mulas enunciadas, necesitaremos algunas fórmulas auxiliares co­
nocidas, que vamos a enunciar. 

Sean í'i,'P2 dos puntos de la superficie de la esfera uni­
dad. Ellos determinarán un círculo máximo C, cuyo polo re­
presentaremos por P. Para determinar el conjunto de los dos 
puntos P i , P2' 6n lugar de las cuatro coordenadas 9-¡, tp¡(i=l, 2), 
se pueden dar las coordenadas 8-, 9 de P, más los ángulos ctj,a„ 
que fijan la posición de P j y P» sobre el círculo C, es docir, 
las distancias angulares de dichos puntos a un punto fijo do 

O H. TtKHEsauE, Exposition d'un mémoire de M. W. Crofton, Nouvelles 
Annales de mathématiques, vol. 12, 1912, págs. 481-502. 

(*) "Ver W. BLASCHKE, loe. cit., pág. 78. 
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C. Se demuestra entonces que vale la siguiente fórmula dife­
rencial (^) 

dP^dP2=\sen{a^-ai)\da^da2dP, (2.1) 

donde los dPi tienen los valores (1.1)-
Otra fórmula que necesitaremos es la siguiente, que pue­

de obtenerse como simple ejercicio de cálculo integral 

I I sen (oi — a«) | "da^ da„ = 

( 2 m - l ) ( 2 í n - 3 ) . . . 3 „ . 
i i-7 r ^^. si n = 2m 
2m (2m—2). . .2 

(2.2) 
, ( 2 m - 2 ) ( 2 m - 4 ) . . . 4 . 2 
\\ ^ —4 71, SI n = 2n i — 1 . 
( 2 m - l ) ( 2 í n - 3 ) . . . 3 . 1 

Para la obtención de las fórmulas (d) y (e) necesitaremos 
recordar como debe tomarse la «medida» de un conjunto de 
planos del espacio. Fijado un punto O, un plano E del espa­
cio queda determinado dando su distancia h al punto O y la 
dirección de su normal, la cual estará determinada por el pun­
to Ps correspondiente de la esfera de radio unidad. 

Para medir un conjunto de planos, se toma entcfllces la in­
tegral, extendida al conjunto, de la expresión diferencial 

dE = dPcdh , (2.3) 

siendo dP^ el elemento de área (1.1) de la esfera unidad co­
rrespondiente a la dirección de la normal al plano E. 

La medida del conjunto de todos los planos que cortan a 
un cuerpo convexo li, es un invariante M del mismo que, cuan­
do K tiene radios principales de curvatura i?,, ñ» distintos de 
cero en cada punto, coincide con la integral de curvatura me­
dia, o sea, 

siendo oís el elemento de área de ¿f (*). Cuando K tiene pun-

(') Ver DELTHEIÍ, loe. <ní., pág. 95. BLASCHKE, loa. cit., pág. 65 y 72. 
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tos o lineas con radios principales de curvatura no definidos o 
iguales a cero, M no puede definirse por la última integral 
(2 .4) , pero lo seguiremos llamando integral de curvatura me­
dia de K. 

3. DEMOSTRACIÓN DE LAS FÓRMULAS ENUNCIADAS EN EL N ' 1. — 

I. Consideremos una figura convexa plana K* y un punto ex­
terior Q. Sean A y B los puntos de contacto de las rectas de 
apoyo de K que pasan por Ç y ro el ángulo que estas rectas 
forman entre si. Pongamos T^ = QA,T2 = QB (fig. 2). Las rec-

Fig. 2. 

tas de apoyo que pasan por Q, y por tanto también este punto 
Q, quedan determinadas dando las direcciones Oj, a^ de sus nor­
males; suponiendo Q determinado por a^.a^ queremos hallar 
la expresión del elemento de área del plano, correspondiente al 
punto Q. Basta observar para ello que al variar a^ a a , + daj , 
el punto Q pasa a un punto Q' sobre QB tal que 

QQ'.sena> = Tida^. ' (3.1) 

Análogamente, supuesta la recta QA fija y haciendo va-
. Oj a Og + daj , el punto Q pasa al punto Q" (no dibujado 
la figura) sobre QA tal que 

QQ" sen co = Tj cía,. (3. 2) 

riar Oj a ug 
en 

1 
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Como el elemento de área del plano correspondiente al 
punto Q vale dQ = QQ'. QQ" sen 05, de (3.1) y (3. 2) se deduce 

dQ=:IlL·da,da^ (3.3) 

y también 

d a i á a , = Í ^ c Z Q . (3.4) 

Supongamos ahora un cuerpo convexo K del espacio y una 
réctu G que no lo corta. Consideremos los planos de apoyo 
de K que pasan por G. Proyectemos toda la figura sobre un 
plano perpendicular a G; sea K* la proyección de K y Q el 
punto en que se proyecta la recta G. Las distancias T^, T^ 
que figuran en las fórmulas del n°. 1, son ahora las longitudes 
T^.T^ de las rectas de apoyo de K* que pasan por Q. 

Los puntos P i y P¡ de la esfera unidad, correspondientes 
a las direcciones de las normales a K en los puntos de contacto 
de los planos de apoyo que pasan por G, pueden determinarse, 
(nO. 2), por el punto P, polo del círculo máximo que ellos de­
terminan y que coincide con la dirección de G, más los ángu­
los Oj, Oj que son ahora los mismos que en la proyección deter­
minan las normales a las rectas de apoyo de K* trazadas por Q. 

De (2. 1) y (3. 4) se deduce por tanto (puesto que sen a¡ == 
| s e n ( a i - a 2 ) | ) , 

dP,dP,_=='^^dQdP. 

Pero, según (1-2), puesto que dxdy = dQ, se tiene 

dP,dP, = '^^^dG. (3.5) 

Integremos ambos miembros de esta expresión a todos 
los pares de puntos P j , P2 de la esfera unidad. El primer miem­
bro, siendo / dPi = / d P g = 4 it, nos da 16 "S. Si el segundo-miem­
bro lo integramos a todas las rectas G del espacio que no cor­
tan a K, puesto que permutando entre sí P j y P2 se obtiene 
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la misma recta G, el resultado será igual al del primer miem­

bro dividido por 2, o sea, igual a 8^2. Queda, por tanto, 

f ^ á G = 8 . ^ (3.6) 

extendida la integración a todas las rectas G exteriores a K. 
Es la fórmula (a). 

Para obtener las fórmulas (6) y (c), basta multiplicar am­
bos miembros de (3. 5) por sen"~iro, e integrar a todos los pa­
res de puntos P j , Pg ^^ ^^ esfera unidad. En el primer miem­
bro, teniendo en cuenta que sen co= |sen (a^ —o, ) ! y (2 .1) , 
resulta 

|sen (oj —a2)|ncía^do2 dP = 

o o 

2Tt.i¡ l\sen{ai-a„)\nda,da¡ (3 .7) 

U I) 

habiendo integrado dP sobre una semiesfera, puesto que a pun­
tos opuestos corresponde el mismo círculo máximo C. Divi­
diendo por 2, como antes, la expresión (3.7) para tener en 
cuenta que al permutar entre sí los puntos Pi.Pi se obtiene 
la misma recta G, resulta 

T TZ 

"• " n o 

estando la primera integración extendida a todas las rectas G 
que no cortan a K. Aplicando (2. 2) resultan de aquí inmedia­
tamente las fórmulas (6) y (c). 

II . Si el cuerpo convexo K tiene en todos sus puntos cur­
vatura de Gauss le distinta do cero, llamando ds al elemento de 
área de la superficie de K y siendo dP el elemento de área de 
la esfera unidad en el punto correspondiente a la normal a K 
en P, es 

dP = k ds. (3. 8) 
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Por tanto, llamando k^, k¡ a los valores de la curvatura 
de Gauss de K en los puntos de contacto de los planos de apoyo 
que pasan por G y dsj, ds2 a los elementos de área correspon­
dientes a los mismos puntos, en lugar de (3. 5) se puede poner 

'isids, = ̂ g ^ d G . (3.9) 

De aqui, integrando ds¡^, ds¡ a toda el área F de K y divi­
diendo por 2 para tener en cuenta que al permutar los puntos 
entre sí resulta la misma G, se tiene 

cZG = - i - f2 , (3.10) 
J '^l'*2-* 1-* 2 2 

estando la integración, como siempre, extendida a todas las rec­
tas G exteriores a /(. 

Si en (3.5) se sustituye únicamente dPi por k^ ds^ y se 
mantiene dPg, al integrar ds^ a toda la superficie de K y dP^ 
a toda la esfera unidad, y permutando luego P^ y P^ para 
mantener la simetría en el segundo miembro, resulta 

K K-^i^^S'"'*'"' '-"" 
extendida la integración a todas las G que no cortan a K. 

III . Para demostrar las fórmulas (d) y (e) supongamos 
el conjunto de un plano secante E¡, y un plano de apoyo £„ 
de K. Sea G la recta en que ambos planos se cortan y T^ la 
distancia del punto de contacto de E^ a la recta G. 

Proyectemos toda la figura sobre un plano perpendicular 
a G. Como antes, sea Q el punto en que G corta a este pla­
no sección y K* la proyección de K (íig. 3). Sea O* la pro­
yección del punto fijo O que sirve para medir la distancia h 
al plano E¡ (n°. 2). La recta QA, sección del plano £„, queda 
determinada por el ángulo a^ que forma su normal con una 
dirección fija. La recta QB, sección del plano E¡, queda deter­
minada por la dirección a^ de su normal y la distancia h a O*. 
Al variar a¡^ a Oj-j-doj, manteniéndose fijos h y a,, el punto 
Q pasará a un punto Q' tal que 
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(3.12) 

siendo T el ángulo de los dos planos E¡ y £„. Si se suponen 
fijos " i y "2 y varía h a h-\-dh, el punto Q pasa al punió Q" 
(no dibujado en la figura) situado sobre QA, tal que 

¿h = QQ"sem (3.13) 

y si /t y Oj se mantienen fijos y se hace variar a^ a a^ + da^, 
es 

da2 = dx. (3-14) 

De (3.12), (3.13) y (3.14) se deduce, siendo el elemento 
de área del plano dQ = QQ'. QQ" . son T. 

dh doj da2 = —-— dQ dx. 
^ 1 

(3.15) 

Multipliquemos ahora ambos miembros de (3.15) por el 
elemento do área de la esfera unidad dP, correspondiente a la 
dirección de la recta G. Siendo sen T: = son (a^ — Og), según 
(2.1) y (1 .2) , resulta 

c p n - T 

dhdP^dP, = -—-dGdr 
•• 1 

(3.16) 

siendo P^ el punto de la esfera unidad correspondiente a la nor­
mal a E^ y P^ el correspondiente a la normal a E^. 
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De (3.16) y (2.3) se deduce 

dPi.dE, = ^^dGdx. (3.17) 

Integremos finalmente estas expresiones equivalentes, a to­
dos los planos E¡ que cortan a K y a todos los puntos P^ da 
la esfera unidad. El primer miembro, según (2 .4 ) , da 

jdP^dE,=j dPijdE, = ^TiM. (3.18) 

En cuánto al segundo miembro de (3.17), habrá que in­
tegrarlo a todas las rectas G exteriores a K y, para cada G, a 
los valores de T comprendidos entre O y co, siendo como anljs 
(O el ángulo que forman entre si los dos planos de apoyo de K 
que pasan por G. Siendo 

u> 

sen2TdT= —(2co-sen2co) , (3.19) 

resulta que la integral del segundo miembro de (3.17) exten­
dida a todas las rectas G exteriores a K, poniendo de mani­
fiesto para cada G los valores T^ y Tj correspondientes a sus 
dos planos de apoyo, vale 

- ^ j (2C0 - sen 2co) { ~ + Y ) ^G (2- 20) 

extendida la integración a todas las rectas G que no cortan a K. 
Igualando (3.18) y (3.20) se obtiene la fórmula (d). 
Si en (3.17) se pone dPj^ = k^ds^ (según (3 .8)) , se pue­

de escribir 

dsi dE¡ = -r7j~ dG dt , 

e integrando ambos miembros a todos los planos E¡ que cortan 
a A' y a toda el área F de K, resulta, teniendo en cuenta (3.19), 
la última fórmula (e) enunciada. 

INSTITUTO DE MATEMÁTICA 

BOSARIO 


