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VALOR MEDIO DEL NUMERO DE PARTES EN QUE 
UNA FIGURA CONVEXA ES DIVIDIDA 

POR n RECTAS ARBITRARIAS 

por L. A. SANTALÓ 

Sea una figura convexa K de área F. y perímetro Lo' Su­
poniendo trazadas n rectas que cortan a K, el número de 
regiones en que queda dividida depende de la posición de las 
rectas. Por ejemplo, para n = 6 .. , en lafig. 1 el númm~o N de 
regioneR es 9 y en la fig. 2 es 7. Querenlos hallar el valor 
medio del número de estas regiones para todas las posiciones 
posibles de las n rectas. Este número N v,er,elTIOS que está rela­
cionado muy sinlplenlente con el número N' de puntos de 
intersección de las rectas entre sí que son interiores a' K; así 
en la fig. 1 es N' = 4 y en la fig. 2 es N' = 2. EmpeZar,elTIOS 
para hallar el valor nledio de este último nlunero N' para 
pasar luego al buscado. 

Fig. 1 Fig. 2 

l. Recordenlos que conlO lTIedida de un conjunto ele rec­
tas se entiende sÜTIpl-elnente lel valor de la integral doble, ex­
tendida al conjunto considerado, de la expresión d G = d P el e 
siendo p la distancia de la recta a un origen fijo y e el ángulo 
de la nornlal a la recta con una dirección tanlbién fija (fig. 3). 
Solan1ente habrá lugar, en esta nota, a considerar conjuntos de 
rectas para los que la integral anterior existe. Por ejemplo la 
meclidade las rectas que cortan a un segmento de longitud l 
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Fig. 3 

se puede c.alcular c1irectaInente: si se F' supone que la poslclOn 
del segll1ento es la 0, l de la fig. 3, llamando x a la abscisa 
del ,punto de intersección será 

TI: 
1 2"' 

f el P ele ~ f el x feos e el El ~ 2 1 (r) 

o _J!.. 
2 

Se puede ver que este valor es independiente de la posi­
ción del segnlento en el plano. 

En general si hay m segl11entos de longitudes li, llanlando 
v al nÚlnero de ellos que son cortados por ulla recta G en cada 
posición de la n1isma, sunlanc10 las integrales (r) correspon-
dientes a cada segnl,ento, se obtiene . 

extlendida la integración a todas las posiciones de Ia recta. 

Para el problema que nos ocupa debenl0s también recor­
dar que la lnedida de las rectas que cortan a una figura con­
vexa K ¡es igual a su longitud, o sea 

f elG=L .(3) 
G .K:/~o 

l. 
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indicando por G. K '::/= O ,que la integración está extendida a 
todas las rectas que cortan a K o sea, cuya intersección con K 
es distinta de cero. 

LlaIn~ndo s a la longitud de la cuerda ,gue la recta G 
detern1ina en la figura convexa K talnbién debeInos recordar la 
fórmula casi üunediata . 

J sdG=1tF (4) 

fácil de obtener integrando prünero sclp (lo que dáel área F) 
y luego haciendo variar (3 de O a n. 

2 .. Por valor Inedio del nÚlnero de puntos N' de Ínters'ec­
ción de las n rectas que sün interiores a K se entiende lo si­
guiente. El nún1ero N' es una función de las n r'ectas Gi, o 
sea de sus 2 n coordenadas Pi, 8 i ,( i = 1, ,2, ... , n); si se sabe 
calcular la integral 

J'= J N' dG1 dG2 dG3 .•• dGn (5) 

extendida a todas las posIcIOnes de las n rectas en las Guales 
cortan a K, COlno adeInás la medida ele todas estas posiciones 
posibles según", (3) vale 

J dG1 dG2 dG, ... dGn=Ln 
Gi. !C-/-o 

(6) 

el valor medio de N' será, por definición, el cociente entre (5). 
y (6). 

3. Hay pues que calcular J'. Llan1ando N\.¡ a una' fun­
CIOn de Gi y Gi (o sea de Pi, 9j, Pi, 9 j ) tal que valga uno si 
Gi y G.¡ se cortan dentro de' K y cero si se cortan fuera (por 
uniformidad pondreInos también N'ii = O). ,Por cada posición 
de las N rectas es 

N' =..E N'ii 
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y el número de las N' ii es igual al de cOlnbinaciones de' las n 

rectas tomadas 2 a 2 o sea (:). 

Llamando Si. a la longitud de la cuerda que Gi detenllina 
en K, según (1) y (4) se tiene 

Luego 

f N'ii dG¡ d G, = 2 J Si el G¡ = 2 TI F 

Gi.1(-/-O 

J'=JN' dG1 dG2 .... dGn=~JN'ij elG1 dG2 ... 'dGn = 
l. J 

Dividiendo (7) por (6) se obtendrá por tahto, C01110 valor 
medio de puntos de intersección N' que son interiores a K 

N'= (
n)27CF 
2 L2 (8) 

4. Para pasar ele N' al nÚJnero N ele regiones en que las n 
rectas dividen a K se observa en primer lugar que las posicio­
nes de las rectas en las cuales pasan luás de 2 por un miSlno 
punto son posiciones especiales de medida cero, es decir, sin 
influencia en las integrales (5) o (6) ni por tanto en los valores 
m.edios. Para las demás posiciones vamos a ch~lnostrar que se 
cumple la relación 

N. N'+n+I (9) 

Por ejen1plo en la figura 1 es N' = 4, n = 4, N = 9 Y en 
la fig. 2 es n = 4, N' = 2, N = 7. 

Para dmnostrar (9) consielermnos la red formada por las 
n rect.as y el contorno de K. El nú~ero de vértices es igual a 
N' n1ás los 2 n puntos que las rectas detenninan en lel contorno 
de K. El número de regiones ,es por definición N. Para el nú­
mero de lados se observa que por cada uno de los N' vértices 
interiores pasan 4 y por cada uno de los' vértices del contorno I 
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pasan 3; COlno cada lado pert'enece a 2 vértices el nlunero de ellos 
será por tanto. 1/2 (4 N' + 6 n) = 2 N' 3 n. Pero el teorema de 
EULER para superficies ahiertas dice que el número de regio­
nes más el de vértices es igual al de lados nlás uno, luego 

N +N' +2 n=2 N' +3n+ 1 

de donde resulta la igualdad (9) que querímnos clelnostrar. 
El valor Inedia del núm.ero de regiones N, teniendo en 

cuenta (8) y (9) será por tanto 

~ (n) 2TLF N = 2. L2 + n -+ .. 1 

5. El núnlero total de lados ele. la red fornlada por el 
contorno de K lnás las cuerdas que las rectas Gi deternlinan 
en ,esta figura convexa helnos visto que era 2 N' + 3 n.EI nú­
lnero de lados del contorno es 2 n, luego el nlunero de lados 
inleriorles será 2 N' + n. Llanlando Ai al núnlero de lados 
de la región Ci , al SU111ar las \ para todas las regiOll,es se ob­
serva que cada lado interior aparece cOlTtado dos veces y cada 
lado del contorno una sola vez, por tanto 

~ 

.:E \i = 2 (2 N' + n) + 2 n = l¡ N' + 4 n. 
i=I 

De aquí que el valor Inedia del nÚ111erO de lados de las 
regiones en que una figura convexa K queda dividida por n 
rectas áÍ~bitrarias que la cortan es 

A= úN' + fin 

N 

N' está dado por (8). 

!~ N' + 4 n <4. 
N'+n 


