SOBRE LA DISTRIBUCION DE PLANOS EN EL
ESPACIO

por L. A. SANTALG

\

' 1. Enunciado del teorema. Derivado de un problema fisico,

‘Goudsmit ha estudiado el problema de hallar el valor medio del

cuadrado del 4rea de las regiones en que el plano queda dividido
por rectas arbitrarias distribuidas de manera que el valor medio
del area de dichas regiones valga la unidad (1)."

Desde el punto de vista matemético puede ofrecer interés.
considerar’el problema anélogo en el espacio. Esto es lo que vamos °

a hacer en la presente nota.

El problema y resultado obtenido se pueden enunciar de la
siguiente manera: .

Supuesto el espacio dividido por planos arbitrarios en re-
giones cuyo volumen v tenga por valor medio la unidad, el valor

medio de v2 vale 5 n2,

La demostracién dada por Goudsmit para el caso del plano
no es facil de generahzar al espacio. Con hgeras variantes puede,
sin embargo, hacerse esta generahzacmn si bien el método resulta
largo y las. consideraciones de probabilidad cue es preciso utilizar
no del todo convincentes. ,

Por esta razén vamos a seguir un método completamente
distinto, que puede aplicarse lambién en el caso del plano para
obtener ‘el resultado de Goudsmit y que, posiblemente, puede tam-
hién ser generalizado a un espacio de cualquier nimero de di-
mensiones. - ‘ .

2. Demostracion. Cousideremos primero una esfera S de
radio R y un nimero finito n de planos que la cortan.

™ 8. GOUDSMI’J“, Random distr ibution of lines in a plane, Roview of Modern

Physies, vol. 17, pig. 821, 1945.
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Supuestos los planos dados arbitrariamente, ellos dividiran
a.S en un cierto ntimero de regiones. El valor medio de este ni-
mero de regiones sabemos que vale (2)

do=(5) et (B 241 )

siendo V el volumen, F el 4drea y M la integral de curvatura
media de S, o sea,

V::i nR3, F—=4=nRe, M =4xR. (2

El valor medio del volumen de estas regiones sera

i v

<U>=
<N>

y para-que se 'cumpl'a;la\condicic’m de que valga 1 debe ser

R=

ny™W 37n
(3):1—3—_’_?(2)16 45(_[—) (3)

Recordemos que la medida del conjunto de planos que:cortan
a un cuerpo convexo cualquicra es igual a la integral de curvatura
media del mismo (3). Por ejemplo, en los casos particulares de
la esfera S y de un segmento de recta de longitud a, dicha me-
dida vale, respeclivamente,

S[dE:4nR, ;/dE:'Tra .‘ . (4)

siendo dE la «densidad de planos» y estando la primera integra-
cién extendida ‘a todos los planos que cortan a S y la segunda a
todos. los que cortan al segmento.

(®*) L. A. SBANTALG, Valor medio del nimero de regiones en que un ouerpo
del espacio es dividido por n planos arbitrarios. Revista de la Unién Matemé-
tiea Argentina, vol. 10, pag. 101, 1945

(®) W. BLASCHKE, Vor Zesungen uber Integralgeometric, Hamburger Mathe-
mastische Einzelschriften, 1936 (pig. 66).
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- Consideremos dos puntos P, y P, interiores a S y sean dP,,
dP, los elementos de volumen correspondientes a los mismos,

Sean, ademais, E,,'E,, E;, . .., E,, n planos arbitrarios que cor-
‘tan a S. Consideremos la integral multiple '

I==[dP,dP,dE, dE, .. .dE, " (5)

en la cual la integracion estd extendida, para cada plano E; a°

todas las posiciones en que corta a S pero no separa a los dos
puntos Py, P,. La integracion respecto estos puntos estd extencida
a todo el interior de S.

Fijando primero P, y P, y llamando « a la distancia entre
los mismos, segtn (4) la integral de cada dE; vale (4nR—na) y
por tanto queda .

I=[ (4R—nayn dP, dP,. (6)

[

Ademas, en un sistema de coordenadas polares dé centro Pj.
llamapdo dw a la direccién del espacio segtn la cual se encuentra
Py, es dPy=a?dadw. Fijada la direccion do y la distancia «,
el elemento dP; puede entoncés integrarse a todo el volumen co-
mun a la esfera S y a la que se obliene por traslaciéon de la
misma de un segmento. @. El volumen comin a estas ‘esferas vale

1

inR3_—nR2a—|— LR (7)
e ° . ].2

Al hacer variar do a todas las clil'ecéiones este volumen 'no
varia, de manera que la integral (6) queda reducida a la integral
gimple

2R : .
:‘f(4nR—na)4 (% nR3 —nR2%a + Ilé nad )'47: a2da.  (8)

0

Por otra parle, si en la primera expresién (5) de la integral
I, para llevar a cabo la integracién, se mantienen primero fijos
los planos - E;, los puntos P,,P, pueden entonces variar en el
interior de cada una de las N regiones en que S es dividida por
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,losﬁ.pla‘.nos. Llamando v; (i=1,2,8,...,/¥) al volumen de es-'

tas regiones, es por tanto _ )
w
1= f (Z02) dE, dF, .. dE,, (9
Siendo, por definicién,
N _ C
f(Zvﬁ) dE,dE,. . .dE,

<02>R: L - (10)
<N>de1 dE,. . dE, '

/

donde <v®>p indica el walor medio del cuadrado de v para el
caso ‘considerado de una esfera de radio R, teniendo en cuenta (4)
Y que el cociente V/<N> vale 1, wsu]ta

Ca I - '
<v"/[{ —_ W. B . ’ (11)

El problemé se reduce por tanto a hallar el limile de este

cociente cuando n y R, ligados por la relacién (8), tienden a

infinito, de manera que la esfera S pase a llenar todo el espacio.
Segin (8) y. (11) es
2R

<wsp=[(1--%) (1- 3‘i+—1—£')4m\z2d¢z. (12)

Hagamos el cambio de variable

v a=2R¢

con el cual la integral anterior queda .

1
n

<v>p= (1 — %) (1 —g t+ % 9) 32n Ry 22 dt '(1.3)

)

donde R esta ligado con n por (3).

L
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Observemos ahora que por mtegramones por partes suoesivas
se obtiene inmediatamente

1 ' ,

/(l_i)n”dt:' = +24
2 (1) (nt2)(nt3) | 2o

%

/(1——)nt3dt 32 B
©2 (n+1)(n+2)(n+3) (n—|—4) 2ntt

1 - \

K 128 2
Of (1_5) 1o dt = D +2)(n+3)(n+4)(n—|—5)(n+6)+2n+1

siendo A, B, C factorés cuya forma explicita no interesa, pero
que tienden a 0 al crecer n infinitamente. '

Teniendo en cuenta estos valores y sustituyendo R por su
valor en funcién de n dado por (3). de (13) se-deduce

N =0

\ ' <v?>=lim <v®>p= —43— n? (14)

. que es el resultado enunciado.-

Nota.—Obsérvese que si en lugar de suponer‘. los planos
dados arbitrariaments, se supone, que se dan independientemente
3 haces de planos perpendlculares a 8 ejes coordenados rectangu-
lares, siendo para cada. haz los planos dados también arbitraria-
mente, pero de anera que su dlslanma media sea la unidady

el valor medio de v? que se obtiene en este caso régular, no .
coincide con el anterior del caso general.

Procediendo como Goudsmit para el plano, se encuentra in-
mediatamente que en el caso regular es

v jf/?(gng)ze—(HHC) dédndt=38
000

valor inferior al del caso general considerado.
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