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SUMMARY. - Let P, P' be two eorresponding points in a conformal co
rrespondence (local) between two twice differentiable sudaces S, S' and 
let 1t, 1t' be the tangent planes at P, P' l·espetively. Let O be a variable curve 
on ~q through P and Q e 1t be its center of geodcsic curvature. If O' is the trans
formed curve of O and Q' e 1t' is its center of geodesic curvature at P', then 
we prove the following theorem: the corr,cspondellce Q -+ Q' between 1t and 
1t' is a projectivity. 

As inmediate consequences we obtain, among othe¡', the fo11owing pro
perties: a) By a conformal corresponclence between two sufaces S, S', the 
geodesic curves through a point P of S transform in curves whose centres of 
geodesie curvature at P' lie on a line; b) If more than a geodesic curve 
through P transform in a curve of nu11 geodesic curvature at P', a11 geodesic 
curves through P transforlll in eurves with the same property; c) The cen
ters of geodesic curvature of a11 10xo(lromes of n. surfn.ce of revolution tlll'ough 
a point P, lie on a line. 

When S' is aplane tllCse theorems may have applications to cartography. 

1. Enunciado del teorema. Consideremos una representación 
conforme de una superficie S sobre otra S' y sean P, P' dos 
puntos homólogos. El problema que vamos a estudiares de 
natura1eza «local», es decir, consideramos únicamente la repec
selltación conforme entre dos entornos de los pun.tos P y P'_ 
Sean 11 y 11' los pIamos tangentes a ambas superficies en P y P' 
r,espectivamente. A cada curva e de S que pasa por P corres
ponde una curva e' de S' por P'; sea Q el centro de curvatura 
geodésica de e (que es un punto de 11, ver por ej. E i se n h a r t 
[2, p. 246]) Y Q' el centro de curvatura geodésica de e' qUe es 
un punto de 11' .. Al variar e, siempre pasando por P, tenemos así 
definida una comespondencia eh tre los planos 11 y 11' • Puesto 
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que cada p¡unto Q de 1[ es oentro de curvatura geodésica de 
curvas de S que pasan por P y la transformación conforme es 
biunívoca, resulta que dicha corr.espondencia es también biu
nívoca y se extiende a todos los puntos de los planos 1[ y n'. 
El teorema principal que vamos a demostr.ar es el siguiente: 

La correspondencia Q ~ Q' entr.e los' planos 1[ y 1[' es una 
proyectividad. 

De este teorema se deducen muchos corolarios, entre ellos. 
algunos, como venemos, de posible interés en cartografía. 

Para el caso de ser S y S' dos planos, el mismo problema 
fué ya considerado por nosotros en otro lugar [5]. 

2. Demoslración del teorema. Sea X = X (u, v) la ecuación 
vectorial de la superficie S, que suponemos dos vedes diferen
ciable, referida a un sistem'a de coordenadas curviJÍnea~ orto
gonal, o sea 

(2.1) 

Tomemos el punto P como punto u = 0, v = ° y en su pla
no tangente 1[ tomemos un sistema de coordenadas cartesianas. 
ortogonales ~,1'\ tal que el eje ~ tenga la dirección da Xu y 
el eje 1'\ la de Xv. 

Consideremos la curva e que pasa por P dada por la'S ecua
ciones paramétricas u = lZ( t), V = v( t). La dirección de su t.an
g,ente en P es la del vector Xuu' + Xvv' (las derivadas toma
da~ len P). El ángulo cp que forma la normal a esta tlngante: 
contenida en el plano 1[ con el eje ~ cumple las condiciones 

VGv' 

V EU'2+Gv'2 
(2.2) 

habiendo puesto, como es costumbre, 

(~.3) 
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Las coordenadas, en el sistema ~,1'\, del punto Q, centro 
de curvatura _geodésica de een P, serán 

(2.4) 1'\ = pg sen cp 

siendo flg el radio de curvatura geodésica, o sea (ver B 1 a s -
c h k,e [1, p. 175]), 

(2.5) 
VEG( Ell.'~+Gv'2)S/2 

Pg= r 

siendo -

(2.6) I'=EG(u'v"--v'u") + 
+E u' (-1/2Ev U'2 + Gu u' v' + 1/2 Gt ,V'2) 

- G v'(1/2 Eu U'2 + Ev u' v' -1/2 Gu V'2). 

Por tanto las coordenadas de Q resultan 

(2.7) 
G V E (E U'2 + G V'2) v' 

~=- r ' 

EVa (E u'2 + G v'2) u' 
,1'\= r . 

Dada una representación conforma entre S y S', siempre 
podemos haoer, por un cambio de parámetros conveniente, que 
los puntos homólogos corne.spondan a los mismos valores de 
u, v. Entonoes, los coeficientes de las primeras formas funda-
mental,es resultan proporcionales, o sea 

E' G' 
(2.8) E = G =(1,2 

y, además, las ecuaciones u=u(t), v=v(t) que definen la cur
va e serán las mismas que definen sobre S' la curva ,trans
formada e'. Por consiguiente el valor de la expresión (2. 6} 
para e'; poniendo E' = a,2 E, G' = (1,2 G en lugar de E, G Y 
haciendo operaciones, resulta 

(2.9) 1" = (1,4. r + (E U'2 + G V'2) (G v' a.u - E u' (l,v) aS. 
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Las coordenadas del centro de curvatura .geodésica Q' de 
la curva C' ,en el punto P', ooordenada::; sobl'e el plano tan
g,ente 1(', serán las mismas (2.7) después de sustituir E, G por 
E', G', o s'ea 

. (1,5 G V E (EU'2 + Gv'2)V' 
~'-

(1,5 EV G (Eu'2 + Gv'2) u' 
~'----~--~~-"--~-'" -- r' , "l - r' 

que se pueden escribir 

(2.10) 
0.2 '!; (1,211 

'!;' = ---------------, 11' = --------------
au~ a. au,<:: av 

U--"'--=11 0.--="'--=11 
~ ~G ~ ~G 

Tanto las funciones 0., E, G como las derivadas a.u ' a.v de
hen tomarse en el punto P, es decir, son constantes al variar 
la curva C por P. Por tanto la correspondencia entre los pun. 
tos Q('!;,11) Y Q'('!;', 'l1'), expresada por las ecuaciones (2.10)' 
es una proyectividad. conforme al enunciado, del teorema. 

3. Corolarios del teoremJa. a) Supongamos tres curvas· tan
g,entes en el punto P y sean Ql' Q2' Q3 sus centroo de curva
tura geodésica en P. Según el teorema principal, la razón anar
mónica (P Ql Q2 Q3) es imiariante por transformaciones con
formes, o sea, Hamando pg¡=PQ¡ y p'g¡=P'Q'i (i=1,2,3) a 
los radios de curvatura geodésica y a sus transformados, es 

P92(P93-P!ll) _ P'92(P' ga-P' 91) 
P93(P92-P9l) - P' 93(P' 92-P' 91) 

Q bien, intl'oduciendo las curVaturas geodésicas "'g¡ = l/Pg¡, re
sulta, "mas simplimente 

".,' 9 l-x' 92 

Por consiguiente se HeIlJe: 

Dadas tres curvas de una superficie tanyen6es en un punto, 
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y siendo'Xgi los valor-es de sus curvaturas geodésicas en el mis~ 
mo, la razón 

es invariante por. transformaciones conformes. 

b) Puesto que en una proyectividad las rectas se transfor
man 'en nectas, una consecuencia inmediata del tOOI1ema es: 

'En una transformación conforme de S sobre S' las cur
vas de S qUJe pasan por un punto P y tienen en él curvatura 
g,eodésica nula (por ejemplo las geodésicas o las gecciones pla .... 
nas normales) se transforman en curvas cuyos oentros de cur
vatura geodésica en p' están en línea recta. 

En cOllS'ecUJencia: 

De las curvas de S con 'Xg = O en P, o bben hay una 
sola que se transforma en una curva con 'Xg' = O en p' o bien 
todas se transforman en curvas con 'X(/ = O en PI. 

POI' ejemplo, en la proYlección Mercator por tQdo punto no 
perteneciente al ecuador pasa únicamente el m&idiano como 
curva g-eodésica que se transforma en otra geodésica. En los 
puntos del ecuador, en cambio, todas las g,eodésicas de la esfera 
se transforman en curvas coli 'Xg' = O, o sea, f/Il -curvas que 
tienen en el ecuador un punto de inflexión. 

c) Consideremos curvas de S por P que tengan en este 
punto la milsma curvatura geodésica 'Y.g. El lugar g;eométrico 
de 1015 oentros de curvatura geodésica será una circunferencia 
de centro P y radio pg = l/'Xg. Por tanto, según .el teorema 
principal, !el lugar g.eométrico de los oentros de curvatura geo
désica de las curvas transformadals será una cónica. Vamos a 
d.emostrar, además, que esta cónica tiene un foco en P'. 

En efecto, la ecuación de la misma en coordenadas polaras 
de orig,en P' será R2 . ;'2 + 11'2, o bien, según (2. lO} y (2.4), 

(3.1) 
0.2 pg 

R = ------=---------
( a~ cos ep + ,r;- sen m)pg 

VE rG T 

0.-
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Introduciendo el ángulo & tal que 

(3.2) au=!l V E ros &, 

donde las funcion¡es au' av, E, G están tomadas ,en el punto P, 
vesulta 

(3.3) R= apg 
1- apl! cos (B'-cp) 

a , 

qlle pone de manifiesto que la curva transformada es efectiva
mente una cónica de f.ocq PI y excentricidad a pgja. 

Esta cónica será una elipse, hipérbola o parábola, según 
que la excentricidad sea menor, may-or o igual que uno, o sea, 
según que ,en ·el punto P se verifique 

Resulta así el siguiente teorema, geIlleralización, de un re~ 

sultado de R i n g 1 i6 b [4] para la transformación conforme en ... 
tr,e planos: 

Por una transformación conforme cualquier.a e.ntr,e las su~ 
perficies S y S', las curuas de S que paSJan por un punto P 
y tienen en él la misma curvatura geodésica, s,e transforman en. 
curvas cuyos centros de curvatura geodésica en el punto PI es
tán sobre una cónica, la cual tiene a p' como f(Jco. 

d) La cónica anterior (3.3) será unacircunfel1encia única
mente en el caso a pg = 0, o sea, solamente en el caso en que, 
en el punto P, se verifique a = 0, o bien, según (3.2)" 

(3.4) 

Por tanto, ,para. que una transformación conforme trans
forme en toda UTlla región curvas de curvatura geodésica cons
tante en ,curvas de curvatura g'eodésica constante, debe Vierifi
carse a = constante. De aquí: 
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Las únicas transformacwnes entre dos superficies que trans
forman las curvas de Cllrvatuna geodésica constan~ en otras de 
curootura geodésica co.nslante son las semejanzas, entendiendo 
por tales aquellas transformaciones para las cuales Sie cumple 

ds'2 = (l2 ds2 con (l = conslante. 

En particular resulta' el teorema conocido (H 1 a v a t y [3, 
p. 227]): Salvo las semejanzas, no existen transformaciones que 
$ean conformes y geodésicas a la vez . 

. 4. Una aplicación a las superficies de revolución. Una su
perficie de revolución cuyo ejo sea el eje z de un sistema car
tesiano ortogonal tiene sus ecuaciones de la forma 

(4.1) x=g(z) ros ep, y=g(z) sen ep, z=z. 

La representación ele la misma sobl'le el plano ~,11 definida 
por las "ecuaciones 

z 

jV1+g12 

11= dz 
g 

o 

·es conforme y, además, transforma las loxodrómicas de la su
perficie en rectas del plano (ver, por ejemplo, H 1 a v a t y [3, 
p. 176-177]). 

La existencia de una r,epresentación conforme que transfor
ma las, loxodrómicas por un punto P en rectas del plano, o sea 
en geodésicas del mismo, nos prueba según el corolario b) que: 

\ En toda superficie de revolución, las loxodrómioas que pa
$an por un punto tienr!.n los centros de curvatura geodésica co.
rrespondientes al mismo en línea recta. 

De aquí,. según el teorema principal: 

Toda representación" conforme de una superficie ae revolllr 
ción sobre otra superficie cualqulera, transforma las loxodró
micas que pasan por un punto P en curvas cuyos centl'OS de 
CU1'OOtura geodésica en P' están en línea recta. 
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En particular, siendo la esfera una superficie de revolución 

el teorema es aplicable a cualquier mapa que l'epl'esente la esfe
ra sobre .el plano conservando los ángulos. 
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