UNAS PROPIEDADES DE LA REPRESENTACION
CONFORME LOCAL DE UNA
SUPERFICIE SOBRE OTRA

por L. A. SANTALO

SuMMARY., — Let P, P’ be two corresponding points in a conformal co-
rrespondence (local) between two twice differentiable surfaces S, S’ and
let =, =’ be the tangent planes at P, P’ respetively, Let C be a variable curve
on § through P and Qe x be its center of geodesic eurvature. If €’ is the trans-
formed curve of C and @’ ex’ is its center of geodesic curvature at P’, then
we prove the following theorem: the correspondence @ —> @’ between w and
' 18 a projectivity.

As inmediate consequences we obtain, among other, the following pro-
perties: a) By a conformal correspondence between two sufaces S, 8’, the -
geodesic curves through a point P of S transform in curves whose centres of
geodesic curvature at P’ lie on a line; 1) If more than a geodesic curve
through P transform in a curve of null geodesic curvature at P’, all geodesic
curves through P transform in curves with the same property; ¢) The cen-
ters of geodesic curvature of all loxodromes of a surface of revolution through
a point P, lie on a line.

When S’ ig a plane these theorems may have applications to cartography.

1. Enunciado del tcorema. Consideremos una representacion
conforme de una superficie S sobre otra S’ y sean P, P’ dos
puntos homologos. El problema que vamos a estudiar es de
naturaleza «local», es decir, consideramos unicamente la repre-
sentacién conforme entre dos entornos de los puntos P y P
Sean 7 y =’ los planos tangentes a ambas superficies en P y P’
respectivamente. A cada curva G de S que pasa por P corres-
ponde una curva G’ de S’ por P’; sea Q el centro de curvatura
geodésica de C (que es un punto de =, ver por ej. Eisenhart
[2, p. 246]) y Q’ el centro de curvatura geodésica de G’ que es
un punto de 7'.. Al variar G, siempre pasando por P, tenemos asi
definida una correspondencia entre los planos = y =’. Puesto
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que cada punto Q de 7 es centro de curvatura geodésica de
curvas de S que pasan por P y la transformacién conforme es
biunivoca, resulta que dicha correspondencia es también biu-
nivoca y se extiende a todos los puntos de los planos = y ='.
El teorema principal que vamos a demostrar es el siguiente:

La correspondencia Q — Q' entre los planos m y o’ es una
proyectividad.

De este teorema se deducen muchos corolarios, entre ellos.
algunos, como veremos, de posible interés en cartografia.

Para el caso de ser S y S’ dos planos, el mismo problema
fué ya considerado por nosotros en otro lugar [5].

2. Demostracion del teorema. Sea X =X(u,v) la ecuacion
vectorial de la superficie S, que suponemos dos veces diferen—
ciable, referida a un sistema de coordenadas curvilineas orto-
gonal, o sea

(2.1) X, . X,=0.

Tomemos el punto P como punto u=0, v=0 y en su pla-
no tangente m tomemos un sistema de coordenadas cartesianas
ortogonales &,n tal que el eje £ tenga la direccion dz X, y
el eje n la de X,.

Consideremos la curva G que pasa por P dada por las ecua-
ciones paramétricas u=u(t), v=v(t). La direccién de su tan-
gente en P es la del vector X u' + X' (las derivadas toma-
das en P). El angulo ¢ que forma la normal a esta tangente
contenida en el plano m con el eje & cumple las condiciones

(X0 +Xw) . X, VGv
X+ XX VEw2+ Gue

COS P = —

(2.2) .
X +Xp). X,  VEw

| X' + X' || Xy VEwerGu2

sen @ =

habiendo puesto, como es costumbre,

(2.8) E=Xz2 G=Xp2
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Las coordenadas, en el sistema E,n, del punto Q, centro
de curvatura geodeswa de G en P, seran

(2.4) E=pgcosp, n=pgsene

siendo pg el radio de curvatura geodésica, o sea (ver Blas-
chke [1, p. 175)),

EG(Eu'24-Gv'2)8/2

siendo
(2.6) I'=EGuv—vu")+
+Evw (—1/2E,u2+G,u' v +1/2G,v?)
—Gv(1/2E,u?+ Eyu v —1/2G, v?).

Por tanto las coordenadas de Q resultan

T DT /2 9y |
2.7) e GVE(DuP—]—Gv )v’
EVG (Ew2+Gv2)w
M= T .

Dada una representacién conforma entre S y §’, siempre
podemos hacer, por un cambio de parametros conveniente, que
los puntos homoélogos cormespondan a los mismos valores de
u,v. Entonoes, los coeficientes de las primeras formas funda-
mentales resultan proporcionales, o sea

2.8 LA -
(2-8) TG "

y, ademas, las ecuaciones u=u(t), v=uv(t) que definen la. cur-
va C serdn las mismas que definen sobre S’ la curva trans-
formada C’. Por consiguiente el valor de la expresién (2.6)
para C’; poniendo E'=a?E, G'=02G en Iugar de E,G y
haciendo operaciones, resulta o

(2.9) I"'=atl'4+(Eu2+Gov?) (Gvoa,—Eu a,)as.
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Las coordenadas del centro de curvatura .geodésica Q' de
la curva C’ en el punto P’, coordenadas sobre el plano tan-
gente 7/, serin las mismas (2.7) después de sustituir E, G por

E', G, o sea

__ &SGVE (Eu? + G2y e ws B\ G (Eu2 4 Gu'2)w

g= T m

que se pueden escribir

, o E , a2 n
(2' 10) = du av s W= Qu 13 av
a— r— _—— a'— = har——
VE VG n VE VG N

Tanto las funciones o, FE,G como las derivadas a,,a, de-
ben tomarse en el punto P, es decir, son constantes al variar
la curva G por P. Por tanto la correspondencia entre los pun-
tos Q(§,n) y Q(¥,n'), expresada por las ecuaciones (2.10)
es una proyectividad, conforme al enunciado del teorema.

3. Corolarios del tecorema. a) Supongamos tres curvas: tan-
gentes en el punto P y sean Q,, Q,, Q3 sus centros de curva-
tura geodésica en P. Segun el teorema principal, la razén anar-
moénica (P Q; QyQ;3) es invariante por transformaciones con-
formes, o sea, llamando pg;=PQ; y p'gi=P'Q'; (i=1,2,3) a
los radios de curvatura geodésica y a sus transformados, es

sz(Pga"Pm) - P'gz(Plgs"P'gzt)
Pgs(Pge—Pg1)  P'g3(P'92—P'g1)

o bien, introduciendo las curvaturas geodésicas %g;=1/py;, re-
sulta, mas simplimente

’ ’
Xgi—%gs _ ¥ g1 %gs

c . ) ’
%g1—*%g3 % —%ga

Por consiguiente se tiene:

Dadas tres curvas de una superficie tangentes en un punto,
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y siendo xg; los valores de sus curvaturas geodésicas en el mis-
mo, la razén

%xg1—%gg

*g1—%g2
es invariante por transformaciones conformes.

b) Puesto que en una proyectividad las rectas se transfor-
man en rectas, una consecuencia inmediata -del teorema es:

En wna transformacion conforme de S sobre S’ las cur-
vas de S que pasan por un punto P vy tienen en él curvatura
geodésica nula (por ejemplo las geodésicas o las secciones pla-
nas normales) se transforman en curvas cuyos centros de cur-
vatura geodésica en P’ estdn en linea recta.

Er consecuencia:

De las curvas de S con %g=0 en P, o bien hay una
sola que se transforma en una curva con %y'=0 en P’ o bien
todas se transforman en curvas con %/ =0 en P’

Por ejemplo, en la proyeccién Mercator por tado punto no
perténeciente al ecuador pasa unicamente el meridiano como
curva geodésica que se transforma en otra geodésica. En los
puntos del ecuador, en cambio, todas las geodésicas de la esfera
se transforman en curvas con xy’=0, o sea, en curvas que
tienen en el ecuador un punto de inflexi6n. ‘

c¢) Consideremos curvas de S por P que tengan en este
punto la misma curvatura geodésica x%¢. Ll lugar geométrico
de los ocentros de curvatura geodésica sera una circunferencia
de centro P y radio pg=1/xg. Por tanto, seglin el teorema
principal, el lugar geométrico de los centros de curvatura geo-
désica de las curvas transformadas serd una coénica. Vamos a
demostrar, ademas, que esta conica tiene un foco en P'.

En efecto, la ecuaciéon de la misma en coordenadas polares
de origen P’ serd R2=E24 1’2, o bien, segun (2.10) y (2.4),

2
(3.1) R=— .
o — (l-/—i cos ¢ - l7asen cp)pg
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Introduciendo el dngulo 9 tal que

— — 2 g2
(3.2) o,=a\Ecos9, a,=a \{Gsen$, a2=2}j7 %

donde las funciones o, o, E, G estin tomadas en el punto P,
resulta

%Pg

1— 2% cos (9—g)

a

(3.8) R=

que pone de manifiesto que la curva transformada es efectiva-
mente una cénica de foca P’ y excentricidad apg/a.

Esta conica serd una elipse, hipérbola o pardbola, segin
que la excentricidad sea menor, mayor o igual que uno, o sea,
segin que en el punto P se verifique '

Resulta asi el siguiente teorema, generalizacién-de un re-
sultado de Ringleb[4] para la transformacién conforme en-
tre planos:

Por una transformacion conforme cualquiera entre las su-
perficies S y §’, las curvas de S que pasan por un punto P
y tienen en él la misma curvatura geodésica, se transforman en
curvas cuyos centros de curvatura geodésica en el punto P’ es-
tdn sobre una conica, la cual tiene a P’ como faco.

d) La cénica anterior (8.3) serd una circunferencia tnica-
mente en el caso apy=0, o sea, solamente en el caso en que,
en el punto P, se verifique a=0, o bien, segun (3.2),

(3; 4;) au:O, vazo.

Por tanto, para que una transformacién conforme trans-
forme en toda una regién curvas de curvatura geodésica cons-
tante en curvas de curvatura geodésica constante, debe verifi-
carss o« =constante. De aqui:
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Las tnicas transformaciones enire dos superficies que trans-
forman las curvas de curvalura geodésica constante en olras de
curvatura geodésica conslante son las semejanzas, entendiendo
por tales aquellas transformaciones para las cuales se cumple

ds?=02ds? con o= conslante.

En particular resulta el teorema conocido (Hlavaty [3,
p. 227]): Salvo las semejanzas, no existen transformaciones que
sean conformes y geodésicas a la vez.

4. Una aplicacion a las superficies de revolucion. Una su-
perficie de revolucién cuyo eje sea el eje z de un sistema car-
tesiano ortogonal tiene sus ecuaciones de la forma

{4.1) z=g(z)cosp, y=g¢g(z)senyp, z=z.

La representacién de la misma sobre el plano &, 1 definida
por las -ecuaciones

14g'2
E—g, n= Vlid

es conforme y, ademas, transforma las loxodromicas de la su-
- perficie en rectas del plano (ver, por ejemplo, Hlavaty [3,
p. 176-177]).

La existencia de una representacién conforme que transfor-
ma las loxodrémicas por un punto P en rectas del plano, o sea
en geodésicas del mismo, nos prueba segun el corolario b) que:

, En toda superficie de revolucidn, las lozodrémicas que pa-
san por un punto tienén los centros de curvatura geodésica co-
rrespondientes al mismo en linea recta.

De aqui, segin el teorema principal:

Toda representacion. conforme de una superficie de revolu-
cidn sobre otra superficie cualquiera, transforma las loxodrd-
micas que pasan por un punio P en curvas cuyos ceniros de
curvatura geodésica en P’ estan -en linea recta.
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En particular, siendo la esfera una superficie de revolucion
el teorema es aplicable. a cualquier mapa que represente la esfe-
ra sobre el plano conservando los angulos.
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CRONICA

AGRUPACION RIOPLATENSE DE LOGICA
Y TFILOSOTIIA CIENTIFICA

El 6 do octubre de 1956, un grupo de profesores universitarios se reunié
en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, bajo la presidencia del Ing.
José Babini, y resolvi6 fundar la Agrupacién Rioplatense de Légica y T'ilo-
sofia Cientifica. Iista sociedad cientifica agrupari a los cultores y estudiosos
de la légica moderna y de la epistemologia residentes en Argentina y Uru-
guay. La primera asamblea ordinaria de socios, realizada el 10 denoviembre,
aprob6 el estatuto de la sociedad, eligié sus autoridades, y formulé el plan
de trabajo de la misma.

La finalidad de la A.R.L. y F.C. es contribuir al estudio, diseusién y di_
fusién de los siguientes temas: (I) l6égica moderna y sus aplicacioens; (II)
epistemologfa y fundamentacion de las ciencias; (III) métodos ecientificos
en filosofia. Para lograr estos fines, la Agrupaciéon propenderi a: (I) vin-
cular a los estudiosos de estas diseiplinas; (II) estimular las investigaciones
en estos campos, mediante la organizacién de seminarios, grupos de estudio,
ate.; (III) difundir los conocimientos relacionados con estos temas median-



