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CURVAS Y CUATERNIONES

Luis A. Santal$

RESUMEN. Bs bien sabido que las rotaciones alrededor de un punto,
en 23 , Se representan biyectivamente por los puntos del espacio

eliptico S3. A una curva v de S, corresponderf una familia de rg
taciones dependientes de un parfmetro. El objeto de esta nota es:
1° Calcular la curvatura y la torsibn de la curva v de S, en.fun

cibn del vector V (velocidad instantfnea) de la rotacién corres-
pondiente de 53 (f6rmulas (4.15) y (4.18)).

2° Aplicar el resultado al caso de las '"rotaciones de Frenet”, o
sea, & las rotaciones correspondientes al triedro de Frenet
(T,N,B) de una curva de 53. Resultan asf los teoremas del final
del trabajo.

1. INTRODUCCION: RESULTADOS CONOCIDOS,

Sea 23 el espacio euclidiano de 3 dimensiones.

Un cuaternién es un ndmero hipercomplejo

(1.1) as=a,+a i+ 8, j o+ a, k

0

donde a, son nGmeros reales (componentes del cuaternifn) y las

i
unidades i, j, k cumplen, para el producto, las relaciones

(1.2) 12 a32ax?aijke -1
de las cusles se deducen
(1.3 ie2jke-<kj , jeoki=-ik , k=4ij = -ji

de manera que los cuaterniones forman un flgebra asociativa, no
conmutativa. Ls primera componente a, se llama la oomponente es-
galar y las 8, 8,, 8, las oomponentes veotoriales.

A todo cuaternidén a asociamos el vector

I
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(1.4) A=a I+a,J¢+a, KX

1 3

que tiene por componentes a, a,, a respecto de una terna de vec

3
tores ortonormales I, J, K. En todo lo que sigue las letras mi-
ndsculas (sin Indices) indicarén cuaterniones y las mismas letras,
may@isculas, indicarén los vectores correspondientes. Reciproca-
mente, a todo vector (1.4) haremos corresponder el cuaternibn
"puro”" (con la parte escalar nula) que tiene por componentes vec
toriales las componentes del vector. Obsérvese que en esta corres
pondencia, a los cuaterniones unidad i, j, k, corresponden los
vectores de la base I, J, K,

Representaremos por a* = ao-ali-azj-ask al cuaternién conjugado

de a. La norma de un cuaternibn es entonces

(1.95) N(a) = aa* = a*a = ag + af + a§ + ag
y el inverso de a , es
(1.6) a”l - 2t
N(a)
Se observa que es
(1.7 N(ab) = (ab)(ab)* = abb*a* = N(a)N(b)
Para un cuaternién puro es
(1.8) u* = -u , N(u) = u(-u) = -u?

y si es de norma unidad, se cumple

(1.9) u® = -1

Es bien sabido que una rotacién X — X' en E, alrededor del ori-
gen, se puede representar mediante cuaterniones por la expresién
(1.10) x' = qfxq = q-lxq

donde x es el cuaternibn puro correspondiente al vector X y q es
un cuaternién de norma unidad,

El cu;tornibn -q representa evidentemente la misma rotacién.
Como dar q equivale & dar sus componentes qq » que por ser q de

norms unidad satisfacen la relacién qg * qf + q; + q; « 1,resul-

ta que a todo punto de 1la esfera unidad de E, corresponde una ro-

B
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taci6n de E; y a puntos diametralmente opuestos corresponde la
misma rotacifn. Se puede demostrar ficilmente que esta correspon-
dencia es biyectiva y como la esfera unidad de E;, con los puntos
diametralmente opuestos identificados, es el espacio proyectivo
P3, se puede enunciar:

Las rotaciones de E3 alrededor de un punto, estén en corresponden
cia biyectiva con los puntos del espacio proyectivo P,. Més exac-

tamente, este espacio P, es el espacio del grupo de las rotaciones
de E; alrededor de un punto.

En el espacio proyectivo P, se puede introducir la distancia ¢
entre dos puntos a, b por la f6rmula

(1.11) cos ¢ = 3(a*b + b*a) = Ca,b) = a by + ajb, + ah, + a b,

El espacio proyectivo P, con esta métrica se llama el espacio &lip-
tico S,.

Tenemos asf una correspondencia biyectiva entre las rotaciones

de E3 alrededor de un punto y los puntos de S3. A una familia de
rotaciones dependientes de un parimetro corresponderf una curva
de S3. Nuestro objeto es estudiar esta correspondencia.

Para ello necesitaremos algunas f&rmulas que vinculan los vecto

res de E; con los cuaterniones (que son los puntos de 53).
Se introduce la notacién

(1.12)  (a,b) = J(a*b + b%a) = agby + &b, + a,b, + ajb,

y dos puntos se llaman conjugados (ortogonales) si su distancia
es /2, o sea

(1.13) (a,b) =(b,a) =0
Si a,b son cuaterniones puros, es
(1.14) (a,b) = A.B

donde A.B indica el producto escalar de vectores de E,.

Entre 3 vectores A, B, C de E; y sus correspondientes cuaternio-
nes puros a, b, ¢ se puede comprobar la relacibén

(1.15) (ABC) =} (cba - abc)

donde (A B C) es el producto mixto (A A B).C, o ses, el determinsp
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te 3x3 formado por las componentes de los vectores A,B,C.

Si [a,b,c,d] representa el determinante formado por las componen-
tes de los 4 cuaterniones a, b, c, d vale

(1.16)  la,b,c,dl = F (cb*ad* + da%bc* - ab*cd* - dc*ba*)

2. CURVAS EN 53.

Sea q = qo(t) la curva representada por el cuaternién qo de nor-

ma unidad (punto de S,). Sus ecuaciones paramétricas son qg - qg(t).
funciones que supondremos de clase c3.
A cada punto qo de la curva consideramos unido un tetraedro auto-

conjugado qi (i=0,1,2,3), o sea,

(2.1) (ql,qf ) = 54

1.2 3,2

De estas condiciones se deduce que [qoq qQ“q”]1° = 1 y por tanto

(qoqlqzqal = %1, Supondremos siempre que
(2.2) 1a%%q2%q3) = #1
Por un desplazamiento elemental es

3
(2.3) dqt - L, Wy ", 1°0,1,2,3
h=

A partir de (2.1) se deduce

(2-4) “’11 =0 » ‘J{j + “’11 -0
Tomando q1 sobre la tangente en el punto qo es “Pz = 0 y tomando
q2 sobre el plano osculador es upa - “}3 = 0, con lo cual queda
dq® = “’01“1
1 0 0
(2.5) dq” = -w'yq + o jq?
dqz - -Ulqu + o)zaqs

dqa - - wzaqz



45

que son las férmulas de Frenet para las curvas del espacio elfp-
tico 53.

Para futuros usos, conviene calcular ql, qz, q3 en funcién de

q° = q. Se tiene, por ser q de norma unidad

(2_6) qo..q y (9,9) -q.q.qq.- 1 , (q’q') = (

(2.7) ql = ——
(q ,q")
De aqui
1 ¢ ] ) [1 . ] e ]
(2,8) q L LJ&-—Q-—S%—M
(Q'iQ')s 2

Para hallar q2 procederemos por coeficientes indeterminados, po-
niendo

(2.9) a" = 2q% + uq! ¢ vq?

de donde, dadas las condiciones de ortonormalidad (2.1), resulta

(2.10) A=(q"a) ., o o=(qlgl) = :_CL'..S_LIW

qQ',q"

y por tanto

(2.11) qz = ;'7 (q" - (q",q) q - M:L qQ')
(q',q"

El coeficiente » se determina por ser qz de norma unidad, resul-
tando

" 2
(2.12) vz = (q",q" - (Q|Q")2 A S W
(ql’q')

La expresibn de q3 es mis complicada y no la vamos a necesitar.

3. LA CURVATURA Y LA TORSION DE UNA CURVA DE 83.

A partir de las f6rmulas de Frenet (2.5) se introducen las siguien
tes definiciones
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(3.1) “pl = ds = elemento de arco = (q',q")

o

(3.2) —31 = k = curvatura

1/2 dt

(3.3) —= = w = torsibn

Para calcular k a partir de la curva q = q(t) = qo(t), se observa
que a partir de (2.5) se deduce

(3.4) “}2 - <dq1.q2) - (ql'.qz) dt =

.1 [(q'.q'>(q"i M- (g'.q">2 - (q',a"¢a",q )2] -
4 (Q'DQ')3/2

. (l9.a"¢a"a" - (a',a"¢a,a? - (q',qm %12

(q',q" 2

y por tanto

(3.5) kz - (q'.q')(q",q") d (Q'.Q'J(Q.Q")z = (Q'-q")z
<q'.q'>3
Teniendo en cuenta que
(q,q") =0 , (q,9" +(q',q") = 0 , (4,9 = -(q',q")

se puede escribir también

(3.6) T UCLITUR L I ¢atam?
(q',q"

Comparando (3.5) con (2.12) resulta

(3.7 v? = (q',q" % k2

Para el cflculo de w procederemos de manera indirecta. Sabemos
que es

1/2
/ ql 2

q' =(q',q" » qQ" = qu + pql + vq

y pongamos q"' = (..) q°'¢ (..) q1 + (.4) qz + nq3 , donde los’vg
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lores de los paréntesis no interesan. Por ser el determinante

[qoqlqzqal = 1, serd

/2,

(3.8) [q qo qn qn|] .’(qv.q') n

El valor de v estd dado por (3.7). Para hallar % observemos que

es (q",q3) = 0 y también

(3.9) 1 =¢q",qY = ((AqPuqlevq?)',qP = wq?',q

puesto que (ql',q3) = 0 por tener ql' solamente componentes se-
gon q, q*, o

Por otra parte se tiene

ot 2, .3

- —3 . -
(3.10) w wo S_‘l__.lﬂ._?_,_ ———'L—-m

y <atant’? wqr,qn
y comparando con (3.8) y aplicando (3.7) resulta

(3.‘1) kz W = ] " "y
(q',q"

que, puesto que ya se conoce k, nos da el valor buscado de w en
funcifn de q y sus derivadas.

4. RELACIONES ENTRE LAS CURVAS DE 53 Y LAS FAMILIAS DE ROTACIONES

E” 53.

Una rotacién en Ba alrededor del origen, se puede considerar de-
finida por la posicifn de la terna ortonormal de vectores

(Bl, Ez, 53) transformada, por la rotacién dada, de la base ini-
cial I, J, X. Por la rotacién definida por el cuaternién q = q9,

los vectores E son los correspondientes a los cuaterniones
(4.1) efaqriq , e?=q*jq , e =q kq

0 sea,

S
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1 < .
e = (qg*qf-qi-qg)l + 2(q;,q,-9594)F * 2(q;a3%949,)k
2 . .
(4.2) e = 2(qyq;%q,q,)i + (qg-qf*qi-q§)3 + 2(q,94-949, )k
3 . . 2 2 2
e” = 2(a;,a5-90q,)1 + 2(q4q,+q,a,)) * (qo-ql-qi*q3)k

Es decir, la terna ortonormal de vectores (El, Ez, 53) que defi-
ne la rotacifén correspondiente al cuaternién de norma unidad q,

es la de los vectores El que tienen las mismas componentes que
los cuaterniones ei, dadas por las férmulas anteriores.
Consideremos la familia de rotaciones correspondientes a los pun-

2

tos de la curva q(t) = qo(t). Por ser (El, E®, Ea) una terna or-

tonormal, es el get - 0, el ded + Ed.aEl - 0 (i ¥ j) y por tanto

2

los vectores dEi/dt se expresan en la base (El, E®, E3) en lg

forma

1 2 3
(4.3) 9B o 4g?2 - g3, 4B . yp! 4 apd, 4B . ggl . 4E?

dt dt dt

Los coeficientes a, 8, v tienen claro significado geométrico.
Ellos son, efectivamente, las componentes respectivas de la base

mévil (Bl, Ez, 53) del vector rotactidn instantdnea
(4.4) H = aE! + 8EZ + vB3

El nombre proviene de que el movimiento, en cada instante, es una
rotacifén alrededor de H, puesto que del/dt = H A EL,

Teniendo en cuenta que las componentes de B1 son las de ei en
(4.2), resulta

ag?

3
prali 2(a59; - ajdq * aja, - aja,)

(4.5) f e ) Bl « 2(q! ' '
' T 992 - 4193 - Q94 * q3q,)

1
dE 2
Y —, B - 2 ] + [] - ' -
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2qy=aq; *+8q,+17q,

2ap = -aqy-B8a;va,

(4.6)
Zagmaqy-fay-Tq

2 qé = -aq, + 8 q -7 9

Bstas ecuaciones pueden condensarse en

4.7) -2q'=vq , v=-2gq'q}
donde
(4.8) veai+pj+rk

es el cuaternifén correspondiente al vector
(4.9) Veeal +§J +7vK
Nuestro objeto es calcular ahora la curvatura y la torsién k, w

de 1la curva q(t) de S3, en funcién del cuaternibn v (4.8) cuyas

componentes «, #, v tienen significado geométrico en el espacio
de las rotaciones B,.

Para ello, de (4.7) se deduce
1
Q' = - -vq
2
Q" = -(1/2)(v'q + vq') = - '; (v'q - ';v v q)

Q"' --';(V"q-V'vq-‘;VV'q*%vvvq)

(4.10)
ql. o - l q. v.
q“‘ . . 1— (q‘v'. - l q. ve v*)
2 2
q"'h . - Liqevre - qtvey'e . LRPTIRT I 1 qoveve)
2 2 4
Introduciendo el vector V definido por (4.9), tenemos

(4.11) V2 e vty u vy ye s VW' e i (vav! + vity)
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2 2

que son, ambas, expresiones escalares, a saber: V2 = a® + ’2 + 74,
VV'=aa' + 8* + yy', Por otra parte, siendo v un cuaternién
puro, es

(4.12) Vvt e 0 |, vvs=ytyh

y por ser q de norma unidad, es

(4.13) q*q = aq* =1 , q*'q +q*q' =0, (q',q9) =(q,q" =0
Con estas relaciones, de (4.10) se deduce flcilmente

2 1 1

(qQ',q" = =V" , (q",q") = Te wHi . iV'z » £q',q™ -:vv-

o |-

con lo cual queda

(4.14) K. V2V 2 (vvny?
w3

o sea, en notacién vectorial

(4.15) k% = 4 (vav)?
w23

Para hallar la torsién w, aplicamos la relacifén (1.16),
(4.16)[([ q'qnqvu] - l(q"q'*qq""*q"'q'q'q""qq'"q"q""-q"'q"'q'q‘)
4

Teniendo en cuenta los valores (4.10) y las relaciones (4.11),
(4.12) y (4.13), después de un cdlculo un poco largo, pero sin
artificios, resulta

(‘.‘7) [q q'q"q"'l - - _;, (v V'V") * % ((v vo)z - v2 v.z)

donde en el segundo miembro se trata de operaciones con el vec-
tor V.

Por tanto, teniendo en cuenta (3.11) y (4.14), resulta
2 tattatty vV'v"
(4.18) kw.l&.ﬂJ._&TL..gL. ) . 2
(q',q") )

de donde, conociendo k por (4.15), se puede expresar w en funcién
de V y sus derivadas.
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5. ROTACIONES DE FRENET,

Llamaremos rotaciones de Frenet a las rotaciones alrededor de un
punto de E; que corresponden al movimiento del triedro de Frenet
(T,N,B) de una curva del espacio Ej, Esto quiere decir, que los
versores T,N,B que definen el movimiento (tangente, normal prin-
cipal y binormal de una curva) satisfacen a las ecuaciones de
Frenet

ar .
ds

kN

(s.1) aN |kt + B
ds

dB

— - - N
ds

Bs decir, comparando con (4.3) resulta que el vector V tiene las
componentes a = r , f = 0 , v = x, 0 sea, es el vector
Verl+ kX, siefido x,7 1a curvatura y la torsién de la curva de
E,.

3

Segln esto, la curva de Sj3 correspondiente a una rotacién de
Frenet, tendrf la curvatura y la torsifn dadas por

(5.2) k= Zj%!l_;iﬁé§% = 2 g— arc tan r
ds K

k® +1%)
Y, 31 k o 0, entonces

(5.3) w e -1

De aquf se deduce:

1° A lae hélices de B, (x/r = constante) corresponden las rectas
(k=0)} de 53.

2° A las ourvas de By que no gon hélices, corresponden ourvas de top
sién oonstante (w=-1) de S3. Parq estas ourvas, la ourvatura to-

tal Ik ds es un miltiplo de 4% (Znaiutdo 0).
Podemos preguntar, icukl es 1a condicién para que la rotacién de-
£inida por 1as ecuaciones (4.3) sea un movimiento de Frenet?

Pars ello serf necesario y suficiente que exista un cambio de ba-
se ortonormal, ses
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(5.4) Al = §Tal EM | 51,23

con la matriz (aih) ortogonal, tal que el versor rotacifn instan-
tinea H (4.4) no tenga componente seg(in Az,o sea, se verifique
Az.H = 0, lo que equivale a

2 2 2
(5.5) aa®, ¢ Ba 2 * 787, =0

de donde se deduce (puesto que las a®, son constantes) .

3
|2 |2 2- !2 '2 2-
(5.6) a'a®) + B'a®, + y'a’, 0, «'a” +p'a”, +7'a", =0

y para que este sistema (5.5), (5.6) tenga solucién debe ser

a B v
(5.7) (V V'V') = a' B' y'l= o0
all Bll 1"

Reciprocamente, si esta condicibén se cumple, el sistema (5.5),
(5.6) tiene solucibn y se tiene el versor Az, que completado con

Al, A? de manera que formen una terna ortonormal, determinan un
triedro de Frenet. Por tanto se puede enunciar:

3° La oondicién necesaria y suficiente para que uma rotacién de-
finida por el sistema (4.3) sea una rotacién de Frenet, s que

aea (V V'V") = 0, gtendo V el vector (4.8), lo que equivale a la
oondieidn (5.7)., Segun (4.18), la condicidén es equivalente a qué
sea w=-1, siendo W la torsidén de la ourva de S3 asociada a la ro
taoidén, éiempre que eeta curva sea de curvatura k dietinta de cero.
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