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1. INTKODICCÜ'IN 

La teoría de la Relatividad General (Einstein [2], 1!»1G) parte de 
la hipótesis fundamental de que el espacio-tiempo es una variedad 
diferenciable con una métrica de Riemann, es decir, una variedad 
diferenciable con un tensor simétrico, no degenerado, dos veces co
variante. Para determinar las componentes ,^ij de este tensor, Eins
tein establece las «ecuaciones de la gravitación», que en el vacío son 
de la forma G,; = O, siendo G,y el llamado tensor gravitatorio, cu
yas componentes son funciones de las del tensor fundamental .ç,/. 
La elección del tensor G,; fue en gran parte obra de la intuición de 
Einstein. pero poco tiempo después, E. Cartan ([11, 1922) demues
tra que el tensor G¡i es el único tensor simétrico de segundo orden 
que cumple las dos condiciones siguientes: a) Las componentes G,/ 
dependen únicamente de las gn y de sus derivadas parciales de pri
mero y segundo orden, siendo lineales respecto de las de segundo 
orden : b) El tensor G(, es conservativo, en el sentido de que se cum
plen las ecuaciones G'^^ = O, donde el punto y coma indica deri
vación covariante. La primera condición es de «simplicidad», es de
cir, está de acuerdo con el criterio de ensayar siempre la mínima 
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p.nción «Manuel Afruilar». concedida por la Fundación Apuilar (años IflflR-flft). que 
permitió la estada del autor en Paris y Madrid por unos meses trabajando 
sobre el tema. Cumplo con ^usto el deber de agradecer a la Fundación Aguilar 
por tan generosa ayuda. 
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complicación. La segunda condición es obligada por la interpreta
ción física, siendo equivalente al principio de conservación de la 
energía. 

La Relatividad General tuvo éxito espectacular para explicar los 
fenómenos gravitatorios, pero la misma simetria de los tensores 
básicos (gil y Ci,¡) no permitieron interpretar los fenómenos del elec
tromagnetismo, caracterizados fundamentalmente por un tensor an-
tisimétrico. Nació entonces la idea de buscar otras geometrías del 
espacio-tiempo, más amplias que la geometría de Riemann, que ex
plicaran e interpretaran geométricamente ambos campos, gravítatorio 
y electromagnético, y aún, como posibilidad ideal, también los cam
pos nucleares. Las tentativas han sido muchas y de índole muy va
riada. Por un lado se ha ensayado mantener la hipótesis de que el 
espacio-tiempo e« una variedad de Riemann. pero variando el nú
mero de sus dimensiones: son las teorías multidimensionales de Ka-
lu2a [9], Klein [10], Thiry [231. Jordán [8] o las teorías proyecti-
vas (Ludwig [14]). para no citar más que las principales. Por otra 
parte, se ha ensayado la hipótesis de que el espacio-tiempo sea una 
variedad diferenciable con una conexión afín, sea simétrica (Edding-
ton [5], 1922; H. Weyl [27], 1918; Einstein [3]. 1925) o no simétri
ca (Schródinger [21, 22], 1947-48; Einstein [4], 1950). Citamos sólo 
a los autores más significativos. Una recopilación de todas estas 
teorías, con abundante bibliografía, puede verse en el libro de 
M. A. Tonnelat [26]. Ver también A. Lichnerowicz [11]. 

Todas estas teorías han tenido poco éxito desde el punto de vista 
físico. Tal vez ello sea debido a que no existan para ellas teoremas 
al estilo del mencionado de E. Cartan, que ayuden a elegir las ecua
ciones del campo por razones de simplicidad, con resultado único. 
Aparecen, al contrario, muchas posibilidades, cada una con sus ven
tajas e inconvenientes parciales y con los mismos derechos, desde el 
punto de vista matemático, para ser elegidas. 

Sin embargo, si bien los resultados para la física han sido esca
sos, las tentativas han resultado útiles para la matemática, contrí-
bubyendo notablemente a enriquecer la geometría de las variedades 
diferenciables, planteando nuevos problemas y consiguiendo resul
tados sobre su estructura y comportamiento. Las teorías menciona
das de Schródinger y Einstein, desarrolladas entre los años 1947 y 
1951 parecen ser las más ricas desde el punto de vista matemático, 
por sus muchas posibilidades. Consisten, en lineas generales, en 
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asignar al espacio-tiempo un tensor g,/ no necesariamente simétrico 
y una conexión afín r',*, tampoco necesariamente simétrica, estan
do ambos objetos geométricos vinculados por ciertas ecuaciones del 
campo. Estas ecuaciones se obtienen generalmente a partir de un 
«principio variacional», entre otras cosas para asegurar su compati
bilidad, y por tanto el problema se concentra en la elección del la-
grangiano de este principio variacional. 

Hay muchos lagrangiaijos posibles y, aun manteniéndose bajo 
cierta.s condiciones de simplicidad, no es posible conseguir una uni
cidad (como en el caso de la Relatividad General") que avale ciertas 
ecuaciones con preferencia a las demás. Einstein [4] propone como 
criterios posibles lo que llama «simetría pseudo-hermitiana» o la con
dición de X-invariancia, pero aun con esta? condiciones la indeter
minación subsiste. 

En trabajos anteriores (Santaló [17, 18, 19. 20]) hemos conside
rado el problema de ordenar todos los lagrangianos posibles, dentro 
de ciertas condiciones de simplicidad, y de hallar las ecuaciones del 
campo en una forma general que comprenda a todos ellos. De esta 
manera, si se aceptan las condiciones de simplicidad establecidas, las 
ecuaciones del campo deben elegirse entre unas ecuaciones generales 
que obtenemos explícitamente y que dependen únicamente de ciertas 
constantes. Dando valores diversos a estas constantes se tienen dis
tintas posibilidades. Con ello se tiene la ventaja de tener en forma 
conjunta las ecuaciones del campo de varías teorías. Incluso, supo
niendo a posteriori que la conexión o el tensor fundamental son si
métricos, se tienen las ecuaciones de varias de las teorías simétricas 
conocidas. 

La solución de las ecuaciones del campo es un problema que no 
intentamos. Para cada conjunto particular de constantes elegidas la 
solución posiblemente se podria llevar a cabo por los métodos (com
plicados) con que Tonnelat [25] y Hlàvaty [7] resolvieron las ecua
ciones del campo unificado de Einstein de 5950. Más factible parece 
ser limitarse al caso de soluciones con ciertas simetrías, por ejemplo 
simetría esférica o cinlindrica. o bien ensayar soluciones aproxima
das. Pero ello origina otro tipo de problemas, no demasiado atrac
tivos desde el punto de vista matemático por la complejidad de su 
expresión en fórmulas, ni demasiado promisorios en cuanto a apli
caciones físicas. Por esto no entramos en este trabajo en el proble-
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nia de resolver las ecuaciones generales del campo. Creemos que su 
planteo y expresión en forma relativamente simple, dada su gene
ralidad, es ya un paso que puede tener ciertos interés, por lo menos 
desde e! punto de vista de la sistematización: muchas variantes, al
gunas conocidas y otras por ensayar, están contenidas como casos 
particulares de las ecuaciones generales que damos. 

Para ser completos, incluimos algunos de los resultados obteni
dos en otros lugares que ya mencionamos, pero la e.xposición de 
conjunto y muchos detalles complementarios son nuevos. 

2. NOTACIONES y FÓRMULAS CONOCIDAS 

En todo el trabajo nos referiremos a una variedad diferenciable 
M, de dimensión n, conexa y de clase C~. Para el espacio-tiempo, 
que es el casfT que interesa en física, es n = 4, pero como no hay 
apenas diferencia con el tratamiento general, supondremos siempre 
qtie fe trata de una variedad diferenciable de dimensión n. 

Supondremos que en M están dados dos objetos geométricos, de 
clase C , a saber: a) Un tensor de segundo orden, no necesariamen
te simétrico, representado por .c,., tal que 

g = det(,g,^)^0. (2.M 

Puesto que g, no siendo nulo en ningún punto, tiene signo cons
tantes sobre M, supondremos g > 0. Si fuera g < O, en las expre
siones en que aparezca la raíz cuadrada de g pondríamos —g y to
das las fórmulas seguirían valiendo igual. 

b) Una conexión afín F'y», no necesariamente simétrica. 

A partir de g,i .se construye el tensor contravariante g'^ por las 
relaciones usuales 

Su g'" = í/, g*' = 8,», (2.2^ 

donde 8 / es el ten.sor de Kronecker. 

En vez de los tensores g,/, g" es cómodo utilizar las densidades 
tensoriales 
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Ue estas relaciones se deduce, inversamente, 

g„ = 0,1 r.-·/<'·+=> r ' = í?" 0-i/("+->, (2.4) 
donde 

G = (let (^ , , ) = ,j("+2)/-'. (2.5) 

A partir de la conexión Y'¡^ se deduce la conexión simétrica 

y el tensor de torsión 

SV- —(rs,-rv^, (2.7) 

el cual, por contracción, da el vector 

S, = S'^,. (2.8) 

Aunque después veremos todos los tensores de segundo orden 
que se pueden formar con la conexión dada (bajo ciertas condiciones 
de simplicidad), conviene que recordemos algunos de ellos. Por con
tracción del tensor de curvatura 

R"'». = r v . - r « „ , , +r',»r",, - r ' „ r" . (2.9) 

resulta, en primer lugar, el tensor de Ricci: 

R,» = R̂ .»« = r«,».„ - r",«,» + r-,« r ' „ - r",» r»,„. (2.io> 

donde las comas indican, como es costumbre, derivación parcial or
dinaria. 

Otra contracción del tensor de curvatura es 

R*,„ = R"»,,» = A"« ,»- i*«»., + s , , - s, ,, (2.11) 

Puesto que S» , — S,» es un tensor (rotor) de ("2.11) se dedu
ce que 

à„ = A%,,-A%,.,. (2.12) 

es también un tensor (antisimétrico). 



— 400 — 

Debemos observar que muchos autores toman el tensor de Ricci 
con el signo cambiado. No hay unanimidad al respecto, pero ello es 
sólo cuestión de convenio que no influye en los resultados que si
guen. Únicamente debe tenerse ello en cuenta al comparar fórmulas 
de un autor con las de otro. 

La conexión T';» da lugar a una derivación covariante que indi
caremos siempre con punto y coma. Einstein [4] ha introducido una 
derivación covariante mixta o polarizada, que para el caso único que 
nos interesa de las densidades tensoriales de segundo orden se defi
ne por la fórmula 

P'*,, = P'\. + r'n,, P"" + r».„ P" -A".„, .Ç'*. (2.13) 

Indicaremos esta derivada covariante mixta con una barra, tal 
como figura en (2.13). 

Esta derivada mixta exige ciertas precauciones, debido a que hay 
que tener muy en cuenta el orden de los índices. Comparando con la 
derivada covariante ordinaria se tienen los resultados siguientes, de 
mucha utilidad: 

É?'*,. = S^y , + 2 S \ , G"> - S, P'» (2.14) 

P'»,» - /?'*:»-8 S,, í?'- = í?'» , + r'„» P«* - S„ í?'« (2.15) 

í7»',» - e"' » + 2 s',„ p"^ - .<;, p"' = p - , + r ' . , 0"" + s„ p ^ ' . (2.i«) 

Si se descompone ff'" en su parte simétrica y antisimétrica 

fV» " Y^S" + ^*'). »'* = 4 " (^'* - (^"^ (2.17) 

se observa la fórmula 

^'*l» - ^»', » = 2 ^'\ » - 2 S, frO». (2.18) 

Respecto del tensor A,» definido por (2.12) conviene tener en cuen
ta lo siguiente. Si existe una densidad tensorial g'' tal que 

P'\,= 0. (2.19) 

de la cual, nuiltiplicando por,^,» y contrayendo se deduce 

S,H S'\. + r>,. + r \ » - - A",. = 0. (2.20) 
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O sea, 

e,M fí'\. = (« - 2) A".,, (2.21) 

teniendo en cuenta que 

dG 
^<».Gp<» = -G£?,,^<' ' , , (2.22) 

resulta 

1 5 loe G 
A«.. = 1—í— (2 28) 

n — 2 ÒX, 

Por tanto: siempre que exista una densidad tetisoriat contrava
riante ^"' tal que se cumpla (2.19), es 

A,» =« 0. (2.24) 

3. EL TENSOR T,» 

Según el teorema general de equivalencia para espacios de cone
xión afín, los únicos tensores independientes en ellos son los tenso
res de curvatura y de torsión, junto con sus derivadas covariantes 
y sus contracciones (ver, por ejemplo, Thomas [24, pp. 204-205]). 
Teniendo en cuenta las contracciones (2.10) y (2.11) del tensor de 
curvatura y que 

S,,»-S», _ S „ » - S » , , + 2S,S",„ 

tenemos el siguiente teorema: 

TEOREMA 1.— En un espado afín con la conexión r',k = A'ĵ  + S*¡^ 
los únicos tensores de segundo orden que satisfacen leu condiciones ̂  
a) Dependen únicamente de r*,, v de sus derivadas parciales de pri
mer orden; b) Como funciones de F*)» son, a lo sumo, de segundo 
grado, son los ocho tensores siguientes: 

Ri». A,». S-,„ «, S«„ S',,, S,, », S», „ S, S», S, S-„. (8.1) 
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Por tanto, el tensor más general que cumple las condiciones de 
simplicidad a), b) anteriores es 

^ ' í̂ ,: . + ^ •̂ ,: , + ." S„ S",, + V S, S, . (3.2) 

donde a, B, f, 5, c, ,̂ (i, v son constantes arbitrarias. 

Como ejemplos de tensores de este tipo que han sido considera
dos en la literatura, tenemos: 

i) La parte antisimétrica del tensor de Ricci: 

R[,„ = J L A „ + S - , ^ „ - J _ ( S , , , - S , ^ , ) - S „ S « , . (3.3) 

2 2 

que corresponde, por tanto, a 

a = 0. f3 = — , 7 = ] . « = — . <t> = , ; i = — l , í = v = 0 . 
2 2 2 

ii) La parte simétrica del tensor de Ricci: 

R(i») = '^ í»"" Rti») ' ('•*) 

que corresponde a 

o = l , fi •• , v = — 1, » = ^ = — , / i = l . S = v = 0. 
2 2 2 

iii") El tensor de Einstein. utilizado en su teoría del campo unifi
cado de 1950 [4]: 

E,» = -— (A-„., + A"»«.,) + r",»,„ + r'„ A-,«-r"M r'„» = 

= R,» + S , , » ( A ) - S , S « » - | - - L A , » , (3.5) 

2 

que es fácil ver corresponde a 

a = i l , / 3 - « = 1, •y. = S = ^ = ,i = v = 0. 
2 
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La notación Su * (A) indica que la derivada covariante se refiere 
a la conexión A';*. Obsérvese que la parte antisimétrica del tensor 
de Einstein es 

iv) El tensor de Ricci con la conexión T'̂ » = r\,: 

que corresponde a 

a = 1, ^ = o, y = — 2 . « = o, » = 2, ^ = O, /i = 4, V = 0. 

Otros varios tensores han sido considerados en Santaló [17, 19]. 
Todos ellos caen dentro de la expresión general (3.2). 

Para una teoría puramente afín, es decir, una teoría en la cual 
la variedad diferenciable estuviera provista únicamente de una cone
xión afín r'it, unas ecuaciones de campo que sustituyeran a las 
Rj» = O de la Relatividad General (en el vacío), manteniendo sus 
condiciones de simplicidad, serían las que anularan a T(» cualesquie
ra que fueran las constantes a, p, ..., v. 

Para ello «e tiene el siguiente teorema: 

TEOREMA 2.—I.as condiciones necesarías y suficientes para que se 
anulen todos los tensores T,h (3.2) cualesquiera que sean las cons
tantes 1, fl V, son 

R,, = 0. A,» = 0. S, = O, S«„ S'„ = 0. (3.8) 

En efecto, según la forma de Ti» los único que hay que demostrar 
es que con las condiciones (3.8) se anula S'·/ntm· Esto es una con
secuencia de la expresión (3.3) de la parte antisimétrica del tensor 
de Ricci y del hecho de que la anulación de un tensor exige la anu
lación de su parte simétrica y de su parte antisimétrica. 

Obsérvese que las condiciones (3.8), por llevar consigo la anula
ción de todos los tensores T,», anulan también al tensor de Einstein 
El, (3.5). Dada la forma de este tensor, es inmediato ver que el sis
tema (3.8) es equivalente al 

E,, = 0. S, = O, A„ = 0. S«,, S'„ = 0. (8.9) 
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Esto permite observar, de paso, que si se cumple el llamado «sis
tema fuerte» de Einstein (ver Einstein [4], Hlavaty [7]), que es 

E, , = 0 , S, = 0 . £?"•,. = 0 , (3.10) 

teniendo en cuenta (2.24) resulta: 
Para que ¡as soluciones del sistema fuerte de Einstein (3.10) anu

len a todos los tensores Tu, es necesario y suficiente que se cumplan, 
además, las condiciones 

S«,,S'„=0. (3.11) 

Esto hace pensar que el estudio de los espacios en los cuales se 
cumplen las condiciones (3.11) puede tener cierto interés. 

4. VARIACIÓN DE LOS TENSORES BÁSICOS 

Nuestro objeto es obtener las ecuaciones del campo a partir de 
un principio variacional en el que figure el tensor T,». Para ello ne
cesitaremos la expresión de las variaciones de los tensores (3.1) 
que componen Ti», supuesta una variación 5 r'»y de los coeficientes 
de la conexión afín. 

Puesto que la diferencia de conexiones afines es un tensor, las 
variaciones 8 r'j» son componentes de un tensor y por tanto tiene 
sentido la derivada covariante del mismo. Tenemos así: 

(«r-,»),, -(«r-,»),, + r " „« r ' „ - r ' , . s r - „ - v \ , « r - , , (4.i> 

(«r*,.),»= (8r"..)»+ r^„ s r»,. - r',»«r-,. - r ' , , s r-„. (4.2) 

Observemos que de (2.9) se deduce, aplicando que el operador 8 
conmuta con la derivación parcial ordinaria, 

«R«,, = («r-,»).,-(ír-„).» + r"M8r'-» + r « „ s r - „ -

-r",»8r«„ -r»„sr«,v (4.3» 

o sea, aplicando (4.1) y (4.2) 

«R",„ = («r-,»),. - («r-,.),, - 2 s«.»«r-., (4.4) 
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Por contracción deducimos 

'iK„ = (M-"„),„ - ( » ! - , „ ) , , - : iS '„.„8l-„. (4.6) 

De manera análoga, escribiendo la expresión de S",»¡» y toman-
<lo la variación de ambos miembros, resulta 

^(•*>",.:«.) = (^^^"wi.,„ + •^',»«!"",„ - ^ " , * « r ' „ „ - s " „ « r ' * „ , - (4-e) 

Por el mismo procedimiento resulta 

HS,.,) = (iS,).,-a,V„. (4.7) 

5. EL PRINCIPIO VARIACIONAL 

Vamos a partir del principio variacional análogo al de Eins-
tein [4] o Schrodinger [21, 22] (ver también Tonnelat [25] y Lich-
nerowicz [11]), pero con el tensor general T,» en vez del tensor de 
Ricci. 

Consideremos un dominio D de la variedad diferenciable M (el es
pacio-tiempo en el caso de la física, pero que aquí suponemos de di
mensión n) y la integral 

I =y* Í7'* T,, rf r (dr^dx^d x^... d .r„). (6.1^ 

siendo A-J, a'̂ , ...,x„ las coordenadas locales de cada punto. Puesto 
•que el integrando es una densidad escalar, la integral I es inva
riante por cambios de coordenadas, y por tanto es admisible como 
lagrangiano. 

El principio variacional que j>ostulamos para determinar las ecua
ciones del campo es el siguiente: 

Las ecuaciones de! campo son las que hacen 5 1 = 0 para cual
quier variación de las componentes ff^ y T\^, supuestas independien
tes entre sí y sujetas únicamente a la condición de anularse sobre el 
borde ÒD de D. 

Tenemos 

«1 = /'(Í7'*«T,,-HT„ «í?<»)rfr. (5.2) 
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Vamos a calcular el primer sumando a partir de la expresión de 
T.i, (S.2), teniendo en cuenta las variaciones de los tensores que com
ponen T,». 

1. Para aplicar (4.5) tenemos: 

J(^" Ci r "„x „, </ r =. f\(g<'·í I-, ,). „ - S'".. „.«r-,»] d r. 

El primer sumando de la última integral es una densidad contra-
variante y, por tanto, aplicando la fórmula general 

resulta 

D 

Aplicando la fórmula de Stokes al primer sumando de la integral 
del segundo miembro y teniendo en cuenta que consideramos varia
ciones de la conexión que se anulan sobre 5 D, resulta 

Análogamente se tiene 

f G'" (S r»,J., , d r = j * (2 S, £?" - Q'*.,,) í»„ S V*„ d r. (5.6> 
D b 

Con esto, de acuerdo con (4.5), queda 

J ff'" 8 R„ rf r = ^(2 S„ g'" - gi». „ - 2 S, g'« í»„ + 

+ ^": , s*« - 2 ^" s»„,) s r-,».ii r. (5.7y 



— 407 — 

o bien, mediante derivadas covariantes mixtas 

.> "> 

2. Se tiene 

8 A„ = 4 " Iê  r",™».. + («r%,),. - ( « r - , j . , - («!"-„,)., i 

Para cada sumando tenemos una expresión del tipo 

D l> 

donde hemos aplicado, como antes, que el primer sumando de la se. 
gunda igualdad es una integral sobre ò D y por tanto es nula por 
suponer que lo son las variaciones de P îm sobre este borde. 

Juntando las expresiones análogas a ésta, correspondientes a los 
demás términos de ò A »̂, resulta 

f G'" S A,„ d r = ^ {9" , S\„ + ff'o , Ü'J S r - , , d r. (5.9) 

3. El mismo método, aplicando (4.6), tras algunas transforma
ciones, da 

4. Análogamente, con las notaciones (2.17) resulta 

f fí" 8 (S«„ S'„) d r = I (W" S»,„, - gf«» S', J S r",» d r. (5.U) 
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5. Teniendo en cuenta (4.7), después de algunos cálculos, se tiene 

D I) 

+ 2 (É?",, + r \ , ^ " ) S ' „ - - í ; ' * . s „ ] «]•". , J r . (5.1-, 

y análogamente 

j g<-a(s,,,)dr= f[--A-(Q" , + r., g")«*., + 

1 + r*., í?")S',„-p»<.s^]íir-»dr + -¿ (^'r, + r*„ í?") s-, - p»< .s î íi r « , d r. (5.13) 

6. Finalmente, por cálculo directo, se obtiene 

j G'" « (S, í») d r = j m" .S, S-̂  - 3f»' S, «'„) « r - „ d r (5.14) 
D D 

D I> 

- 2 ^ " S \ . Í ' „ ] S r - . ^ J - (5.15) 

Juntando todas las expresiones anteriores para sustituirlas en 
(6.2), si se quiere que sea 5 I = O para toda variación 5 T",» y toda 
variación I Ç'" (que se anulen sobre ò D), debe ser 

tK*>^ = 0. T,^ = 0. (5.16) 

siendo 

w«% = «(-p« ' , , + ^ " s , + ( p " , + r%„ í?"') s%)-
— j8 ( y , h\ + 9" , «% •> + y ( - ^" I , + y-* S«,» 8», + F" S,) -'-

+ s w s',,-fW" -s',,) + • | - 2 (í?"., + G'" r»,»)8% + 

+ '^ ( í?" . , + P'*r'„^s\- . ( ;"s j + f j -^-(-g' \ , -g' ·>rv»)S' . + 

+ 4 - (^".' + S" T\,) 8V - g" s, j + M(-Í- ff" s«„ s« , -

_ _|_ ffiK S ' „ SV + ff«' S,) + V (gï«< S, 8», - ¡K" S, M,). (6.17) 
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li. LAS ECUACIONES DEL CAMPO 

Las ecuaciones del campo son las (ó.KJj. Las incógnitas son las 
«̂  componentes Q'" y las >í' componentes 1"';». Veamos algunas con
secuencias del sistema (5.16). 

TEOREMA 3 .—/'«/a que sea SK,"' = ü, cualesquiera que sean las 
constantes a, p, .... '̂  {suponiendo det (fH^") ̂  0), es necesario y su
ficiente que se cumplan las condiciones 

^ " i r = « - S,'',,g··- S',,P" =0. (fl.l) 

DEMOSTRACIÓN.—Por cálculo directo se obtiene que la parte an
tisimétrica de í /" | r es 

r^"|,.l =^"",, +?''',r6"-^',rQ"'- («-2) 

Por tanto, de (fi.1) se deduce 

^« ' I, = O, en particuKir ^« ' , , = 0. (6.8) 

Escribiendo que son nulas la parte antisimétrica y la parte simé
trica de la segunda densidad tensorial (6.1), resulta 

•S',,9r" —S',,3f'« = 0. S»,,i?" + .S',,ff" = ». (6.4) 

Haciendo r = j en la primera de estas ecuaciones, resulta 
S, 9Í '* = 0. de donde, habiendo supuesto det (¡H") 7^ O, se deduce 

S, = 0. (6.6) 

Haciendo r = j en la segunda ecuación (6.4), resulta 

S ' i r^" + s , ^ " =0. (e.«) 

Teniendo en cuenta la igualdad (2.1.5) aplicada a ^«*i», de (6.6) 
y (6.3) se deduce 

»«» , = 0. (6.7) 

Además, de (6.5) y (6.6) resulta 

S«„ Fri = 0. (6.g) 
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Finalmente, siendo S/ = O, las fórmnlas (2.1."») y (lí.lti), junto con 
la primera ecuación ((i.l) dan 

Juntando todos estos resultados es inmediato comprobar que 
SKr"' = O, de acuerdo con el nunciado del teorema. 

Los teoremas 2 y 3 permiten enunciar: 

Para que se cumplan las ecuaciones del campo (5.10) cualesquie
ra que sean las constantes a, ¡i, .... v (suponiendo det (ÍW'') 7¿ 0), es 
necesario y suficiente que se cumplan las ecuaciones 

^«' , r = 0, S « „ ^ " - S ' , , í ? ' « =0, S « „ S V = « . « ,„="• (610) 

Este si.çtema, por ser el número de sus ecuaciones superior al 
número de incógnitas (= M' + n") es probablemente incompatible. 
Esto prueba que una teoria del campo unificado basada en los prin
cipios de la que estamos considerando, tendrá siempre cierto grado 
de arbitrariedad en la elección de sus ecuaciones del campo, arbi
trariedad que proviene de los valores posibles para las constan
tes 7., p, .... V. 

7. OTRAS FORMAS DE LAS ECUACIONES DEI, CAMPO 

Las ecuaciones UC", = O (ïy.^T) son complicadas. Vamos a ver 
cómo pueden tomar una forma simple introduciendo nuevas cone
xiones (Santaló [19]). 

Escribiendo a partir de (5.17) las ecuaciones f̂ ", = 0 y despe
jando fF('\ I de la expresión resultante, se obtiene 

(» - 1) (.• -I- ^) £«•»< , = _ ^«1 , ("2 a - („ -I- 1) fl + .y -I- " ~ " ^ ( , - ^^\ 

2 I 2 J 

n — \ 
— S, ff'i (. — ^ _ ^) _ S',^ ffi" (* — a — u) -f-

+ S, 3f(" (i + * + ^ + (n ~1) v) - i,',. £W'» — L (» -H p). (7.1) 
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Escribiendo a partir de (5.17) SK"', =0 y despejando fH"*'., de la 
«expresión resultante, se obtiene: 

_Lc«-l)(2a-.;-í>)í7í'^' , = 

« - 1 , 
ffl' ,\{u — A)a — (H + 1) /3 — y — (« — f) • , í ( í i - 1 ) « -

»r — 1 
- S, J f " (2 7 + S — . — 9 + (« _ í ) v) — A ' , , ÍW* ; ( 2 a — . - '••)• (7.2) 

Si estos valores (7.1), (7.2) se sustituyen en la expresión (5.17), 
íesultan las ecuaciones 

Q " , ~~(^ + y) ff<" , , (M.) - Ï ÍW" I , ("I . ) + 

+ . . . (Y + 2 ,«) X% J?" , + 
. 1 — 1 

+ {—2a + 2B-y)h\ff",. (7.¿) 
»• — 1 

donde las derivadas mixtas se refieren a las nuevas conexiones 

•.• - 1 \ a + V / 
•I.« 

' ~ ^ ~ ^ - S « , S , (7.4) 
« — 1 a + 7 

•L = r«,, + —ŝ .H- (2 + — vs," 
a ti — 1 \ a / 

« —1 
_Í:Lll^S.,S, (7.5) 
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La introducción de estas conexiones supone 

ajé:©, a + y5i¿0 

y si estas condiciones no se cumplen, habrá que volver al sistema 
primitivo (5.17). 

Las partes antisimétricas de las conexiones (7.4), (7.5) son lo» 
tensores 

•S«,, = S« , + (5,' S, - •̂í,, .S,) (7.6> 
»— I 

de los cuales se deduce 

•S, = O, " S , = 0. (7.8> 

Para usos futuros observemos también que las partes simétrica» 
de las conexiones (7.4) y (7.5) con dos índices contraídos, son 

» + l « + > — « + <* + '» „ 
•A'-,^ - A'",̂  + S,. (7.«> 

n — 1 a + V 

K + l a — t — « 
"A«„, - A-,« + ~ S, (7.10> 

n — 1 flt 

A partir de (7.3), haciendo el cálculo, se comprueba que Q", = 
= Q'ií, lo cual quiere decir que a las ecuaciones (7.3) hay que aña
dir otras n ecuaciones para sustituir estas identidades. Estas ecua
ciones pueden ser las que se obtienen igualando el valor de S^*'.t 
obtenido de (7.1) haciendo s = q, con el valor deducido de (7.2). El 
resultado son las ecuaciones 

2 « A flf*' , + 2 a B S, 3f" + Cf« — 1) C «S*,» F'» = 0. (7.U> 
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donde 

A = 2 3 _ („ + 1) a + (« + 1) tí - . - fi« 4- V 

B = — ' ''""' (;; a — • — t ) — ^ — ( " — 1 ' '• 

3 

C :̂  — (2 íi + u) a — (t + i») 7- (< • -í;' 

yueda asi que las ecuaciones del campo (5.16) pueden sustituirse 

por el sistema (.".3), (7.11) y T.» = O 
La introducción de las conexiones (7.4) y (7.5) sirve ""'^amenté 

para obtener una expresión condensada para las ecuaciones Q " , - 0 , 
pero en realidad no es ninguna simplificación que ayude a resolver 
el sistema original (5.1«). La verdadera simplificación se obtiene en 
el caso en que las dos conexiones (7.4) y (7.5) sean iguales. Desde 
el punto de vista matemático esta simplificación parece casi obliga
da para obtener ecuaciones manejables. Las condiciones para ello son 

= 0. (2 f + /«) a + (« + <•) • (7.13) 

Llamaremos caso pñncipal al caso en que esta condición se cum-

pie. Tenemos así: 
Atendiendo únicamente al aspecto matemático del problemxi, una-

fuerte razón de simplicidad conduce a suponer que se cumplen las 
condiciones (7.13), las cuales hacen que las dos conexiones (7.4) y 
(7.5) concidan. 

En los números siguientes nos limitaremos casi exclusivamente a-

este caso principal. 

8. LAS ECUACIONES DEL CAMPO EN EL CASO PRINCIPAL 

Si se cumplen las condiciones (7.13), las dos conexiones (7.4) y 
(7.5) coinciden con la conexión única: 

— . . . - ^ ( ^ - - V - ) ' . - ' • ^ ^ S«,S, (8.1)-
« —1 



— 414 -

En este caso conviene introducir la conexión L ' , , en la expre
sión de T,j. Indicando con T,» (L) al tensor T,» referido a la co
nexión L ' , , en vez de la conexión inicial P ' , , (podríamos poner 
Ti), = Ï , , (r)) . haciendo los cálculos necesarios se obtiene 

T„,,(|-| = T „ ( U + ^ - Í S , , , - . S „ . , ) - ^-^ ?, S,. (8.2) 
» — 1 « - - J 

•donde A y B tienen los valores (7.12). 

Tenemos así que en el caso principal, en que se cumplen las con
diciones (7.1.S), las ecuaciones del campo son 

- c ^« ' , , (I.) - Y ?• ' , , (r.) -f- L ^ (y + 2 /i) f,\ 00' + 
)¡ —• ] 

+ {-2a + 'ia~y\ l \ 0>' , '- (» (8.8) 
« — 1 

T „ (L) + ^ (S, , - S, ,) - - ^ - S, S„ <. (8.4) 
« — 1 « -- 1 

Affo' , + BS, fH"" = 0. (8.5) 

Las incógnitas son L*,„ S,, Ç", cuyo niimero es n' + n + v'. 
Si el primer miembro de (8.3) se representa por Q " , (como en (7.3)), 
ya dijimos que se puede comprobar la identidad Q", = Q",. Por 
tanto, en realidad hay « ' + « ' ecuaciones independientes. También 
las incógnitas se reducen a « ' -f- « ' , pues se cumplen las n identida
des *S, = T.- L«„, = 0. 

n. iDENTIDAnES DE CONSERVACIÓN 

Es sabido que siempre que las ecuaciones del campo derivan de 
un principio variacional, se cumplen ciertas ecuaciones de conserva
ción. En el caso que nos ocupa vamos a obtenerlas por el método 
usual de H Weyl [27] y Lichnerowicz [11] (una variante del mismo 
está en Santaló [20]). 

Sea D un dominio de la variedad diferenciable que tomamos como 
base (el espacio-tiempo en el caso de la física) y sea ò D su con-
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torno. Sea -'' un campo de vectores sobre D tal que los vectores 
que lo componen y sus derixadas parciales primeras se anulen sobre 
Ò 1). Tomemos la variación particular de la integral I (5.1) que re
sulta de la transformación infinitesimal .i', ~> .r, + e r ' . Resulta en
tonces, por definición de derivada de Lie, 

Ji I = « L, T, S n"' ^ I,. ;;•". S T ,̂, = « L., T,,,. (ft.l) 

•donde Li, indica la derivada de Lie respecto del campo v,. Es sabido 
(ver, por ejemplo, Yano [28]), que poniendo ^ - T ^ Q'" es 

y por otra parte, 

L. I = f (S'" I-. T„ + T,„ L, g-) d r. (í>.6) 

De (9.2), transformando la integral sobre D en una integral so
bre Ò D, donde v' se anula por hipótesis, resulta Lt, I = 0. De (9.3), 
por anularse v' y sus derivadas primeras sobre Ò D, se deduce que 
las variaciones 8 ^ '* = e L„ ^ ' * se anulan sobre ò D y por tanto 
son variaciones admisibles del principio variacional que ha servido 
para obtener las ecuaciones del campo. Si estas variaciones son nu
las , según (9.5) y la relación L„ I = O, resulta 

(fl.6) 

Según (6.4) tenemos 

^'» L, T„ = ie'" r„„ :-> + gxi T,„ T.") , + 

+ rT„,„ Í;'» - (T„, 0'x + T„„ g»') , J v". (9.7> 
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Al sustituir esta expresión en (i).6), la integral del primer parén
tesis puede transformarse en una integral sobre ò D que se anula 
por ser nulas las t'" sobre este contorno. Queda la integral del se
gundo paréntesis, que si debe anularse para todo campo de vecto
res v" (que se anulan, con sus derivadas parciales de primer orden, 
sobre ò D), exige que sea 

(T„, ^'* + T,„ ^»')., - P" T„, „ ^ 0. (0.8) 

Poniendo 

ÍW'„ = - i - (T„, g-" + T,., g^>, -~ J- ,<•„ Q'^ T.„ (9.»> 

las ecuaciones (9.8) se escriben 

£ V í ' « . , + - | - T „ Í ; " . ^ = .). (9.IO> 

que son las identidades de covscn-ación. 
Medíante la derivada covariante respecto de la conexión primiti

va T'jt, es fácil ver que las identidades (0.10) se escriben 

+ s\, (T,, s>* + T,, í?»') = í». . (ini) 

Una segunda forma de las identidades (9.10) puede obtenerse in
troduciendo la conexión (8.1) en la expresión del tensor T,». Se 
tiene 

2 £W'« = T^, (L) g"- + T ^ (I.) g>- + - ^ ^ - (s„,. - s, „) ̂ '» -

n — 1 

"̂M S, £V'» - g"- T„ (L) S'„ - ^•* (S..» - S»_.) í<„ -f-
n — I ti — 1 

-f-__L_^'»s.s,a'„,, 
« — 1 

Introduciendo la densidad tensorial 

2 ÍV'. = (T„, (L) g"> + T ^ (L) í?»<) - g'" T,, (L) «'„ • 

2B 
S„ S, SH'". (í».12> 

t> — 1 
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cálculo fàcil praeta , »c las identidades ,1M0, se pueden escribir 
•un 
€n la forma 

ÍV' 

: ^ A s . , . ^ ^ , = " . ^«'"^ 

<ionde A y B están dados por (7.12). 

10. LA CONDICIÓN DE TSEUDO-HERMITICIDAD 

queremos ver ahora, en este apartado y en el siguiente, algunos 

casos particulares de las ecuaciones del campo anteriores. 
Un criterio para elegir los valores de las constantes a ? . . . . , v 
H ^ r / T m ^ n e r a las ecuaciones del campo la condición segmente, 

i l u e s t a p T ^ L t e i n [4^ y que se llama la condición de pseudo-
W m ticidld (Hlavatv [7, pág. 54], Lichnerowicz [11. pág. 269]). 
" ^ T Í ^ (8.3).(8.4). '(8.5) se dice çue es pseudo-UerrmUano, n 
es invariante por la sustttuctón 

L « „ ^ i . % , G''^G". s , - > - s , (101) 

Queremos ver las condiciones que deben cumplir las constantes 
, 6 V para que el sistema (8.3). (8.4). (8.6) sea pseudo-hermitia-
1 Para no confundir las partes simétricas y antisimétncas de las 
conexiones LV. y V\r mantendremos para esta última las notaciones 
(O 6) V (2.7) e introducimos las notaciones 

.^ , , , = 1 ( L . ' „ + L . J . - 5 ^ , = - l - ( L V - L V ) . (10.2) 

Esto no ocasiona confusión con las notaciones (7.6) o (7.fi) pues-

* nn7en el CESO actual. que suponemos siempre que se cumplen las 

r d i : i : : e f ( ï ï . ; . es W^^^W. De acuerdo con (2.12) pondre-

mos también 

Recordemos, por otra parte, que es • S , = 0. 
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Por cálculo directo fácil se obtiene entonces que la sustitución' 
(10.1) transforma 

•A„^*A, , . • S - . ^ . - ^ · S - , , , ^ , *S^,-S ' , , -^ -5%. 'S ' , , . (10.3) 

Con estas expresiones se tiene 

r,» a.) -^ T,, (í.) + (1' a --1IS) 'A,,. (in-í) 

Por consiguiente, por la sustitución (Kt.l) la ecuación (S.H) se 
transforma en 

- :t Í;-» , , (f.) - y .9" , , (I.) (Y + 2 ^) 911 , «% -
» — 1 

( - 2 a + 2 ;S - y) S», 9^" , = 0. 
» ; — 1 

Para que esta ecuación sea equivalente a la que resulta de (8.3} 
por la permutación (7, j ) -> ( j , q), debe ser 

a — 2 ^ = o, o hicn ^«' , = 0. (10.5) 

De la misma manera, por la sustitución (10.1), teniendo en cuenta 
(10.2) y (10.3), la ecuación (8.4) se transforma en 

T,, (F,) + (a - 2,8) «A,, (S, » - S, ,) - S, S, = 0. (10.«) 
W — 1 H — 1 

que será equivalente a la que resulta de (8.4) por la permutaciótr 
(/, //) -> (A. f) siempre y cuando sea 

( 1 - 2 ^ ) «A», =0. (10.7) 

La tercera ecuación es invariante por la sustitución (10.1). 

Resultan así dos posibilidades para la pseudo-hermiticidad del sis
tema (8.3), (8.4), (8.5), a saber: B = O, en cuyo caso la ecuación (8.5) 
da ^*',( = O, y entonces la ecuación (8.3) nos dice que la densidad 
tensorial a ^ ' * + Y ^ " satisface la condición (2.1») (respecto de 
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la conexión \J,r) y por tanto, según (.2.:¡4j, es *^,t = ü, o bien. 
a 2 (i = ü, en cuyo caso se cumplen también las condiciones (10.4)-

y (lO.tí). 
l'fxkmos, por tanto, enunciar el siguiente 

TEOREMA 4.—Fara que el sistema de ¡as ecuaciones del campo (8.3), 
(8.4), (8.5) sea pseudo-hermitiano, es necesario y suficiente que se 
cumpla cualquiera de las dos condiciones B ^ 0. o bien a — 2 p = O, 
donde B está dado por (7.12). 

En todo este estudio se supone r j^- 0. En caso contrario no se 
puede escribir la conexión (8.1) y hay que hacer el estudio directa
mente a partir de las ecuaciones primitivas (5.17). 

11. ALGUNO.C; CA.SOS PARTICULARES 

a) El caso de la teoría de Schrodinf;er Einstein. 

El caso clásico de las teorías de Schrodinger [21, 22] y Eins-
tein [41 (ver. por ejemplo. Tonnelat [25. 26] y Lichnerowicz [11]) 
corresponde a a = l , 8 = Y = ... = V = 0. En este caso se cumple 
evidentemente (7.13). Ea conexión (8.1) se reduce a 

T-',, = r«, , + — ' — s«, s, (11.i> 
n — 1 

(recuérdese que para el espacio-tiempo es n = 4). Las ecuaciones 
del campo (8 .3 \ (8.4). (8.5). por ser A = 2. B = 0. se reducen a 

^».,^(i.wo. S",=o. R„(U + — : _ ( s , , - s „ , ) = . n . (11,2). 
n — 1 

que es el llamado «sistema débil» de Einstein. 
Para eliminar Si, las últimas ecuaciones se acostumbran a es

cribir 

l ^ ( i» )=" ' ^r'1.1 f +^ t»» i --^ ' ' r , . , , = rt. (il.8> 

donde el paréntesis ( ) indica «parte simétrica» y el corchete [ ] 
indica «parte antisimétrica». Por cumplirse la condición B = 0. e r 
sistema (11.2) es pseudo-hermitiano. 
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b) El caso 7,1, = t",u = temor de Einstein. 

En este caso se cumplen las condiciones a = 1, ? = 1/2, « = 1, 
Y = 5 = í = ¡1 = V -= O, se cumplen las condiciones (7.13) y es 
A = 1, B = — 1. Estamos en el caso principal y las ecuaciones del 
campo se escriben 

- ^« ' + («% ^«' , - «•, 9" ,) = o (11.4) 
p — 1 

E „ ( L ) + L _ ^ S , , - S , , )+ 1—.S, S, =!» (11.6) 
«—I «—1 

^ " _ , — S , íW" = 0. (11.«I 

La derivada mixta en (11.4) y la expresión E » en (11.5) se re
fieren a la conexión 

f*,r = r*,, + ^ - (á,« S, - «V S,). (11.7) 
w —1 

c) Caso de una densidad tensorial simétrica. 

Si se supone a priori que Ç*' es una densidad simétrica, o sea, 
^ * ' = O, manteniendo la conexión no simétrica, es ff^' = 9^"*' y 
la tercera ecuación (8.5) nos dice que, en el supuesto de ser fK*' 
no degenerada, o sea det (ÍW**) ^ O, es S, = 0. Por tanto, el sis
tema (8.3). (8.4). (8.5) se reduce a 

31f«' „ (L) = 0. T,„ (L) = 0. (11.8) 

Escribiendo que son nulas la parte simétrica y la antisimétrica de 
la primera parte de estas ecuaciones, resulta 

3f«'., CA) = 0. «S*^, W«' + *S'^ 3f«" - 0. (U.9) 

Las primeras ecuaciones nos dicen que *A* , coincide con los sím
bolos de Christoffel del tensor hi, deducido de la densidad 9if'' por 
la fórmula análoga a la (2.4). Las segundas ecuaciones (11.9) deben 
servir para determinar ^'' (o h,i) y 'S* , , . 
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Si también se supone simétrica o priori la conexión, entonces es 
*S ' , , = O y quedan solas las ecuaciones T,» (L) = O para determi
nar las ÍK''. sabiendo que las *A',r son los símbolos de Christoffel 
de estas incógnitas. 

Se puede observar que todo esto está de acuerdo con un teorema 
de D. Lovelock [IS], según el cual si el tensor y la conexión fun
damentales se suponen simétricos, cualquiera que sea el lagrangiano 
(función del tensor y de la conexión y de sus primeras derivadas) las 
ecuaciones del campo (si no contienen derivadas de la conexión) son 
las que aseguran que la conexión es la que tiene por componentes los 
símbolos de Christoffel del tensor fundamental. 

d) ¡nvariancia por l-fransformaciovcs. 

Es bien conocido que el cambio más general de conexión afín que 
conserva el paralelismo y por tanto conserva las trayectorias o cur
vas autoparalelas de la variedad diferenciable. es la 

r',t^r'„ + fi'iV,. (11.101 

siendo v^ un campo de vectores covariantes cualesquiera. 
Las ecuaciones del campo se dicen que son X-invariantes si son 

invariantes por la sustitución (11.10). En otra parte (Santaló [Ifl]) 
demostramos que en el caso de las ecuaciones (8.3), (8.4), (8.5) las 
condiciones para ello, en el supuesto que se cumplen ya las condicio
nes (7.13), son 

, 4 . ^ = 0, s —f —/<=0, v = 0. 2a —5/3-f-y —3^1 = 0. (11.11) 

Si se cumplen estas condiciones, también es B •= O y por tanto 
el sistema es pseudo-hermitiano. Podemos por tanto enunciar: 

Para que el sistema de ecuaciones (8.3), (8.4), (8.5) deducido del 
principio variacional 8 / = O, con I dado por (5.1) corresponda al 
caso principal (7.13) y sea X-invariante y pseudo-hermitiano, es nece
sario y suficiente que T'n, sea de la forma 

- • ( S „ , - S , , , ) - 2 * S , „ S « , . (11.i:;) 

donde a ^, <!> son constantes cualesquiera. 
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Kjeinplos de tensores de esta forma son el R(i») (3.4) y el tensor 

(1)R,^ = R,^+ —iS,,-S,,). (11.13) 

que corresponde a a = 1, p = O, Y = O, S = O, » = — 2/3, f = 2/3, 
u, = — á / 3 , V = O, considerado por Tonnelat [25, pág. 129]. 

En este caso (11.12) resulta A = — (« — 4) (^ + f) de manera 
que, curiosamente, en el caso del espacio-tiempo, n = 4, siendo 
B = O, A = O, el sistema de ecuaciones del campo se reduce a las 
(8.3) y (8.4) que toman la forma (escritas para n = 4): 

-a/7»' , , (L) + (2o i -5 /8 -3 í )F« ' , , (L ) -

- (~2i + 7/3 + 3<i,)}i',S"" I— (8 + )̂ í», ?»' , = O (11.14) 
3 . 

T „ ( L ) = 0 

con la conexión 

L»„ = r « „ + ^ S,«S,. (U.15) 
3 

Por ejemplo, para el caso (11.13) resulta 

ff*' (I.) + A í% 9" , = (». R , + A (Ŝ  , - S, ) = o. (11.16) 
3 • 3 

de acuerdo con Tonnelat [25, pág. 130]. 

12. O T R O S POSIBI.E.S i,AGRANr.iA\o.s 

Hemos tratado el caso en que Ti» es función de las F'y» y sus de
rivadas de primer orden y además como función de las F';» es, a lo 
sumo, de segundo grado. Por otra parte, con T,» hemos formado 
el lagrangiano que figura en (5.1), que es el más simple en que in
terviene Q'". 

Prescindiendo de estas condiciones de simplicidad, cabe estudiar 
casos más complicados en orden creciente de complicación, como 
podrian ser los siguientes. 
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Aumentando el grado del lagrangiano con respecto de las com
ponentes de la conexión afín, cabe considerar lagrangianos del tipo 

donde las componentes g'' están dadas por (2.4), 

Suponiendo T = det (T,y) ^t O se puede formar la densidad esca
lar T'/ ' , que tomada como lagrangiano generalizaría la teoría pura
mente afín de Schrodinger [21, 22] basada en el lagrangiano 
(det (Ri/))'^'. De manera todavía más general caben lagrangianos 
del tipo 

a Ti/« + b í ' / » + f TI/» T'* í i j , + d g^l* T" ¿,» + ••• 

Edelen [6, pág. IJO] ha estudiado con mucho detalle lagrangianos 
del tipo 

para el caso de conexión y tensor fundamental simétricos. Natural
mente que tomando el tensor T,» en vez del Ru o en vez de ^,» ca
ben muchas variantes sin aumentar demasiado la dificultad. El tra
tamiento de estas generalizaciones no ofrece dificultad conceptual, 
pero es necesario buscar un formulismo especial que abrevie las fór
mulas resultantes o permita escribirlas en forma condensada. Fijar 
aquí también criterios de elección que redujeran las posibilidades, 
simplificando la expresión de los resultados, parece ser un tema in
teresante. En este sentido pueden ser útiles los trabajos al estilo de 
los de Rund [15, 16] y Lovelock [12, 13]. 
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