GEOMETRIA INTEGRAL
EN ESPACIOS DE CURVATURA CONSTANTE.

POR

L. A. SANTALO

INTRODUCCION

Sea S, un espacio n-dimensional de curvatura constante K. Como
necesitamos operar cn la totalidad del espacio, o sca, considerar el
mismo « en grande », para evitar dificultades derivadas de las dis-
tintas estructuras topoldgicas posibles para S,, vamos a convenir
que como modelos de espacios de curvatura constante K tomamor
loe siguientes:

a) Para K = 0, el espacio cuclidiano n-dimensional.
1

b) Para K >0, la esfera n-dimensional de radio K~ 7 sumer-
gida en el espacio euclidiano de n + 1 dimensiones, Es decir, si
Uy, Ug, ..., U, 41 SoN las coordenadas cartesianas ortogonales del es-
pacio euclidiano, consideramos la n-esfera

2 -
wul pud 4.l +uf+1-K !

-1
]

c) Para K <0, la parte correspondiente a u, ;1> (— K) del

hiperboloide

2 2 2 2 —1
uyj+uz+ ... AU, —upy; =K

cuando la métrica en el mismo sea la subordinada por la métrica
pseudoeuclidiana ds® = du} + dul + ... + dul —duZ,, ().

(%) Ver, por cjemplo, A, DuscHER-W. Maver. — Lehrbuch der Differentialgeo-

metrie, Leipzig und Berlin, 1930, vol. 11, pdg. 194.
5
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Es bien sabido que todo S, admite un grupo simplemente transi-
1
tivo de transformaciones dependientes de 2" (n+1) pardmetros

que lo transforma en s{ mismo: es el grupo G de los « movimientos »
de) espacio. ' .

Representaremos pcr L, a las variedades totalmente geodésicas
de S, de dimensién r y las llamaremos simplemente « variedades
lineales » o subespacios lineales de dimensién r o también varie-
dades r-lineales. Para los primeros valores de r a veces llamaremos
también, como es costumbre, rectas a los L, y planos a los L,. Por
extension, L, serdn los puntos del espacio.

Sea L? una variedad r-lincal fija de S, y sea g, el subgrupo de
G que la deja invariante. Representaremos por dL, al clemento de
volumen invariante (respecto G) del espacic homogénec G/g,. Este
elemento de volumen estd definido salvo un factor constante y en
Geometria Integral se le acostumbra a llamar la «densidad » para
variedades lineales L,.

El primer problema de la Geometria Integral consiste en la de-
terminacién explicita de estas densidades. Para el caso del plano
euclidiano (n = 2, K = 0) sdlo caben los casos de la densidad dL,
para conjuntos de puntos, que es el elemento de 4rea del plano,
y el de la densidad dL, para conjuntos de rectas; ambas densidades
fueron utilizadas por M. W. Crofton en sus trabajos sobre Proba-
bilidades Geométricas (2). Para n = 3 y cualquier curvatura K las
densidades para puntos, rectas y planos (r = 0, 1, 2, respectivamen-
te) fueron obtenidas de manera sistemética en 1896 por E. Cartan (%).
En un cursc nc publicado scbre Probatilidades Geumétricas dado
en Géottingen en 1933, G. Herglotz obtuvo las densidades para
cualquier L, del espacio euclidiano, y en 1935, en un trabajc en el
que se introduce por primera vez el nombre de Geometrfa Integral,
W. Bla chke obtiene de nuevo estas densidades mediante un métedo
cémodo para obtener relaciones entre las densidades de dirtintas

(®) M. W. CRoFTON. — On the theory of local probability. Philosophical trans-
actions of the Royal Society, vol. 158, 1968, pig. 181-199. También el artfculo co-
rrespondiente a la palabra « Probability » de la Encyclopediae Britannica, 9* edi-
cién, 1885.

(*) E. CARTAN. — Le principe de dualité el certaines sinlegrales multiples de
I'espace tangentiel et de I'espace régle. Bull. de 1a Soc. Math. de France, voi. 24,
1896, pigs. 140-177.
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variedades lincales (). Poco derpués, riguiendc el mismo método
de Blaschke, B. Petkantschin, obticne las densidades para las varie-
dades ¢ subespacios lineales del espacio cliptico (K > 0) n-dimen-
sional, y al mirmo tiempo obticne numerosas ¢ interesante: rela-
ciones entre las mismas (%), ‘

Tantc en ol trabajo citado de Blaschke como en ¢l de Petkantschin,
después de obtener las densidades dL,, se da preferencia al estudic
de relaciones diferenciales entre las mismas (obteniendo las lamadas
« formula: diferenciales de Crofton » y que para n = 3, K = 0,
fueron estudiadas con todc detalle por O. Varga (%), dejando casi
tiempre de lado, excepto para 1o: casos del planc n = 2 y del es-
pacio tiidimensional n = 3, el estudio de férmulas integrales, es
decir, ¢l cdleule efeetivo de la medida de ciertos conjuntos de varie-
dades lineales con la densidad encontrada. Ademés, dejan también
de lado ¢l cas: de los espacics de curvatura negativa (K < 0), y
aunque, cfectivamente, era de prever que las expresiones para las
densidades dL, en este caso no difirieran esencialmente de fas del
caso K 2 0, nos parece que sec gana cn sintesis y en integridad
siguiendo un método que permita obtener al mismo tiempo las
densidades para cualquier valor de la curvatura constante K del
espacio. Esto es lo que hacemos en ¢l § 1 de la Parte Primera del
presente trabajo.

Una vez obtenidas las densidades dlL, pasamos a la cbtencién de
formulas integrales con las mismas. En ¢l § 2 obtenemos ciertas
medidas totales (medida del conjunto de todos los L, que pasan
por un punto, medida de los L, que contienen un L, dado, etc.),
que son ttiles en lo sucesivo. En § 3 consideramos la integral de la
medida del conjunto interseccién de un subespacio lineal L, con
una variedad ¢-dimensional fija C,, extendida a todas las posiciones
de L, (o sea, a todo ¢l espacio homogéneo G/g,), obteniendo la
férmula [3.9], que es de una gran gencralidad: ella contiene muchi-

() W. BLASCHKE. -~ Inlegralgeometrie 1, Ermittlung der Dichlen fur lineare _

Unterraume im En. Actualités Scientifiques ct Industrielles. Hermann, Paris,
1935. ’

(*) B. PETKANTSCHIN, — Zusammenhange 2::iachen den Dichten der linearen Un-
terraume im n-dimensionalen Raum. Abhandlungen aus dem Mathematischen
Seminar der Hamburguischen Universitat, vol. 11, 1936, pige. 249-310.

() O. VaRaa. — Crofton’s formeln fir den Raum. Mathematische Zeitschrift,
vol. 40, 1035, pdgs. 387-405.
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simos casos particulares que sc habfan ido obteniendo scparada-
mente. )

En § 4 consideramos en particular el espacio euclidiano, K = 0,
obteniendo la medida de todos los L, que cortan a un cuerpo con-
vexo fijo (férmula [4.11])) y la integral de las curvaturas medias
M de las intersecciones de un L, mévil con un cuerpo no necesa-
riamente convexo C, (férmulas [4.28]). Estudiamos también las
relaciones entre las curvaturas medias de un cuerpo convexo conte-
nido en un L, al considerarlo ya sea como un cuerpo convexo g-di-
mensional del espacio L,, ya sca como un cuerpo convexo « aplas-
tado » del espacio n~dimensional. Aparecen entonces unas constantes
Cin (definidas por las férmulas [4.33]), que ya figuran en el trabajo
de Petkantschin (®), pero sin dar su valor explicito. Las férmulas
previamente obtenidas nos permiten a nosotros encontrar este valor
(férmulas [4.35)).

En § 5 hacemos aplicacién de los resultados anteriores a un pro-
blema de probabilidades geométricas. Se trata (nicamente de un
ejemplo, pues con las férmulas obtenidas se pueden generalizar al
caso del espacio n-dimensional la mayoria de los problemas de
probabilidades geométricas que hasta ahora sélo se han estudiado
para 2 y 3 dimensiones. Tal vez hagamos esta generalizacién en un
trabajo futuro.

También generalizamos, en ¢l mismo § 5, las cldsicas fé6rmulas
integrales de Crofton al espacio euclidiano de n dimensiones.

En § 6 volvemos a un espacio de curvatura constante cualquiers,
obteniendo, como aplicacién de la férmula generalizada de Gauss-
Bonnet y de los resultados anteriores, las férmulas [6.7] y [6.8]
que contienen, en particular, l1a medida de todos los L, que cortan
a un cuerpo convexo dado Q.

La Parte Segunda trata de la llamada «medida cinemética»
en espacioa de curvatura constante, Para espacios de 3 dimensiones
un estudio anélogo fué hecho en un trabajo anterior (7); ahora
lo hacemos, de manera més completa, para un espacio de n di-
mensiones, ‘ ,

En § 7 obtenemos la férmula importante [7.8], que igual que la

(") L. A. SaNTALG. — Geometria Integral en espacios iridimensionates de curva-
tura constante. Mathematicae Notae, vol. 9, 1950,



[3.9] es de una gran generalidad, condensando much{simos casos
particulares conocidos correspondientes a n = 2, 3.

<n § 8 consideramos en particular el espacio euclidiano y lle-
gamos a la férmula [8.8], que nos da la integral de la curvatura
media (de cualquier orden) de la interseccién de des cuerpos, no
neccsariamente convexos, extendida a todas las posiciones de uno
de cllos.

Finalmente, en § 9 damos la generalizacién a espacios de curva-
tura constante de la llamada « férmula fuidamental cinemética »,
la cual, para n = 2,3, fué dada por Blaschke, y para el caso eucli-
diano n-dimensional, por Chern-Yien (*). Recientemente Chern ha
dado otra demostracién més detallada de la misma férmula, pero
siempre lnicamente para el caso euclidiano (*). Nuestras férmulas
[9.3] y [9.5] para espacios de curvatura constante contienen tam-
bién, para el caso particular de un cuerpo convexo y una esfera
mévil,- la férmula; generalizada de Steiner sobre superficies para-
lelas, obtenida por Herglotz (*°) y Allendoerfer ().

En todo lo que sigue K representard la curvatura constante del
espacio, y para simplificar las férmulas utilizaremos, segin con-
venga, K o k ligadas por la relacién

K =k

Si K es ncgativa, k resulta imaginaria.

(% 8. 8. Crern-C. T. YIEX. — Suda formula principale cinematica dello spazio
ad n dimensioni. Bollettino della Unione Matematica Italiana (2), vol. 2, 1940,
pégs. 432-437. .

(*) 8. 8. CHERN. — On the kinematic formula in the euclidean space of n dimen-
sions. American Journal of Mathematics, vol. 74, 1952, pdgs. 227-236.

() G. HeraLoTz. — Ueber die Steinersche Formel fir Parallelflachen. Abhand-
lungen Math. S8eminar Hansischen Universitat, vol. 15, 19043, pdgs. 165-177.

(1) C. B. ALLENDOKRFER. — Steiner formulae on G general S, Bulletin of the
American Mathematical Bociety, vol. 54, 1048, pigs. 128-135.






PARTE 1

LA DENSIDAD PARA SUBESPACIOS LINEALES Y APLICACIONES

§ 1. Las densidades para subespacios lineales L,

1. COMPONENTES RELATIVAS Y ECUACIONES DE ESTRUCTURA DEL
GRUPO DE LOS MOVIMIENTOS EN S,. — Si G es el grupc de los mo-
vimientos en el espacio S, y g, es el subgrupo de G que deja inva-
riante una variedad lineal fija L, se trata, como hemos dicho, de’
hallar la expresién del elemento de volumen invariante dL, del

espacio homogéneo G/g,. Para ello el método m4s indicado parece
" ser ¢l llamado del « triedro mévil » (o mejor, en n dimensiones,
del « n-edro mévil ») de E. CARTAN ().

Sea z° un punto fijode S,y € (£ = 1,2, ...,n) n vectores uni-
tarios de origen z° ortogonales entre sf. El conjunto de z° més los
vectores e forman el n-edro (2°, €). Cada movimiento de S, deter-
mina cl n-edro (z, e;) transformado del (z°, ¢) por el movimiento
y, reciprocamente, cada n-edro (z, e;) con la misma orientacién
que (z° ¢;) determina unfvocamente un movimiento de S,: el que
lleva (2° €) a coincidir con (z, e). Por tanto la familia de todos
los n-edros (z, e) con e¢; unitarios y ortogonales entre sf, es una
familia de n-edros « adaptada al grupo G » de los movimientos

(1) Para la aplicacién de estc método a la Ceometrfa Intogral, ver 8. 8. CHERN,
— Integral Geometry in Klein Spaces. Annals of Mathematics, vol. 43, 1942, Para
la aplicacién a la geometria integral affn y proyectiva ver L. A. BANTALS. — Inte-
gral Geomelry in affine and projective spaces. Annals of Mathematics, vol. 51,
1950. Para la exposicién completa del método ver las obras de E. Carran: La
théorie des groupes finis el continus el la géometrie differentielle iraitée par la mé-
thode du repere mobile, Paris, 1987, y Lecons sur la géomelrie des espaces de Rie-
mann, 2* ed., Parfs, 1946, eapftulos IX y XII. '

Hay otros métoaos para hallar las densidades dL,, por ejemplo el seguido por
A. MULLER en Dichien linearer Mannigfaltigkeiten in Euklidischen und Nich-
teuklidischen R;. Mathematische Zeitschrift, vol. 42, 1987, pero para nuestro objeto
el del n-edro mévil conduce a las expresiones més convenientes.

11
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siendo el grupo G de los movimientos en espacios de curvatura
constante un grupo « unimodular », las o’, ! y por tanto todas las
densidades y medidas que obtendremos en los sucesivo, son al
mismo tiempo invariantes a izquierdas y a derechas.

2. LA DENSIDAD CINEMATICA. — El elemento de volumen de G,
que en Geometria Integral se llama la « densidad cinemé&tica »
de @, es igual al producto exterior de todas las componentes rela-
tivas independientes. Salvo un factor constante, esta densidad ci-
nemética valdrd por tanto :

. dG = [flm‘ﬂm}] ‘ [1.7]

1 j<h

1
que es una forma diferencial de grado ?n (n+1), igual a) nimero

de pardmetros de que depende G, como debe ser.

Hagamos la observacién importante de que esta densidad, como
todas las sucesivas, se considerard siempre en valor absoluto, Obsér-
- vese también que la expresién [1.7] de dG es la miama cualquiera
que sea la curvatura constante K del espacio, y por tanto coincide
con la expresién dada por Blaschke para el espacio euclidiano (4).

8e puede dar a dG una interpretacién geométrica muy intuitiva.
En efecto, observemos que las o', segiin [1.1], son las componentes
segiin las direcciones ortogonales ¢’ de un desplazamiento del punto
z y por tanto el producto [ww, ... w,] no es otra cosa que el ele-
mento de volumen del espacio S, correspondiente al punto z. Lo
indicaremos por dv y serd, por tanto,

dv = [we! ... o"]. [1.8]

Consideremos ahora la superficie esférica E, _, de dimensién n—1,
radio unidad y centro el punto z; sobre ella se encuentran los
extremos de los vectores e, El producto escalar v} = e,.De, repre-
senta un desplazamiento elemental sobre E,_, del extremo de e
segdn la direccion de e,. Por tanto el producto exterior [win}. . . w}]
es igual al elemento de volumen sobre dicha esfera. Representdndclo
por dO,_., serd, por tanto,

do,_, = [wiuwd ... w}]. (1.9]
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Andlogamente, si E,_, es la esfera-méxima (n — 2)-dimensional
" del E,_, normal a e, y dO,_, representa el elemento de volumen
sobre la misma correspondiente al extremo de e,, es

dO,_; = [wiw} ... w]]. (1.10]

Procediendo sucesivamente y sustituyendo en [1.7] se tiene

dG = [dvdO,_,dO,_, ... dO)) [1.11]

que es una forma muy intuitiva de la densidad cinemdtica en S,.
Hagamos una aplicacién inmediata de esta férmula. Recordemos
que el volumen de la esfera euclidiana i-dimensional de radio uni-
dad vale (*
. 2 x'ii"‘i
0, = j;idoi- W—)- [1.12]
2

Consideremos el caso del espacio de curvatura constante posi-
tiva K, es decir, el caso de ser S, una esfera n-dimensional de radio
R = k™. Entonces su volumen total, o sea la integral de dv, vale
O,R". Por consiguiente, integrando [1.11] a todos los valores posi-
bles de los parfmetros, resulta que la medida cinemdtica de todos
los movimientos sobre la esfera n-dimensional de radio R vale

[dG =0,0,_,... O,R"
q

Desde el punto de vista de la teorfa de grupos, tomando B = 1
este resultado es equivalente al siguiente: el volumen, medido con
la densidad tnvariante [1.7), del grupo ortogonal de n + 1 variables
vale 0,0,_, ... O.

3. LA DENSIDAD CINEMATICA ALREDEDOR DE UN PUNTO. — Supon-
gamos los movimientos de S, que mantienen fijo un punto O, o sea
el grupo de las rolaciones alrededor de 0. Lo indicaremos con G0}

'~ Tomando este punto O como el punto r que aparece en ¢l n° 1,

(*) Obsérvese que aquf, como es costumbre, llamamos < volumen » de la es-
fera s-dimensional, al « drea » de la hiperesfera del cspacio de dimensién i + 1.
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o sea, como origen del n-edro formado por los vectores ¢,, las com-
ponentes relativas de Gy serdn (inicamente las w} de antes, defi-
nidas por {1.3]. Por tanto, la densidad cinemética de G, serd -

dGg) = [.-I<I:. w:" , ) [1.13]

donde i, h varian de 1 a n pero siendo siempre ¢ < h. Se trata de
1
una forma diferencial de grado 2" (n—1), igual al nimero de pa-
rimetros de que depende G g,
Por las mismas razones del nimero anterior, la densidad dGg,
admite ser expresada en la forma simple

dG[O] = [do,‘_l d0"_2 e d0|] [1.14]

y por tanto: la medida total de las rotaciones alrededor de un punto
vale

f dG[O] = 0,‘_10,‘_2 e 01 [115]
%01

. Este valor es independiente de la curvatura K del espacio.

4. LA DENSIDAD CINEMATICA ALREDEDOR DE UN L, FIjo. — Sea
Gy, el grupo de las rotaciones alrededor de un L, fijo. Cortemos
‘este L, por un L,_, ortogonal al mismo ¥ sea O el punto de inter-
seccién. El grupo Gy, de S, equivale al grupo Gy de L,_,. Por
tanto G|, se estudia de la misma manera que el Gg del nimero
anterior, pero suponiéndolo en un espacio de la misma curvatura
constante K y de dimensién n — gq.

Por ejemplo, la férmula [1.15] nos dice que: la medida total de las
rotaciones alrededor de un L, fijo de S, vale:

/ dG(Gl = ”_1_10"__'__3 e 0]. [1.16]
Giql

Esta férmula comprende a la [1.15] para ¢ = 0.

4. DENSIDAD PARA ESPACIOS LINEALES L, — Consideremos el L,
definido por el punto z, y los vectores ey, e, ¢, .. ., e,. Todo movi-
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miento de S, que deje L, invariante, segin [1.1] y [1.2], debe cumplir
las relaciones -

w, =0parat=r+1,r+2 ...,n;
? (1.17]
w=0 » j=12...,h=r+1...,n.

Este sistema de ecuaciones de Pfaff, por la manera como ha
sido obtenido, debe ser completamente integrable y sus variedades
integrales representardn, en el espacio del grupo G, el subgrupo
g, (que deja L, invariante) y sus transformados por las operaciones
de G. El producto exterior

dL, = [Hw"nw}'] [1.18]

G=r+1,r+2 ..,n,j=1,2, ...,7; h =r+l,.‘..,n)

o su equivalente, salvo tal vez el signo,

dL, = (IT o' IT w}] (1.18%)

es siempre invariante por las operaciones de G (por serlo cada uno
de sus factores) y serd la densidad para L, (o sea, el elemento de
volumen invariante del espacio homogéneo G/g,) siempre y cuando
su valor dependa exclusivamente de L, y no del punto z ni de los
vectores e; (1 = 1,2, ..., r) elegidos en él para determinarlo. Para
que esto ocuria se sabe (ver nuestrc trabadjc citado en ncta (1)) que
es neceraric y suficiente que sea nula la diferencial exterior d (dL,).
Teniendc en cuenta las ecuaciones de estructura [1.6] y las reglas
de diferenciacién exterior de formas diferenciales (1), es fécil ver
que esta condicién se cumple.

Por tanto dL,, definido por [1.18), es 1a densidad para espacios
lineales L,. Esta densidad estd definida salvo un factor constante
que tomamos igual a la unidad. ‘

Como ya observamos en el caso de la densidad cinemética, esta
densidad y todas las sucesivas s¢ congiderarin siempre tomadas en
valor abeoluto.

(4) Ver cualquiera de los libros citados de E. CARTAN en la nota (%) y, ademds,
del mismo autor, Les systemes differentiels exterieurs et leurs applications géomé-
trigues, Hermann, Parfs, 1945.
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Obsérvese que el grado de la forma diferencial dL, es (n — r)
(r + 1), efectivamente igual al nimero de pardmetros de que de-
penden las variedades r-lineales de S,

6. DENSIDAD PARA LOS L, QUE CONTIENEN UN L, FIJO (g <r <
n — 1). — Queremos obtener una densidad para medir conjuntos
de L, « alrededor » de un L, dado. Indicaremos por dL,,, esta den-
sidad.

Consideremes que el L, fijo es el determinado por el punto x
y los vectores e, es, ..., e, y que el L, est4 determinado por L,
més los vectores €.y, €43 .-, ¢, El subgrupo g, de los movi-
mientos que dejan invariante a L, dentro del subgrupo g, de los
movimientos que dejan invariante a L, estd caracterizado, segiin
{1.2], por

wh=0 parai=¢q+1,...,r ;h=r+1,...,n.

Por tanto la densidad dL,, buscada, o sea el elemento de volu-
men del espacio homogéneo g,/g,;), falvo un factor constante que
elegimos igual a la unidad, serd el producto exterior

dL,i = [MTw}] [1.19]

G=q+1,..,7;h=r+1,...,n).

Igual que antes, las ecuaciones de estructura [1.6] permiten com-
probar inmediatamente que d (dL,;) = 0 y, por tanto, que [1.19]
.es efectivamente una densidad.

Para q = 0, [1.19] nos da la densidad para espacios lineales que
pasan por un punto fijo. En este caso existe una « dualidad » cntre
los L, y los L,_,,; normales, en el sentido de que las densidades
para ambos son iguales. En efecto, si L, |, est4 determinado por los
vectores e, e, ..., ¢, el L, ., normal lo serd por los vectcres
€41 - -+ €n Siendo w}? = — w} y puesto que las densidades se con-
sideran siempre en valor absoluto, resulta

dL'[O] = dIl,‘_'[o] . [1.20]

7. LAS DENSIDADES PARA ESPACIOS LINEALES L, EN FUNCION bE
8US DISTANCIAS A UN PUNTO F1Jo. — La expresién [1.18] de la den-
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sidad dL, es muchas veces comoda y tiene aplicacicnes importantes,
como veremos. Sin embargo, a veces, es itil tener otra expresién
equivalente en la cual en lugar de un punto z y los vectores ¢; con-
tenidos en L,, aparezcan un punto fijo O del espacio S,, més otros
elementos vinculados a este punto fijo que también sirvan para
determinar L,.

Para ello necesitaremos un lema de la geometria diferencial de
superficies.

Sea una superficie S; de curvatura constante K. Consideremos
en ella un punto fijo O y una geodésica L; que no pase por O. Sea
Oz la gecdésica normal a L, que pasa por O, siendo z el pie de la

€1

0 b4

misma; llamemos ¢ a la distancia Oz. Sea ¢; el vector unitario tan-
gente a L, en el punto z y ¢, el vector unitario tangente en el mismo
punto a la geodésica Oz. Sean e}, e, los vectores trasladados por
paralelismo de e, ¢, al punto O siguiendo la geodésica Ox. Pongamos

wi = ¢;.De, , wi = e;.De,
‘donde los puntos indican producto escalar de vectores. Vale en-
‘tonces el siguiente
LeuMA. — Con las notaciones anteriores es

wh = u) cos kp. [1.21]
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Demostracion. — Tomemos sobre la superficie un sistema de coor-
denadas geodésicas polares p, ¢ de origen O. El elemento de arco
toma entonces la forma ‘

dst = ds? + K" sen? ko det. [1.22]

Las componentes de los vectores e, ¢, son
en(1,0), e,(0,k/sen kp)
y por tanto: A
Dey = T do + Ilde = 0
Dgz = 1'%, dp + I'l,dp = k cot kpdp

De aquf
o) = ¢;.De, = coskpde. [1.23)

Para otro par de vectores andlogos, pero a distancia ¢, de O, la
expresién es la misma con s6lo sustituir ¢ por ¢,. En particular,
para p = 0 tenemos wi = dg. De aquf y de [1.23] resulta la igual-
dad [1.21] que querfamos demostrar.

Sentado este lema pasemos al casc que nos interesa. Sea L, un
espacio r-lineal de S, y O un punto fijo de S,, en general no perte-
neciente a L. Sea L, _,, el L,_, normal a L, trazado desde O, y
sea r su punto de interseccién con L,. Sea ¢ la longitud del arco de
geodésica Oz. Para determinar L, de acuerdo con el n° 5, podemos
tomar el punto z y r vectores unitarios e; (f = 1,2, ...,r) ortogo-
nales entre sf y contenidos en L,. Tomemos entonces e, ., coinci-
dente con la tangente a la geodésica Oz en el punto z y los demés
€42 - -, €y colocados en L, ., de manera que todos los e, formen
un n-edro ortogonal de vértice z. La densidad dL, serd entonces
la [1.18]. Para expresar esta densidad podemos también considerar
los vectores e; trasladados por paralelismo de los ¢; desde z al punto
O siguiendo la geodésica Ox. Observemos que la forma diferencial
w} representa una rotacién elemental alrededor de z en el plano
e, €). Las rotaciones w) (i < r; h > r + 1), por tener lugar en planos
normales a la geodésica Oz a lo largo de la cual se verifica el trans-
porte paralelo, tienen los mismos valores en z que en O. Por tante

wi=wy para {=1,2 ...,r h=r+2...,n. [124]



— 81 —

En cambio las rotaciones wi,, (i = 1,2, ...,r) tienen lugar de
modo completamente andlogo al caso de las superficies considerado
en el Lema anterior. Por tanto para cste caso vale la igualdad

Wiy = ippcoske (@ =1,2,...,7). [1.25]

Sustituyendo los valores [1.24]) y [1.25] en [1.18], y teniendo en
cuenta que el producto [ITw'] (¢ = r + 1,...,n) representa el ele-
mento de volumen correspondiente al punto « del (n —r) — espacio
L,_,.), que representaremos por ds,_,, y que segin [1.19], [1.20]
el producto de las w} es igual a la densidad dL,_,,), resulta

dL, = cos’ k¢ [da,_pdLy_,]. (1.26]

Esta es la expresién buscada para dL, cn la cual intervienen:

la distancia geodésica ¢ de L, a un punto fijo O, la densidad dL,_,,
alrededor de O del L,_,, normal a L, por O y el elemento de vo-
lumen do,__, sobre L, correspondicnte al punto z.
. Con una demostracién diferente, y solamente para el caso de
espacios de curvatura constante positiva o nula, la férmulg [1.26]
fué dada por Petkantschin en el trabajo citado en la nota (¥) (fér-
mula [54], pdg. 286).

§ 2. Algunas medidas totales

1. MEDIDA DE TODOS LO8 L, POR UN PUNTO F1IJO. — Para poner de
manifiesto la dimensién n del espacio, la densidad cinemética dG,,
alrededor de un punto fijo O, dada por [1.13] la vamos a repre-
sentar en este § 2 por dGy,. Consideremos el L, determinado por
o8 vectores ¢; (¢ = 1,2, ...,7) de origen O.y representenios por
G,y dGi,” las densidades cinem4ticas alrededor de O del r-espacio
determinado por los ¢; (i = 1,2, ..., r) y del (n — r)-espacio orto-
gonal determinado por e,4,, ...,¢c, respectivamente. Teniendo en
cuenta [1.13] y la expresién de dL,;,) dada por [1.19] (para ¢ = 0),
se obtiene inmediatamente

—
N dGE‘O] = idGYo] dG'[:]—' dLr[o]] ’ [2.1]

-
donde L,,, indica que el L, debe considerarse « orientado », es

-



decir, al integrar a cualquier conjunto debe tenerse en cuenta que
—_—
cada L, equivale a dos L,, segdn se oriente en sentido positivo o

negativo.

Integrando ambos miembros de {2.1] a todos los valores posibles
de las variables y teniendo en cuenta [1.15] para calcular las inte-
grales de dGy,, dG{,, dG};", resulta inmediatamente que la medida
total de todos los L, que pasan por un punto fijo vale

On——) On—2 vee On—r ‘
/ Lo = ~30,0,... 0111 22]

Total

Obsérvese que se cumple la « dualidad » {1.20], o sea, /dL,M -

/ dLu—»r(o] '

En el lenguaje de la teorfa de grupos, el resultado anterior se puede
enunciar de la siguiente manera:

Sea G|, ¢l grupo de las rotaciones’ alrededor de un punto fijo O
de 8,. Sea G,,, el subgrupo de G|, formado por las rotaciones que
dejan fijo el punto O'y un L, por este punto. Entonces: el volumen
del espacio homogéneo Gy,/G,,) estd dado-por [2.2].

2. MEDIDA DE TODOS LOS L, QUE PASAN POR UN L, pADO. — Sea
1 ¢ <r y consideremos todos los L, que pasan por un L, fijo.
Ya conocemos la densidad dL,, dada por [1.19]. Se trata ahora de
“hallar la medida total de estos L,,. Para ello basta observar que
cortando el L, fijo por un L,__ normal, cada L, queda determinado
por un L, contenido en L,_, (siendo O el punto de interseccién
de L,_, con L,). Por tanto la medida de todos los L, serd igual a
la medida de todos las L,_g, de un L,_,, o sea de un espacio de
curvatura constante y dimensién n — ¢. Aplicando [2.2] se obtiene
asf que la medida de todos los L, que contienen un L, fijo (¢ < r),
vale,

On—q—l On-q-—2 R On——r
= : 3

/ AL 20,0; ... 0, 2.3
Total

Traducido a 1a nomenciatura de ia teorfa de grupcs, este resultado
se enuncia: dado el grupo Gy, de las rotaciones de S, alrededor
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de un L, dado, y el subgrupc del mismo G, formado por las ro-
taciones alrededor de L, que dejan fijo un L, que pasa por el
mismo, el volumen del espacio homogéneo Gi,/G,y, estd dado por
[2.3]). Este volumen se entiende medido con la densidad invarian-
te [1.19].

3. MEpIDA DE LO8 L, QUE CORTAN UNA ESFERA GEODESICA DE
RADIO p. — Sea E, una esfera geodésica de radio ¢ y centro O de
S,. Queremos calcular la medida de todos los L, que cortan a E,.

Para ello necesitamos recordar que el 4rea 4 (p) y el volumen
1" (¢) de E, estdn dados respectivamente por las férmulas

sen®—1kp Op—y (7 _
A = Tt 0 ., Vo =t [T —hede 24

donde O,_, es, como siempre, el volumen de la esfera euchdiana de
radio unidad y de n — 1 dimensiones, dado por [1.12], y * = K
la curvatura del espacio S,,.

Apliquemos la expresién [1.26] de dL,. Tomando el centro de la
esfera como el punto fijo O que aparece en [1.26], para cada valor
de ¢ y cada L, ), se tiene

dop_, = Ay, 1 (p)dp =k~ 0,__ sen" " kodp.

Por tanto serd

O"—'"—l * r n—y—
/dL, - IM——lde”'*l°"/(, cos’ kp sen Ykodo,
LinE, 0 Total

o bien, recordando [2.2],

/dL 0,._10,._2 e Or /’ cos’ k sen»-—r—l ked
e = 20102...0"_,—2’9"_’—1 0 e pae-
LnE, » 0 v . (2.5]

Para el caso K > 0, la medida de todos los L, es finita y la fér-
1
mula [2.5] permite calcularla. En efecto, basta tomar ¢ = r} xk™!

para que E, llene todo el espacio y por tanto para que la medida
anterior resulte la medida de todos los L,.
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Siendo
/‘/2 r n—r—1 do== 0"
0 COS8 ¢ 8sen pag=— 0' O,‘__'_l
queda
0004 _y ... 0,4
dL, = : .
/ ’ 20,0 ... Operak*— (2.6]
Total (K> 0)

En el lenguaje de la teoria de grupos este resultado se enuncia:
dado el grupo @ de los movimientos sobre la esfera n-dimensional
de radio R = k™! y el subgrupo g, de los movimientos que dejan fijo
un subespacio lineal L,, el volumen del espacio homogéneo G/g,, me-
dido con la densidad snvariante [1.26], estd dado por {2.6].

Para K < 0 el volumen anterior es evidentemente infinito.

Por otro camino, y expresado en otra forma equivalente, el resul-
tado [2.6] fué obtenido también por Petkantschin en el trabajo
citado en (%) (pdg. 291).

4. OBSERVACION. — En las férmulas [2.2), [2.5] y [2.6] y en algu-
nas otras que aparecerin en lo sucesivo, hay que ir con cuidado
cuando el valor de r es tal que algunos subindices de O toman valores
negativos. Entonces hay que repasar las simplificaciones hechas
para ver cudles son permitidas y cudles no. A veces es ttil observar
que las expresiones [2.5] y [2.6], por ejemplo, son equivalentes a las
siguientes:

On-..l e On—v——l e r R—r—1 !
/dL, -2 O O fo cos kp sen ke dp [2.5]
Lnk,mo0
On O“_l LR Oﬁ—#' .
L - ‘ . ’
d'- 20,... O, kr— (2.6)
Total (K> 0)

Por ejemplo, para r = n — 1, la férmula [2.5] no es aplicable
directamente. En cambio [2.5]) da

4
/dL,'_.l = 0,‘__1 (.305”--1 kp dp . . [2.7]
Ly—1nE, 40 0
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§ 3. Formulas integrales referentes ala interseccién de espacios
lineales Ly con una variedad Cq

1. UNA FORMULA DIFERENCIAL. — Recordemot la expresién [1.18]
de dL,. El producto [ITw') ({ =7 + 1, ..., n) ya observamos que
tratdndose del producto de n — r desplazamientos elementales segin
las direcciones de los vectores e;(t =7 + 1, ..., n) normales a
L,, representa el elemento de volumen ds,_, (z) del L,_, normal a
L, en el punto z, origen de los vectores e;.

Como [l'Im,'-‘] G=1,2,...,r; k=r+1,...,n), segin [1.19],
representa la densidad de los L, alrededor del punto z (qué indica-
remos con dL, ), resulta que la densidad dL, puede escribirse en la
forma mds intuitiva

dLr - [d.cil—f (z) dLr[z]] . [3'l]

Sea C, una variedad g-dimensional fija de S,, que supcndremos
siempre regular, en el sentido de que estd compuesta de un niimero
finsto de pedazos cada uno de los cuales posee espacio g-lineal tangente
en cada punto, variando con conltnuidad. Supongamos ¢ + r 2 n
y consideremos dinicamente espacios L, que tengan puntc comiin
con C,. Representemos por L, N C, la interseccién de L, con C,
(que serd una variedad de dimensién r + ¢ —n), y sea z un punto
de esta interseccién. Sean e, ¢4, .. ., €,,,_, vectores unitarios orto-
gonales entre sf y tangentes a L, N C, en el punto z. Sean by, by, .. .,
b, ctros vectores unitarios, ortogonales entre sf y a los e;, rituadcs
en el espacio ¢-lineal tangente a C, en z; es decir, este g-espacio
tangente estd4 determinado por los vectorese (i=12 ...,r+q—n)
ylosb; (j =1,2,...,n—71).

Como sélo consnderamos posiciones de _L, en que corta & C,, po-
demos elegir siempre el punto z que sirve para expresar dL, en [3.1],
de manera que esté contenido en C, y por tanto serd

dr = Za'e;+ S §'b; (3.2]
donde o', 8’ son formas de Pfaff y las sumatorias estdn extendidas
entre los limites

l1€sisr+q—n,l1<j<sn—r,
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Por tanto

Wt = dre, =X @ (be4n) (h=1,2...,n—1) [33]
j

y por consiguicnte

don_(z) = _[:EI:«.)'“] = 11 by | [T ] 13.4]

donde || b;.e,4, || indica cl determinante de los productos escalares
b;.e,.» para j, h variando de 1 a n—r. Observemos que siendo
vectores unitarios se puede poner bj.e ., = cosg¢; .., indicando
con g; ,.+x el dngulo entre los vectores b; y e, .

Si llamamos do, ., , (z) al elemento de volumen de la intersec-
cién L, N C, en el punto z y do, (z) al elemento de volumen C, en

¢l mismo punto, siendo [I18’) para j = 1,2, ..., n—r el elemento
de volumen de C, normal a L, nC,, resulta
[do, yqn (). I @} = do, (). [3.5]

Por tanto, de [3.1] y [3.4] se deduce
(do, o ().dL,] = @ (9;,,44) [dog (2).dLyy] (3.6]

donde ¢ es una funcién de los productos escalares b;.e, ., o sea de
los dngulos ¢; ,.» ¥y que por tanto depende de la posicién de L,
respecto al ¢-plano tangente & C, en z, pero no depende del punio z.

Ademés, la férmula [3.6] no depende de la curvatura constante
K del espadio.

Si g+ r—n =0, la férmula [3.6] vale lo mismo, con sélo su-
primir cl factor de¢,y,_, del primer miembro.

La férmula [3.6] entre diferenciales. va a ser muy itit para el
cdlculo de férmulas integrales como vamos a ver inmediatamente.

2. INTEGRAL DE VOLUMEN ¢,.. . (L,NC,) DE LA INTERSECCION
L,nC, — Integremos ambos miembros de [3.6] a todos los L,
del espacio S, que cortan a C,. La integral del primer miembro es

/ S ton (L, NCY dL, (3.7)

donde ¢, .., (L,nC,) indica el volumen de la interseccién L, N C,.
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La integracién se puede considerar extendida a todos los L, del es-
pacio, o sea a todo el espacio homogéneo G/g,, puesto que para
los que no cortan a C, el volumen de la interseccién vale 0.

Al integrar el segundo miembrc de [3.6], fijando primero el punto

z, queda la integral | $ dL,;;, que extendida a todas las posicicnes

de L, dard un valor ccnstante c. Se tiene por tanto que, para cual-
quter curvatura constante K del espacio, vale siempre

) /c,ﬂ_,, (L,nC)dL, = cs,(C,).

Sc trata ahora de hallar el valor de la constante ¢. Su célculo
directo no es facil ni tampeco parece posible un. céleulo indirecto
simple en el caso euclidiano (K = 0) o en el caso hiperbélico (K < 0).
En cambio un célculo indirecto es inmediato en el caso esférico
(K > 0), y, siendo ¢ la misma para cualquier curvatura, tendre-
mos la férmula general para un espacio de curvatura constante
cualquiera.

En efecto, consideremos el caso esféricc K > 0. Como la constante
¢ cs la misma para cualquier C,, tomemos por C, una esfera méxima
g-dimensional. Entonces L,NC, c8 una csfer4 méxima de dimen-:
§ion r + ¢ —n y por tanto, segin [2.4],

Ortgn (LeNCY) = K770, 40n , 6 (C) =k™0,, [3.8]
y cn consecuencia

O ten / dL, = ck'™0,.

Total
Como la medida total de los L, es conocida, férmula [2.6], sus-
tituyendo resulta
- 0,‘0.._1 .o 0'+10r+¢—ﬁ - 0[.0,._1 e 0,._.,0‘,+¢_.,. .
20,0, ... 0htr O, 20,...0,0,

Por consiguiente tenemos la siguiente férmula general vdlida para
cualgquser espacio de curvatura constante:

0. ... 0,0,
nr Ortos 6 (Cy. [3.9]

Glor



En esta formula ¢4, , (L, N C,) indica el volumen (r + ¢ — n)-
dimensional de la interseccién L,NC, Cuando r+ ¢ —n =0,
¢ (L, N C,) indica el nimero de puntos de la interseccién L, N1 C,.

Es curioso observar que pasando al caso esférico ha sido muy facil
demostrar la fé6rmula [3.9] que sin zalir del easo euclidiano presenta
dificultades de célculo (*).

Dada la gran generalidad de la férmula {3.9] vale la pena que
veamos cémo ella contiene todos los casos elementales conocidos
del plano y el espacio euclidiano (%).

Caso del plano (n = 2). — Caben los siguientes casos:

a)r = 1,¢g = 1. Se trata de rectas que cortan a una curva fija.
Siendo L la longitud de la curva y N el nimero de puntos de inter-

seccién con la recta variable L,, se tiene / NdL, = 2L, férmula

debida a Cauchy.
b) r = 1, ¢ = 2. Se trata de rectas que cortan a un dominio
de drea F. En este caso o, (L; N Cy) es la longitud o de la cuerda

que L, determina en Cy. Queda [ a1dL, = = F, como es sabido.

Caso del espacto (n = 3). — Caben los siguientes casos:

a) r = 1, ¢ =2. Rectas que cortan a una superficie. Siendo F
el 4rea de la cuperficie y N el nimero de puntcs de interseccién con
la recta variable L,, se tiene el resultado conccido

/Nqu"lF.

b) r = 1, ¢ = 3. Rectas que ccrtan a un cuerpo C,;. Sea V el
volumen de Cs. Llamando o, a la longitud de la cuerda que L, de-

(¥) La férmula [3.9] fué dada sin demostracién en nuestro trabajo Integral
Geometry in general spaces, presentado al Congreso Internacional de Matemsticas
celebrado en Cambridge, U. 8. A., en septiembre de 1950, y publicado en loe
« Proceedings » del mismo.

(2%) Para estos casos particulares ver W. BrascHk®., — Vorlesungen uber Inte-
gralgeometrie, 1936. L. A. SANTALG. — Inlegralgeometrie, Actualités Hermann,
Parfs, 1936.
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termina en el cuerpo, se tiene

/UHiL; - 21CV.

) r = 2,9 = 1. Plancs Ly que ccrtan a una curva Cy. Siendo N
el nimero de puntcs de la interseccién y L la longitud de C), la
férmula [3.9] da

/Nsz = ‘KL.

d) r =2 ¢ =2 Planos L que cortan a una superficie C,,
Siendo A la longitud de la curva de interseccién y F el drea de C,,
resulta

.,c:
/ldLg-TF.

e) r = 2, q = 3. Planos Ly que cortan a un cuerpo C;. Siendo f
ei drea de la interseccién Ly N C3 y V el vclumen de C; resulta

/de,-sz.

§ 4. Unas férmulas integrales para el caso euclidiano (K = 0)

1. LAS INTEGRALES DE CURVATURA MEDIA M, DE LOS CUERPOS CON-
VEXOS DEL ESPACIO EUCLIDIANO n-DIMENSIONAL. — Sea Q un cuerpo
convexo dei espacio euclidiano n-dimensicnal.

Supongamcs primero que ia hipersuperficie que limita Q tenga
en cada puntc radios principales de curvatura Ry, Ry, ..., R,_,
no nulos. Representando por {1/Ry, 1/Rs, ..., 1/R,} la funcién si-
métrica elemental de orden r formada por las curvaturas principales
1/R;(i = 1,2,...,n—1) y por do,_, el elemento de &rea de Q
en el punto correspondiente (!7), se llama integral de curvatura
media de crden 7, o simplemente curvatura media de orden r, a la

integral

(') No habiendo confusién posible, representaremos por Q tanto al cuerpo
convexo como a la hipersuperficie que lo limita.
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'=(n—l)/; R R R, [ '

8Si representamos por dO,_, al elemento de drea sobre la esfera
{(n — 1)-dimensional unidad correspondiente a la representacién
esférica de Q, es ds,_, = Ry Ry ... R,_,dO,_, y por tanto otra
expresién de M, es

1
_'n__l_ {Rx, Rz, Ceny R,‘_'_l} dO,,_l . [42]
( ) Oy
r

Como casos extremos se tienen

My=0,_,(Q) =4readeQ ; M,_, =0,_,. [4.3]

M, =

Otros invariantes que juegan un papel importante en la teoria
de los cuerpos convexos del espacio euclidiano n-dimensional son
las « integrales de Jas proyecciones r-dimensionales » de los mis-
mos, llamados en alemédn Quermassintegrale, los cuales se representan
por W, y cuya definicién y propiedades pueden verse en el libro de
Bonnesen-Fenchel, Theorie der konvexen Korper, Berlin, 1934, péig.
49 y siguientes.

Estas W, estin ligadas con las M, por la relacién importante
(Bonnesen-Fenchel, pig. 63).

M_, =nW,, [4.4]

pero tienen la ventaja sobre las M, de que pueden definirse indepen-
dientemente de los radios principales de curvatura R; y, por tanto,
estén bien definidas para cualquier cuerpo convexo, cualquiera que
sea su contorno. Por tanto, en todo lo que sigue, al utilizar las cur-
vaturas medias M,, si el cuerpo convexo @ no tiene curvaturas
principales finitas en todo punto, entenderemos que las M, estdn,
definidas por las relaciones [4.4] en lugar de las [4.1] 0 [4.2].

Como demuestran Bonnesen-Fenchel (loc. cit., pig. 50), laintegral
W, de las proyecciones r-dimensionales de Q@ puede definirse de
la manera siguiente. Primero se proyecta @ ortogonalmente sobre
un hiperplano L,_, segin la direccién definida por dO,_, o sea
por un punto de la esfera (n — 1)-dimensional; sea Q, la proyeccién.
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Dentro de L,_, se proyecta @, ortogonalmente sobre un L,_, con-
tenido en L,_,; la direccidn de proyeccién estard determinada por
un punto de la esfera unidad (n — 2)-dimensional de L,_;, o sea
por el correspondiente elemento de volumen dO, ;. Procediendo
sucesivamente, tendremos que una proyeccién ortogonal de @ sobre
un L, estard determinada por la densidad [dO,_,dO0, 5 ... dO,_.].
Llamemos ¢, (Q) el volumen de esta proyeccién (n — r)-dimen-
sional de Q. Entonces W,, salvo un factor constante, es la media
aritmética de estas o, __ (Q). M4s exactamente es

n
n-—r

/ o (Q)d0,_, ... dO,_, = Op_y...O0p g W, [4.5]

donde en ¢l primer miembro cada dO; se entiende integrado a toda
la esfera O;.

Debemos observar que en el libro de Bonnesen-Fenchel no figura
el valor explicito del factor constante segin el cual W, difiere de
la media aritmética de los volimenes ¢, . (Q). Aquf lo hemos
calculado tomando el caso particular simple de ser Q una hiperesfera.

2. MEDIDAD DEL CONJUNTO DE L, QUE CORTAN A UN CUERPO
coNVEXO Q. — Como estamos en el caso euclidiano, la férmula
[1.26] nos dice que la densidad para los L, puede escribirse

dL, = [doy_, dL,_, 1] [4.8]
o bien, segin la dualidad [1.20],
dLr = [dcn-—f dLr[ol]? [47}

donde L, es el espacio r-lineal paralelo al L, dado trazado por un
punto fijo O y ds, . es el elemento de voiumen scbre el L,
ortogonal, corespondiente al punto de interseccién con L.

Por otra parte si L, lo consideramos determinado por los vectares
unitarios y ortogonales entre sf e;({ = 1,2, ...,7) de origen O y
llamamos dO,_; al elemento de volumen sobre la (n — 1)-esfera
correspondiente al extremo e,, dO,_, al elemenito de volumen sobre
la (n — 2)- esfera ortogonal a e correspondiente al extremo es,
etcétera, segin [2.1] y [1.15], tenemos

—
[dO,_,; ... dO,_) = [dO,_, ... dO\] dL,,;. (4.8]
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Sea ahora @ un cuerpo convexo del espacio y épliquemos [4.8)
al primer miembro de [4.5]). Observemos que, al variar dO,_,,
d0,_,, ...,d0,, como lo hacen dentro de L, y éste pcrmanece
fijo, el volumen 7,_, (Q) no cambia. Por tanto la integral de [dO,_,
dO,_, ... d0\] es inmediata y se obtiene

on—r( r{o) = n—r » 0'—1 e 01 ’

{4.9]

donde o, (Q) no es otra cosa que la proyeccién ortogona! de Q
paralelamente a L,, sobrc un L,_,. La integracién est4 extendida
a todos los L,y,).

Por tanto, teniendo en cuenta (4.7], la integral del primer miem-
bro de [4.9] es igual a la medida de lcs L, que cortan a @ (salvo el

" factcr 2 derivado de la orientacién actual de L,,). Es decir, te tiene

n On—z ... Op—ey
2(n-—r) 0,__1...01

fd’zr =
LnQ s 0

w,, [4.10]

o mejor, introduciendc las integrales de curvatura media, para lo
cual basta tener en cuenta [4.4],

/ i, = —2n2e Onems [4.11]
T 2n—10,...0 Y '
L nQ w0 .

férmula que nos da la medida de los espacios lineales L, que corlan
a un cuerpo convexo @ del espacio euclidiano de n dimensiones.

Esta férmula falla dnicamente para r = 0, en cuyo caso trivial
Lq son puntos y la medida anterior es el volumen de Q.

Ejemplos. — Como casos particulares conocidos de [4.11] se tiene:

a) n =2, r = 1. Resulta

/ dl, = M, = longitud del contorno de Q.

b) n =3, r = 1. Resulta

/dll[ = (1:‘,’2) M, (Mo = frea de Q)
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¢) n =3, r =2 Resulta

f dLy; = M, = curvatura media de Q.

3. INTEGRALES DE LAS CURVATURAS MEDIAS DE LAS SBECCIONES DE
UN CUERPO CONVEXO @ CON ESPACIOS LINEALES L,. — La intersec-
ci6n QN L, de @ con un L, es un cuerpo ccnvexo r-dimensional
ccntenido en L,. Como tal tendrd sus integrales de curvatura media
que representaremos por M (i = 1,2,...,r—1), o bien, si es
neceratio una mayor claridad, por M (@ n L,). Nuestro objeto
es ahora calcular las integrales f M dL, extendidas a todos los
L, que cortan a Q.

Necesitamos para ello una férmula auxiliar entre diferenciales.
Contideremos un L,,, contenido en L, y representémoslo por L{,.
Elijamos Ics vectores i, e, . . ., ¢, que en § 1 sirven para determinar
las formas w} de manera que eyey, ..., 6., detorminen L{}, y
e1, €, ..., ¢, determinen L,. Entonces, la densidad para L{); dentro
de L, serd (segtn [1.18)):

dL{}, = (' )] - [4.12]
para

lmi42 ...r ; j=1,2,...,i+1 ; h=mi+2...1.

Por otra parte, la densidad dL, ;;,, de L, alrededor de L, ,, segiin
[1.19] vale

dLr d+1] = [HO):‘] [4.13]
para '
j=t+2,¢+3, ...,r ; h=r+1,r+2 ...,n.
Ademé4s, segin la misma [1.18] es también
dL, = (' Ma]  4.14]
para ‘

lmrt+1,r4+2...,n7=1,2,...,Fr ;h=r +1,...,n

dL;.‘.l - [lenm}] v [4.15]
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para
l=i+2...,n;7=12,..,t+1 ;h=t+2 ...,n

De todas estas expresiones, teniendo en cuenta los intervalos de
variacién de los {ndices, resulta la férmula diferencial buscada

dL® L] = [dL, on dL; 1.16
[ s+1 r] [ r [s+1]) l+l]‘ [ . ]

En el primer miembro aparece L, orientado, debido a que cada
L, nc-orientado que contiene a L, es sostén de dos L, 4, alrede-
dor de L;,, que sélc difieren en la crientacién.

Una ves en posesién de [4.16] ya podemo: pasar a calcular las
integrales de las curvaturas medias M{"” de las intersecciones Q N L,.
Consideremcs la integral

I = / dL{),dL, (4.17]

extendida a todos Jos L{” de L, que tienen punto comin con Q.
Manteniendo L, fijc e integrando defh, basta aplicar [4.11] a la

interseccién Q N L, y tener en cuenta que dL, = 2 dL,, para obtener

0r—2 . r—|—-2 (r)
4 4.1
2(r—-t—l)00,._1 _/M dL, [4.18]

donde la integracién estd extendida a todcs les L, que cortan a Q.
Por otra parte, sustituyendo el integrando de [4.17] por el segundo
miembro de [4.16] y aplicando [2.3] resulta

0»-—"—2 On—o'-—a s On—r

1 -/dLH-l/dLr[H-l] =T 20.0, .. 0 /dLs'+l
L.'+anI‘0 Total —t L,-.+100#0

y aplicando de nuevo [4.11]

0._..'_,3 e 0,‘_., 0,,._.2 ‘e O.-,'—z M.
20,0,...0,—i—g 2(n —i—1)0...0; "

De aquf y [4.18] resulta la férmula buscada



(7‘ —— 1) On—-i-—-z 0;..2 e 0,,_,

onht’i”“" T2 (—i—1)0,_iqg 0.05...0, Ho W19
o bien, teniendo en cuenta que segtn [1.12] es
2720, =(t—1)0,,
se puedc escribir, m4s simplemente,
MPaL, = 222l O Ou M. [4.20]

2010, ...0,, O,
QnL, » 0

Para ¢ = r — 1, segiin [4.2]) es M, = O,_, y por tanto [4.20]
nos debe dar la integral [4.11] de los L, que cortan a Q. Es inme-
diato comprcbar que efectivamente es asf.

4. PA8O A CUERPOS NO CONVEX08. — Sea C, un cuerpo del espacio
euclidiano n-dimensional limitado por una hipersuperficie que re-
presentaremos por aC,, (contornode C,), la cual supcnemos que posee
radios principales de curvatura Ry (h = 1,2,...,7n — 1) no nulos
en todos sus puntcs. El cuerpo C, puede no ser convexo y aun no
conexo, es decir, puede estar formado de varios pedazos separadoes.

Como invarianie topclégico de C, utilizaremos su caracteristica de
Euler-Poincaré que indicaremos, como es ‘costumbre, por yx (C,).
Es bien sabido que para definir esta caracteristica basta suponer
dividido C, en simplices; llamando entonces a; al nimero de sim-
plices i-dimensionales de que consta la subdivisién, es (‘%)

xC) =ay—ar+ ... + (—1*a,. [4.21]

Lo andlogo vale para 4C,. Por ejemplo, para un simplex y por
tanto para todo cuerpo topolégicamente equivalente a una esfera es

x(Cu) -1 ) X(aCn) -1 (_ l)”' ) [422]
En general, para n par, es siempre

% (8C,) = 0, (n par) [4.23]

(.".) Algunoe autores definen % (Cx) = an — ans + ... + (— 1)® . Ambas de-
finiciones coinciden pars n par, pero resultan de signos opuestos pars n impar.
En todo este trabajo tomaremos la definicién expresads por [4.31].



y en cambio, para n impar, cualquiera que sea C,, vale siempre la
relacién importante

X (aCn) =279 (Cu) , (n impar) . (4.24]

El invailiante topoldgico y admite una expresién métrico-dife-
rencial pcr 1a llamada formula de Gauss-Bonnet (generalizada a
n dimensiones) que para el espacio cuclidiano se escribe

A[n—l = 07&—01 X (Cn) [4'25]

o también, segin [4.24], para n impar

1
]un—-_-l = ?On—-l X (aC") ’ (n impar) y '426]

en ambas expresiones, M,_, se refiere al contorno 8C, de C,.

Obsérvese que tanto la definicion [4.1] de las M, como la de las
expresiones andlogas M{” para las intersecciones de C, con espacios
lineales L, dadas en el nimero anterior, valen lo mismo tanto si el
cuerpo C, es convexo o no. Adem4s vamos a demostrar que también
las férmulas integrales [4.20]) valen igual para el caso de un cuerpo
cualquiera, no necesariamente convexo. '

Para ello recordemos la férmula diferencial (3.6] que vamos a
aplicar al caso de ser C, el contorno 8C,, y por tanto ¢ = n — 1.
Cambiando un poco la notacién usada para obtener [3.6] llamemos
ahora e, e, ..., e, a los vectores unitarios tangentes a las direc-
ciones principales del contorno de la interseccién C, N L,, conside-
rada como variedad (r — 1)-dimensional de L, (vectores tomados
en el punto'r); los vectores e, ..., e, sean otros vectores unitarios
cualesquiera formando con lcs anteriores un n-edro ortogonal. Sean,
por otra parte, by, bs, ..., b,_; los vectores unitarios tangentes a
las direcciones principales de C, en el mismo punto z. En el segundo
miembro de {3.6] la funcién ® resulta ahora funcién de los productos
escalares e,.b; o sea de los cosenos de los 4ngulos ¢, ; que forman los
vectores e, y b,. Resulta asf una férmula de! tipo

[dcr—l (x) dLr] - @ (Qh. l) [dcr-—l(x) dLr[zl] . [4'27]

Sean g, by, .. ., Pr—1l08 radios principales de curvatura del con-
torno 8 (C, N L,) en el punto z cuyo elemento de volumen corres-
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pondiente hemos représentado por de,_;. Multipliquemos ambos
mienibros de [4.27) por {1/p1, ..., 1/5,;} c integremos a todos los
valores posibles de las variables que figuran en ambos miembros.

En el primer miembro quedard f M{ dL,. Para calcular la integral

del segundo miembro, observemos que los 1/p,(h = 1,2, ...,7r — 1)
pueden expresarse cn funcién de los B;(Il = 1,2, ...,n - 1) y de
los dngulos que forman los vectores e, con los b; (teoremas de Meus-
nier y de Euler generalizados). Sea

Wen Uesy ooy Ugd @ (o)) = F(I/Ry, a10) -

Al integrar FdL,,) a todas las posiciones posibles de L,), o sea,
a todos los valores posibles de los 4ngulos ¢, ;, resultard una funcién
tnicamente de R, R,, ..., R,_,. Esta funcién no es f4cil de calcular
directamente, pero como para el caso de los cuerpos convexos sa-
bemos que salvo un factor constante es la funcién simétrica
{1/R,, ..., 1/R;} (segin la férmula [4.20]), y como este resultado
«local » no puede depender de si el cuerpo es o no convexo, resulta
que tendri el mismo valor para cualquier cuerpo.

Llegamos asi a la conclusién importante siguiente:

Sea C, un cuerpo cualquiera del espacio euclidiano n-dimensional
y supongamos que su contorno 9C, sea una hipersuperficie (n-—1)-
dimenstonai que posea radios principales de curvalura distantos de
cero en todo punto. Sean M; las integrales de curvatura media de C,

y MY las integrales de curvatura media de las intersecciones C, N L,
con un espacio lineal L,. Con eslas notaciones, valen las formulas
tntegrales [4.20] o sea

On-—2 s Ou—r Ou—i
20,...0,—2 O,

M dL, =
Canly, m 0

M, [4.28)

Para. i = r —1, segin {4.25], se tiene la integral de la cara.cteris-
tica de Euler—Pomcaré de la interseccién C, N L,.

5 SOBRE LAS INTEGRALES DE CURVATURA MEDIA DE UN CUERPO
CONVEXO CONTENIDO EN UN ESPACIO LINEAL L, — Hemos definido
en el n° 1.de este § 4 las integrales de curvatum media M, de un
cuerpo convexo Q de n dimensiones. Es interesante ver el valor que



toman estas integrales para el caso en que Q degenera en un cuerpo
convexo « aplastado », contenido enun L, (¢ s n — 1). Indicaremos
en este caso el cuerpo convexo por Q,.

Este Q,, como cuerpo convexo de L, tendrd sus integrales de
curvatura media M@ (: = 1,2, ...,¢ —1). La cuestién est4 en
comparar estas M® con las M; de Q, considerado como cuerpo
convexo del espacio n-dimensional. Para ello lo mejor es considerar
el cuerpo paralelo exterior al Q, a distancia ¢ (o sea el conjunto de
los puntos cuya distancia a Q es < t); este cuerpo serd ya de di-
mensién n y para él estardn bien definidas las M, (e). Los valores
de M, que deben atribuirse a @, son los limites de M, (¢) para ¢« — 0.
Este paso al limite est4 justificado teniendo en cuenta que segin
[4.11] los M, representan, salvo un factor constante, la medida
de los L;,; que cortan al cuerpo convexo consideradc, y esta me-
dida es evidentemente funcién continua de «.

Sean R, (¢) los radios principales de curvatura del cuerpo paralelo
exterior al @, a distancia ¢. Apliquemos la definicién [4.1]. El ele-
mento de volumen dg,_; correspondiente al cuerpo paralelo a dis-
tancia ¢ se puede escribir como producto " *'d0, _,_,ds, (siendo
da, el elemento de volumen de Q,) para los puntos que corresponden
a los interiores de Q, y como producto ¢"™ dO,_,ds,., para los
puntos que corresponden al contorno de @, (siendo do,_; el ele-
mento de volumen de este contorno (¥). Tenemos por consiguiente

M.'(C) = _l—(/ {I/Rl, oy l/R,} a""'""dO,, 1d0¢
() -
1

+ {1/R\, ..., 1/R;) z"”"dO,_,dcr_l). '[4.29]

Qg
Si ¢1, 2, - .y Pg—1 80n los radios principales de curvatura de
9Q,, considerado como cuerpo convexo de L, los Ry, Ry, ..., Ry,

valen:

(1) Como siempre, en estas expresiones dOn.g, ¥ dOn_, representan los elemen-
tos de volumen de esferas (n — ¢ — 1) y (n — q) — dimensionales de radiounidad;
al multiplicar por ¢*~*! y ¢, respectivamente, se obtienen los clementos de vo-
lumen andlogos, pero para esferas de radio s.



a) En el interior de Q,:

R,=¢para h=1,2,...,2~—¢—1 ; Ry=oo para h=n—q, ..., n—1.

b) En el contorno de @,:

Rh- t para h=1, 2,..,n —q Rh‘?h—-—n«{-q para
h=n—gqg+1,...,n—1.
Con estos valores ya se puede calcular M;(¢) y pasar al limite
para s —> 0. Hay que distinguir tres casos.

1. £ 2 n — ¢. En este caso la primera integral del dltimo miem-
bro de [4.29] es siempre nula y la segunda resulta igual a

1 ¢—
—(. 11
2¢-n+JQ*M&””

apareciendo el factor % puesto que dO,__, s6lo debe integrarse a

media (n — g)-dimensional esfera. Por consiguiente se tiene
, —1
t4+q—n

N

2.im=n— g — 1. En este caso es la segunda integral del ulti-
mo miembro de [4.29] que es nula, quedando sélo la primera que
vale 0,_4 , ¢,(Q) siendo ¢ (Q,) el volumen g-dimensional de Q,.
Es decir

0p_,M%, . para i2n—gq. [4.30]

M; = ___I___O._v_, 0, (Q) para i=n —qg—1. [431]

n—1
("
3.1 < n —q — 1. En este caso son nulas (para ¢« —»0) las dos

integrales de {4.29] y por tanto queda
'M‘ -0 para t<n—g¢g—1. [4.32]

Estos resultados pueden servir, por ejemplo, para completar un
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rerultado debido a Herglotz y Petkantschin (2°). Representemos por
x4 la medida de los L, del espacio n-dimensional que cortan al cuerpo
convexo @, (contenido en un Lj) y por p; la medida de los L, con-
tenidos en L, que cortan a Q,. Herglotz y Petkantschin demuestran
que entre estas medidas existe la relacién

Ky = Cointite " [4.33]

siendo c,;, constantes que dejan sin determinar. Sin embargo, los
célculos anteriores permiten la determinacién efectiva de estas
constantes. En efecto, segin [4.11]) es

0n-—-—2 s On-t'—l
2 (n—:) O ...0i

k! = M_,, «2 = volumen. ([4.34]

y también
Jiben 0,203 ...0, i s
e 2(n—100,0;...0;40py ‘T

g = 0,(Q) = volumen

Basta entonces aplicar las férmulas [4.30], {4.31] y [4.32] para
obtener que el valor de las constantes c, definidas por la relacion
[4.33] vale

—1
(q .)0..—2 e Oq—l

n—t

On—, para i2n—q+1

C",‘-
n—1
. 2({— 1) O‘-—[ “e 0"+H
Coin = l 01.—2--.0"_'-__10 )
- 2 (n—1) n—1\ 0;0:... Oy Us—1 Parat =n-—gq
At 4.35]
“un = 0 para t < n —q.

En el caso ¢ = n— gq, el factor O,_, se puede simplificar stempre
que sea ¢ » 1, pero para ¢ = 1 este factor figura en el numerador
pero no en el denominador, que empieza con Ox.

" (19 Ver el trabajo citado en nota (%), pdg. 292, férmula [70].
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Es inmediato comprobar que estas férmulas generales dan ¢ ==,
a2 = %/2, Gnicos datos calculados por Petkantschin en el trabajo
citado.

§ 5. Pi-obabllldadel geométricas y f6rmulas integrales
de Crofton en el espacio euclidiano de n dimensiones

1. UN PROBLEMA DE PROBABILIDADES GEOMETRICAS. — Las ideas
fundamentales de la Geometria Integral tienen su origen en la teorfa
de las llamadas probabilidades geométricas. Con las férmulas inte-
grales que obtenemos en este trabajo y las férmulas de cardcter di-
ferencial que fueron obtenidas por Petkantschin (ver trabajo ci-
tado en nota (*)), casi todos los problemas de probabilidades geo-
métricas cldsicos, que en general han sido sélo estudiados para el
case del plano y del espacio ordinarios, pueden generalizarse sin
dificultad al caso del espacio euclidiano de n dimensiones. Vamos
a dar, como modelo, un solo ejemplo.

Sea Q un cuerpo convexo dado. Siendo p + q = n, se dan arbstra-
riamente un L, y un L, que cortan a Q. Se pide la probabilidad de
que los espacios L,, L, se corten en el interior de Q.

La medida de los casos favorables serd

dL,dL,.
Lpo L' <Q ‘
Fijando ptimero L,y llamando ¢, (L, N Q) al volumen de la inter-
seccién L,NQ, puesto que L, y L, s6lo pueden tener un punto
comdn (o coincidir) por ser p + ¢ = n, aplicando [3.9] resulta
040u_y ... On_, |
010’ e e 0’0¢

m; =

[c, (L,nQ)dL,

o bien, aplicando de nuevo [3.9] al caso de @ cortado por L;

Oﬂ... On—p 0” . 0”—'0
01.-.00¢ 201.. OOu

m, =

0@  [51]

giendo g, (Q) el volumen de Q.
Por otra parte, segin [4.11], la medida de todos los casos poslbles
o medida total de casos, vale
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m, = de /leq -
L,,nO#O anOﬂo

0n—2 On—a oo On—p—-l On—2 On—a s On—-q—-l
2(n —p) O]O, O,_l. 2(n —q) 01 Oq._l

M, M, [52]

siendo M,_,, M,_, las integrales de curvatura media respectivas
de Q.

Dividiendo [5.1] por [5.2) tendremos la probabilidad buscada,
a saber (teniendo en cuenta que p + ¢ = n),

2 pq 0,0; an (Q)
P= nn » : 5.3
0,0, 10,0,—1 Mp_1Me; (53]

En particular, para p = 1, ¢ =n — 1, teniendo en cuenta la
relacién 2 x0,_5 = (¢ — 1) O, esta férmula se simplifica, dando

Ou—l On (Q)
ﬁ!o Mn -2

P = (5.4]

" donde, como sabemos, se puede sustituir M, por el drea de Q.

La férmula general [6.3] contiene como casos particulares los
dos casos conocidos siguientes: a) Dada en el plano una figura
convexa de drea F y longitud del contorno L, la probabilidad de que
dos rectas que la cortan se corten entre sf interiormente a la misma
vale 2 x F/L3. b) Dados al asar una recta y un plano que cortan
a un cuerpo convexo del espacio ordinario, la probabilidad de que
se corten interiormente al mismo vale 4 x V/FM, siendo V el vo-
lumen, F el 4rea y M la integral de curvatura media del cuerpa
convexo dado.

Otro caso particular interesante es aquel en que Q es una esfera
de radio R. Entonces es

On—.
72(Q = =R, Myoy = Oy R, Moy = 0, R™™

y por tanto la férmula general [5.3) se reduce a

2p10n0n
7 0y 0p—y 04041

P {5.5]
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En particular, para p =1, g=n—1, es P = 1/n. Es decir:
.Dados una recta y un hiperplano que cortan a una esfera del espacio
euclidiano n dimensional, la probabilidad de que se corten interior-
mente a la misma es igual a 1/n.

GENERALIZACION. — De manera andloga a la anterior, los resul-
tados de los mimeros precedentes permiten resolver el problema
general siguiente: Dados «; espacios lineales L, (i = 1,2, ..., h)
tales que Za;r; > n, que cortan a un cuerpo convexo Q, hallar
la probabilidad de que todos ellos tengan punto comin interior
a Q. :
La férmula general que resuelve este problema es un poco com-
plicada, y como el método es el mismo anterior, aplicado sucesiva-
mente, es mejor resolver el problema directamente para cada caso
particular que interese. :

2. GENERALIZACION DE LAS FORMULAS PRINCIPALES DE CROFTON.
— Fn la teoria de probabilidades geométricas, se suelen llamar fér-
mulas principales de CROFTON a las dos siguientes (*):

a) Siendo Q una figura convexa del plano de drea F, L; una
recta arbitraria del mismo y o la longitud de la cuerda Q N L,,
vale

/adLl -3, " a]
LinQwmo

b) 8i P es un punto exterior a la figura convexa plana Q de
rea F y longitud L, y w es el 4ngulo que forman las dos rectas de
apoyo de Q trazadas por P, vale

/(w—-senm)dP -%'L’—-‘KF )]

donde dP es el elemento de 4rea del plano correspondiente al punto
P (densidad para puntos) y la integracién del primer miembro est4
extendida a todo el exterior de Q.

(") Ver, por ejemplo, R. DavraxLL. — Probabilités ghoméiriques, Parfs, 1926,
o bien: W. BLASCHKE. -— Vorlesungen uber Inlegralgeomeirie, Leipaig und Berln,
1936. .
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La férmula a) ha sido ya generalizada a n dimensiones por H
Hadwiger (**), tomando la forma

n(n+1)

f+ldL1= 2

LinQw0

Ve,

donde V es el volumen de Q.
La férmula b), en cambio, solo ha sido generalizada por Her-

-glotz al caso del espacio ordinario (n =3) (ver la obra de Blaschke

citada en nota (*')). Vamos a ver ¢6mo se puede generalizar al caso
general del espacio euclidiano de n dimensiones. ‘

Sean L!_,, L2 _, dos espacios (n — 1)-lineales que se cortan segin
L,_;. Llamando ¢1, ¢; a los 4ngulos que forman L} _,, L?_, alrededor
de L,_, con respecto a un L2_, origen que pasa por el mismo, siendo
por tanto ¢ = | g2 — ¢ | el dngulo entre L} _, y L2_,, es conocida
la siguiente férmula diferencial (*),

[dL:-n sz—l] = sen" "} ¢ [dL,_p dei dgs],

Integremos ambos miembros de esta expresion a todos los pares
L}_,, L?_, que cortan al cuerpo convexo Q. Segin [4.11] la integral
del primer miembro vale

I=M_,. [5.6]
Al integrar el segundo miembro, si L,_; es exterior a Q, los 4ngulos

1, 92 pueden variar entre 0 y el d4ngulo w que forman los dos hiper-
planos de apoyo de Q por L, ;. Llamemos

By (@) = ﬁ - L “leen™ (p—¢p) | derder 5]

c\;yo valor explicito es

a) para n— 1 par .

2 (1 N
¢"—l(m)-_n—l 1 oF

() Neue Integralrelationen fur Eikorperpaare. Acta Scientiarum Mathemati-

. carum, vol. XIII, 1950, pdgs. 252-257.

(%) PerxaNTscHIN, — Loc. cit., nota (*), pég. 307.
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X

(-2 ... (=20 o, (=231 w,)

& T m-3) ... (n—1—20 O 1) ... 4.2
(5.8]
b) para n — 1 impar
2 1 et
(b"—l(m)s—(n—-—l) nq e et

S (=2 ... (n—2i) gy (—2)...4.2
z —sen" " 'w —‘————'—“’)
sl (n—3) (n—l—<2z) (n——3) 31 )

(5.8)

La parte de integral correspondiente a L,_, exterior a @ vale

fd)""‘ (w) dL,_5(Ly_3NQ = 0). Cuando L,_, corta a Q los én-

gulos ¢;, ¢s pueden variar entre 0 y x y por tanto la parte corres-
pondiente de integral, segiin [4.11], vale

On —2
4

(bn—l (‘K) Mn—-a » [5.9]

donde &, _, (x) estd dado por
2(n—2)(n—4)...3.1
(n—1p(n —3)...4.2

2(n--2)(n—4)...4.2" : _
(n—1) (r(»—a) 3.1~ para n-—1 impar. [5.10)

P, (x) =

=2 para n — 1 par (5.10)

(bn-l (1:) -

Por tanto, igualando [5.6] con la suma de [5.9] y de la integral
de [6.7] queda la siguiente férmula de Croftion generalizada a n di-
mensiones (n 2 3)
0n-—-—2

4

'/d’n—-x (wdL, , = Mz'—2 -

. ¢, (DM, [5.11]
Ly, gnQ=0"

donde ®,_, (w) estd dado por [5.8), y ®,_,(x), por [6.10]).

La férmula general [5.11] vale para n >3. Para n = 2 hay que
hacer algunas modificaciones debido a que [4.11] en ves de M_,
nos da el érea de Q. Pero este caso n = 2, que es el original de Crof-
ton, es ya muy conocido y trivial para que entremos en més detalles.
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Para n = 3, resulta

1
(w? — sen?w) dL, = 2M’——2~x"F,
Ln@ =90

de acuerdo con el resultado de Herglotz (loc. cit. nota (*)).

§ 6. Medida de los Ly que cortan a un cuerpo convexo y otras
férmulas integrales en espacios de curvatura constante K

1. LA PORMULA GENERALIZADA DE GAU8SS-BONNET PARA ESPACIOS
DE CURVATURA CONSTANTE. — La cl4sica férmula de Gauss-Bonnet
de la teorfa de superficies fué generalisada a espacios curvos n-di-
mensionales por Allendoerfer-Weil (¥), siendo dada poco més tarde
una demostracién directa por 8. 8. Chern (**) por un método que
se presta a la obtencidn de otras férmulas andlogas, A nosotros nos
interesa la forma simple que esta férmula generalisada toma para
el caso de un espacio S, de curvatura constante K, en cuyo caso
particular ella fué dada ya por Herglotz en el trabajo citado en la
nota (1°). ’

Para su enunciado necesitamos recordar qué se entienden por
integrales de curvatura media de una hipersuperficie o variedad
(n — 1)-dimensional del espacio S,. La definicién es completamente
anédloga a la del caso euclidiano (§ 4 n° 1). Es decir, si B;( = 1,
2, ...,n— 1) son los radios de curvatura principales de la hiper-
superficie, en un punto cuyo elemento de 4rea (n — 1)-dimensional
es da,_;, la integral de curvatura media de orden r, o simplemente
la curvatura media de orden r, es la integral [4.1) extendida a toda
la hipersuperficie, convexa o no, de que se trate. Para r = 0, M,
sigue siendo igual al drea de la hipersuperficie.

Recordemos todavia que la distancia g; de un punto P de la
hipersuperficie al punto de contacto de la normal en P con la envol-
vente de las normales a lo largo de la s-ésima linea de curvatura,

(%) ALLENDORRTER-WBIL. — The Gauss-Bonnel theorem for Riemanniam poly-
hedron. Transactions of the American Math. Soc., vol. 58, 1043, pégs. 101-139,

() 8. 8. CuraN. — A simple inirinsic proof of the Gauss-Bonnet theorem for
closed Riemannian manifolds. Annals of Mathematics, vol. 45, pdgs. 747-752.
También, On the curvatura integra of a Riemannian mansfold. Annals of Mathema-
tics, vol. 46, 1945, pége. 674-684.



— 47 —

estd relacionada con el radio de curvatura principal R, por la fér-
mula

R" = k—l tang kp. [6'11

que es interesante por relacionar R; ccn los radios p; de claro signi-
ficado geométrico. Se observa, ademés, que sélo es B; = p; en el
caso euclidiano (*%).

Con estas notaciones, la férmula de Gauss-Bonnet generalizada
por Allendoerfer-Weil-Chern a que hemos hecho referencia, para
el caso particular que nos interesa, se enuncia (*') o (1%:

Dado un cuerpo Q, convezo o no, del espacio S, de curvatura cons-
tante K, limitado por una hipersuperficie Q que tenga en cada punto
curvaturas principales finitas, de manera que estén bien definidas
sus integrales de curvatura media M, (que llamaremos también integrales
de curvatura media de Q), valen las siguientes relaciones:

para n par:
—1 —1
. (:__l)cn—l Mu-—l + (:_3)cn—3Mn—3 +...+
n—1 n/2 1 .
\ ] aM,+ K Vg?OnZ(Q), [6.2]
para n impar:
n—1 —~1
(”—'l)c'—‘ Mn—l + (:—3)6._‘ Mn—-a + e
| oMy =3 0,x@, (62
siendo c; constantes definidas por ‘
On
C& Koo (6.3}

- Oi Ow——l—-"

y stendo V el volumen de Q y ¥ (Q) su caracteristica de Euler-Poin-
caré.
Lo mismo que en el caso euclidiano (§ 4, n° 4), para n impar vale

(™) Ver, por ejemplo: EiseNuanr. —Rt‘emannian Geomelry. Princeton, 1926,
pég. 214.

(#7) C. B. ALLENDOMRYRR, — Sieiner’s formulae on a general S*!. Bulletin of
the American Mathematical Society, vol. 54, 1048, pdg. 133,



la relacién [4.24], pudiéndose introducir % (3Q) en vez de % (Q) si
ello resulta conveniente.

Observemos que para K = 0, las férmulas [6.2] y [6.2])' se reducen
a la [4.25].

2. INTEGRALES DE LAS CURVATURAS MEDIAS DE LAS SECCIONES
DE UN CUERPO {, NO NECESARIAMENTE CONVEXO, CON EBPACIOS
LINEALES L,. — En § 4, n° 4, vimos c6mo la férmula [4.20], prime-
ramente demostrada para cuerpos convexos, era vdlida también
para cuerpos no convexos del espacio euclidiano, escribiéndose en
la férmula general [4.28]. Afirmamos ahora que también es vdlida
para cuerpos de cualquier espacio de curvalura constante K.

En efecto, la.dgnsidad dL,, tomada en la forma [1.18], es la misma
para cualquier espacio de curvatura constante, independientemente
del valor de esta constante K. Segin (1.19] también dL,, es inde-
pendiente de la curvatura constante del espacio, y l¢ mismo ocurre,
como se ve repasando el razonamiento que ha conducido a ella,
con la férmula [4.27]. A partir de [4.27], la aplicacién de los teo-
remas de Meusnier y de Euler para hipersuperficies del espacio eucli- -
diano, conducfa a la validez de (4.28]. Pero los teoremas de Meus-
nier y de Euler valen exactamente igual para los espacios de cur-
vatura constante, luego también en este caso de [4.27] se pasa a
[4.28]. Es decir:

Las férmulas [4.28] valen sin modificacién para cuerpos de cual-
quier espacio de curvatura constante K.

3. MEDIDA DE LO8 L, QUE CORTAN A UN CUERPO CONVEXO EN
UN ESPACIO DE CURVATURA CONSTANTE K. — Sigamos con él caso
general de ser @ un cuerpo no necesariamente convexo. Considerén-
dolo como una variedad de dimensién n de S,, la férmula [3.9]
aplicada al caso ¢ = n, da

ou—l 0»-72 o On-r
20,0 ... 00—

., (@nL)dL, =
aniymo

6. (@, -~ [64]

siendo ¢, (Q) el volumen de Q y ¢,(Q N L,) el volumen r-dimen-
sional de la interseccién Q N L,.

Cortemos Q por un L, y representemos por M{" a las integrales
de curvatura media de la interseccién Q N L, considerada como
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cuerpo de L,. Aplicando [6.2] o0 [6.2]’ a dicha interseccién, tendremos
las relaciones:

Para r = 2+ (r par):

%o,x(o nL) =K e, @nL) +

“(r—1\__O0 . 0
.g; (2 t— ) 021—1 Or—2o k M [6.5]
Para r = 2r' + 1 (r impar):

1 Z r—1 0 .
Lo@ny - § () gm0
2 x (Q ) z 02 3 0r—-2 =1 [ ]

Multiplicando ambos miembros de [6.5] o [6.8] por dL, e inte-
grando a todos los L, que cortan a Q, aplicando (4.28] y [6.4], resulta:
Parar = 2¢":

On On— o On—-f g
[r@nryar, - 2R B (k70,0 @ +

r

: r—1 0,0, 0, i+1 '—
- r'— . .7
igl (2 ’—l) 03i—10,—3;0,3i41 k M '_‘) t6.7]

y para r = 27 +'1:

[r@nryar, -

Op—g... 08, ﬁ (r—-l) Op—1 Op—g¢

0.0s ... 0, 24 K" M;, [6.8]

frd 02;0,2i-10,3;

En estas férmulas se excluye el caso r = 0, pues en este caso
trivial dLo es el elemento de volumen y las integrales anteriores
valen, en ambos casos, el volumen del cuerpo Q.

Si Q es un cuerpo convexo, entonces es y (Q N L,) = 1 (puesto
que la interseccién es siempre una esfera topolégica), y por tanto
las férmulas anieriores nos dan la medida de los L, que cortan a un
cuerpo convezo Q. ,

Consideremos, por ejemplo, los casos particulares siguientes: -
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a) r = 1. Hay que aplicar [6.8] para r' = 0. Observemos que
el numerador del primer coeficiente empieza con O,_; y por tanto
para r = 1 este numerador debe tomarse igual a 1. Suponiendo
Q convexo, resulta

) 1)

L= M= .
/d 1 0. 0 M, 41:1" [6.9]
Lin@m0

donde F = M, representa el drea de Q. Es decir:

La medida de las rectas que cortan a un cuerpo convexo del espacio
de curvatura constante S,, es independiente de la curvatura del espacio
y estd dada por [6.9] (**). v

b) r = 2, n = 3. Poniendo la notacién usual ¢ (Q) = V = vo-
lumen de Q, resulta

/dL. =M + KV [6.10]
Qn L0

Es decir: la medida de los planos del espacio tridimensional de
curvatura constante K que cortan a un cuerpo convexo estd dada por
[6.10]. '

(3%) Este resultado ee un caso particular del que da la medida de las geodésicas
de un espasio de Riemann cualquiera que cortan a una hipersuperficie del mismo.
Esta generalisacién a espacios de Riemann cualesquiera se hace en un trabajo
nuestro de préxima aparicién en los « Summa Brasiliensis Mathematicae ».

La f6rmula [6.10] fué obtenida directamente en el trabajo citado en la nota (7.
De ella hicimos aplicacién a un problema de geometria no euclidiana en'la nota
Una desigualdad enire los elementos de un letrasdro en geomeiria no-euclidiana,
Mathematicae Notae, vol. IX, 1950,



PARTE I

LA DENSIDAD CINEMATICA EN ESPACIOS
DE CURVATURA CONSTANTE

§ 7. Férmulas integrales referentes a la interseccién de dos
variedades Cq, Cr (r + q 2 n)

I. UNA FORMULA DIFERENCIAL. — Recordemos la expresién [1.7]
de la densidad cinemética dG. Si el origen de los vectores ¢; es el
punto z, las expresiones [1.8] y.[1.13] nos dicen que dG es igual al
producto del elemento de volumen [w!'w?, ..., w"] del espacio co-
rrespondiente al punto z, por la densidad cinemética « alrededor »
de z que indicamos por dG\,.

Sea C, una variedad g-dimensional fija y C, otra variedad r-di-
mensional mévil. Supondremos que ambas sean « regulares » en
el sentido explicado en § 3, n° 1. Supongamos ¢ + r 2 n y consi-
deremos Wnicamente posiciones de C, en las cuales tiene punto
comdn con C, Representemos por C, N C, la interseccién de C,
con C, y sea z un punto de esta interseccién. Elijamos los vectores
ey, e, . . ., €y que componen el n-edro mdvil de manera queey, e, . . .,

€,4+o—n 80aN tangentes a C,NC, en el punto , y €, 40 ny1 -6

sean tangentes a C,, de manera que en conjunto e, e, .. ., ¢, deter-
minan el r-plano tangente a C, en el punto z. Los demds vectores

€41 ..., €, son tales que, con los anteriores, forman un n-edro
ortogonal. :
Sean by, by, ..., b,_, otros vectores unitarios, ortogonales entre

siy alos e,ey, ...,e¢.4,, de manera tal que, con estos tdltimos,
determinen el g-plano tangente a C, en . Como consideramos
tinicamente posiciones de C, en las cuales tiene punto comin con
C, se podrd elegir siempre el punto x (origen del n-edro mévil unido
a C,) de manera que pertenezca a la interseccién C,n C, y por
tanto serd

dz = Zate, + S 8'b;, (Lshsr+q—n; 1sjsn—r), [7.1]
51
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siendo a*, 8’ formas de Pfaff. Por tanto se tiene

(A)'+h = dx-c'+h = z 6”(bj.e,,+h) (h“l, 2, ey n_‘r)

=1

y por tanto
[H m'“] = [1bj-erunll [n af].
hwl 1

El determinante del segundo miembro estd formado por los pro-
ductos escalares (b;.e,+,), 0 sea, por los cosenos de los dngulos ¢; 44
que forman los vectores b; y e, s y por tanto serd una funcién
® (¢;,,+» de estos dngulos. El producto [I1¢'] (j =1,2,...,n—7)
es el elemento de volumen sobre C, normal a la interseccién C,n C,
en el punto z. Por tanto, llamando dggy,, () al elemento de vo-
lumen de la interseccién C, N C, en el punto z, vale la relacién

[dc,ﬂ_,, @. 1 af] = do, (z)
1

siendo dg, (z) el elemento de volumen de C, en el punto .

‘Ademés 0! w? ... 0'], dada la eleccién de los ejes e, e, ... ., €,
que hemos hecho, és igual a do,(x) (elemento de volumen de C,),
y por tanto se tiene, en definitiva,

[dcr'f'?—ﬂ (z) I:Iw'] - (b (91', r+h) [dcq (2) .dO" (z)] . [7'2]

Multiplicando ambos miembros por la densidad cinemética dG,
alrededor del punto z, queda

[do, 4o () .dG] = ® (9;,,41) [do,(2) do, (2) dGy,y) [7.3]

férmula diferencial importante que en seguida vamos a utilizar.
Obsérvese, igual que en § 3, n° 1, que esta férmula no depende de

la curvatura del espacio. Ademés, sir + ¢ —n = 0, el factorde, o,

del primer miembro desaparece, pero la f6rmula subsiste igualmente.

‘2. INTEGRAL DEL VOLUMEN 6,4, , (C; N C,) DE LA INTERSECCION
C, N C,. — Integremos ambos miembrcs de [7.3] a todo el grupo
G de los movimientos. Para cada posicién de C,, en el primer miem-
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bro se puede integrar dg,;,—, dando el volumen ¢,,,-, (C,NC,)
de la interseceién C, N C,. Queda por tanto la integral

/af‘f'?—‘" (Cq n Cr) dG, [7-4]
n

extendida a todo el grupo G, o sea a todas las posiciones de C,.
Cuando C, no ticne punto comin con C,e8 o,,,, (C,NC,) = 0.
Sir+qg—n =0, la funcién ¢,,, , (C,NC,) es igual al nimero
de puntos de la interseccién C,n C,.

En cuanto al segundo miembro de (7.3], al integrar a todos los
valores de las variables que conducen a posiciones diferentes de

C,, la integral / ¢ dG |, extendida a todo el grupo G ;) de los movi-

mientos « alrededor » del punto z, dard un valor constante c. Queda
por tanto

[orreateinCde = coy(€) o€ 7.5]
aq

siendo ¢,(C,) y ¢,(C,) los volimenes de las variedades C, y C,,
respectivamente.
Falta determinar la constante ¢. Su cdlculo directo, a partir de

su definicién ¢ = / ® dGy, no es fécil. Sin embargo el valor de ¢

se puede calcular f4cilmente de manera indirecta. Basta observar
que [7.5] tiene la misma forma, con la misma constante ¢, cualquiera
que sea la curvatura K del espacio. Consideremos el caso X > 0,
o sea, el caso de una esfera n-dimensional. Sea en ella C, una g-esfera
méxima y C, otra r-esfera méxima. La interseccién C, N C, es en-
tonces una (¢ + r — n)-esfera méxima, y por tanto se tiene

Satrn (€N C,) = Oppr g k=0 | 0 (C) = 0k,

6, (C) =0,k .

Ademés, en este caso, la medida total / dG se conoce, dada en
§ 1, n° 2, o sea, G

fo dG = 0,0,_,... Ok [7.7]
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Aplicando [7.5] a este caso particular resulta:
O¢tr—20,0,_y...0, =¢0,0,

de donde se despeja ¢ y sustituyendo en (7.5] queda la férmula final

0,0; ...0,0,
/ Orren (C,NC,) dG = —— — 12 6. (C) o, (C), [7.8]
G (] 'y o

que nos da la integral del volumen de la inlerseccién de dos variedades
C, C,extendida a todas las posiciones de esta ultyma y para un espacio
de curvatura constante cualquiera.

Como ya observamos, sir + ¢ —n = 0,lafuncién ¢, , , (C,NC)
es igual al nimero de puntos de la interseccién C,n C, (*).

Vamos a dar algunos ejemplos simples de la férmula [7.8].

a)n =2 qg=1,r =1, Es el caso de dos curvas del plano

(euclidiano o no), una fija y la otra maévil. Siendo N el niimero de
puntos de interseccién de ambas para cada posicién de la mévil,
resulta

[NdG- 4L, L,
Q

siendo Lo, L, las longitudes de las dos curvas. Esta es la llamada
férmula de Poincaré de la Geometria Integral de los espacios de dos
dimensiones de curvatura constante. .

b) n =3, g =2, r =1, Es el caso de una superficie C; y unsa
curva C, del espacio de 3 dimensiones (de cualquier curvatura
constante). Llamando N al nimero de puntos de interseccién de
ambas para cada posicién de C,, resulta

“/‘NdG =4x*FL
G

siendo F el 4rea de C; y L la longitud de C,.
c)n =3, ¢g=2 r =2 Es el caso de dos superficies de un
espacio tridimensional. Llamando Ly a la longitud de la curvade

(M) La férmula [7.8) para el caso r + ¢ —n = 0 del espacio euclidiano fué
obtenida por H. FEpERER. — Coincidence funciions and their integrals. Trans-
actions of the Am, Math. So-., vol, 89, pdgs. 441-446, 1946,



interseccién, [7.8] nos da

andG = 2‘I3F1FQ
a

siendo F;, F; las dreas respectivas de las dos superficies.

d) ¢ = n,r = n. Esel caso de dos cuerpos n-dimensionales del
espacio n-dimensional. Llamando 3 al volumen de su interseccién
serd

. /s},sz-Oloz...O,_lc:c,’,
a .
siendo s}, ¢ los volimenes respectivos de los dos cuerpos (*%).

3. CABO DE VARIAS VARIEDADES MOVILES. — Supongamos ahora
la misma variedad fija C, del nimero anterior, pero h variedades
méviles C,, C,, ..., C,, de dimensiones respectivas ry, r3, ..., s

Llamando dG; a la densidad cinemética correspondiente a C,,
y suponiendo
g+n+nrn+...+ry,—nh20

queremos calcular la integral
/;c¢+n+...+rh—h (Cq n Cn n...n Cr) aa, ... dGh

donde el integrando indica el volumen de la interseccién de las
h + 1 variedades C,, C,, C,, ..., C,,.

Para ello basta proceder por induccién a partir de [7.8). En efecto,
aplicando ({7.8] al caso de ser C,NC,N...NC, . una variedad

fija y dnicamente C, mévil, con densidad dG,, es
[¢q+n+...+rh—kn (Cq n Cn n...n C,. ) dG; dG,. -
G

O ... O. 0q+n+...+r,.-—-hﬂ

/(’°¢+n+.. ctrp——Kh—1n (an Cn n...
C,,.) dGi ... dGry

O¢tnt... +rp_1—0—~0n On,

(*) Para estos casos particulares, s6lo para el caso euclidiano, ver: L. A. 8an-
TALS, — I'ntegralgeometrie, Uecber das kinematische Mass in Raum. Hermann,
Paris, 1936,
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y procediendo sucesivamente y simplificando resulta finalmente

/{}cq+,‘+.,,+,h_hn (€C,NC,N...NC,)dG: ... dG,

- (Ol 02 oo On)A 0q+n+...+rh—hn

0,0....0, 3 (CQ 0 (Cr) ... 3,(C)  [7.9]

Por ejemplo, para n = 3, si se tiene una superficie fija, ¢ = 2,
de drea F), y do+ supeificies méviles (r, = r; = 2) de 4reas Fy,
Py, respectivamente, llamando Niss al nimero de puntos comunes
para cada posicién de las superficies méviles, resulta

/Nua dG:dGs = 8x* F\F: F,.
q

4. CABO PARTICULAR EN QUE (', ES UNA ESFERA r-DIMENSIONAL. —
Supcngamos que la variedad C, mévil sea una esfera r-dimensional.
Sea P su centro y representemos por dP el elemento de volumen
del espacio correspondiente al punto P. Segin [1.11] la densidad
cinemética dG puede escribirse

dG = [dPdO,_; ... d0, 140, ... d0Oy]. [7.10]
Tomemos los vectores ey, e, ..., e, que forman el needro mévil
del espacio de manera que ey, ey, .. ., e, ., sean normales al espacio

lineal L, que contiene a la r-csfera C,. Entonces en [7.10] se puede
integrar [dO,dO,_, ... d0:] sin que cambie la posicién de C,, es
decir, mediante las rotaciones alrededor del espacic lineal deter-
minads por e, es, ..., e, .y la r-esfera C, se superpone sobre sf
misma. Ademés, s1 la esfera C, es de radio p, segiin [2.4], es 5,(C,) =
= k" sen"kp0,, y por tanto [7.8] queda

‘/‘3,.’.0_” (Cq n C') daP dO,‘_l e d0'+1 -

'0,- 0, ‘e On Or
A 1 kv sen'kp 0, (C)  [7.11]
[

donde la integral del primer miembrc estd exfandida a todas las
posiciones de C,.
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Sir =mn-—1, o sea, se trata de una esfera (n — 1)-dimensional
o hiperesfera de centro el punto variable P y radic ¢, queda

On Oq_]
/ 7r+q—n (Cq n Cn—l) dP ="

8y - q

k=" gen™ kg o, (C,)..17.12]

También pata una C, fija y h hiperesferas de radio ¢ vale la fér-
mula [7.9], que en este casc aparece como una integral de volumen
h veces extendida a todo ¢l espacio S,. Por ejemplo, tomando b = g,
la interseccién de C, con g hiperesferas se ccmpcne de punto. ais-
lados; gea N fu nimero. La férmula [7.9] toma la forma

200
0,

/NdP,dPg ...dP, = k=D gent ™ =Vko o (C)  [7.13)

o bien, para el caso euclidiano,

/ NdP, . 200 0= 5 (¢ (7.14]°
qQ .

férmula que puele servir para « definir » el 4rea o vclumen ¢-di-
mensional de un conjunto de puntos, como hemos hecho en otro
lugar (°1).

§ 8. Algunas fé6rmulas integrales en el espacio euclidiano

1. LA FORMULA FUNDAMENTAL CINEMATICA.— Sea ahora S, el
espacio euclidiano n-dimensional (K = 0). S8ean Q., Q: dos cuerpos
del mismo, no necesariamente convexos, Qo fijo y @ mévil.

Supongamos que las hipersuperficies que limitan @, ¥ @, tengan
en cada punto radios de curvatura principales distintos de cero, de
manera que estén bien definidas las integrales de curvatura media
respectivas M9, M} (h =0,1,2,...,n— 1), (§ 4, n° 1). Para cuer-
pos cuyos contornos no cumplen estas condiciones de regularidad,
los invariantes M, se pueden determinar en la mayoria de los casos
tomando el valor de los mismos para ¢l cuerpo paralelo exterior a
distancia ¢ y haciendo luego ¢ —>0.

() L. A. 8aNTALS. — Unas formulas inlegrales y una definicién de drea q-di-
menstonal para un conjunto de punlos. Revista de Matemsticas y Fisica Teérica
de 1a Universidad Nacional de Tucumén, 1951.



En particular, sean yo = 3 (Qo), 1 = % (@) las caracteristicas
de Euler-Poincaré de Qo, Q1 y %o = % (Qo N Q) la de su intersec-
cién, que dependerd de la posicién de Q. Si V,, Vi son los voli-
menes de @, @i, vale la siguiente férmula integral

/xOldG = 0101 . e 0,,__3{0,,_1 (Xo V1 + pat Vo) +
q .

%"22(11-?-1)‘”2 M, -e_;.}~ 8.1]

Ah=0

Esta férmula se llama la «férmula fundamental cinemética »
de la Geometrfa Integral para el espacio euclidiano. Para n = 2, 3
fué demostrada por Blaschke y para el caso general por Chern-Yien
(trabajo citado en nota (%)), y recientemente de nuevo por Chern
(ver nota ().

Para nuestro objeto nos interesa tener presente la demostracién
de Chern-Yien, generalizacién de la dada por Blaschke para n = 3
en Deltion, 1936. En estas demostraciones se busca la integral de
M,_,(Q.N @), de donde se pasa a la integral de x (Qo N Q1) por
medio de la rtelacién [4.25].

Supondremos la férmula [8.1] conocida, remitiendo a la biblio-
grafia indicada. .

Para el préximo nidimero necesitamos aplicarla al caso particular
de ser Qo, @1 converos y ademds Q, degenerado en un cuerpo con-
vexo g-dimensional QF contenido en un L,

En primer lugar, si o, @, son convexos, es o = %1 = Yo = 1,
y por tanto [8.1] queda

fdG =0 ... 'O,,_g{o,,_..l(Vo + Vi) +
Qim0

1 n—3 n 0 1r1
7 z A+ 1) 1‘15 1‘1,._,2_,,. . [8.2]

A=0

Si ademds @, es un cuerpo convexo aplastado, contenido en un
espacio lineal L, sus curvaturas medias My sabemos que valen
(8 4, n° 5)
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(hton)
h+gq—n
= ————0,, M‘,’,‘j{’,_,, para h2n—g

(%)
()

MY=0 para h<n—g—1

On—g—19, Q& para h=n—q—1 [8.3]

Por tanto, introduciendo en [8.2] las curvaturas medias M@
de QP como cuerpos convexos de L, resulta (siendo V, = 0),

: ( ( n )
/dG =01... 0,330, V1 + ——%Oﬂ_q_l 5, Q) M!_,
o@aqimo n( : )
L (L) )
%h_n_q(ht:-l) M:n—-oﬂ—n MyPyn My # (8.4]

2 (n——l)
h J

Por ejemplo, para n = 3, ¢ = 2, se tienc el caso de la medida de
las posiciones de un querpo convexo @; en que corta a una figura
plana y convexa Q.. En este caso es ¢,(Q) = fo = 4rea de Qy,
MI® = 2x, MY® = y, = longitud del contorno de Qo,. Ademds,
M§ = F, = freadeQ,, M} = M, = curvatura media de Q;, M} = 4.
Por tanto [8.4] queda

/dG'2%{4‘:V1+2f0M1+%qu1}' [85]

Q.(z) nQ1p0

2. INTEGRAL DE LAS INTEGRALES DE CURVATURA MEDIA M, (Qv N Q))
DE LA INTERSECCION DE DOS CUERPOS CONVEX0S. — Queremos calcu-
lar, siempre en el espacio euclidiano, las integrales de las curvaturas
medias M, (@o N Qi) de las intersecciones de dos cuerpos convexos
Qo, Q1 extendidas a todas las posiciones de @, o sea, & todo el grupo
de los movimientos del espacio.
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Para ello consideramos la integral

I = jdG aL,. [8.6]
extendida a todas las posiciones de @, y L, en que la interseccién
Qo N QN L, es distinta (_ie cero.

Fijando primero @, y llamando Mg}_‘ a la integral de la curvatura
media de la interseccién Qo N @, segin [4.11], es

On—2 011—-3 R On——q»—l

= MO : .
I 2 (Il —q) Oq..l Oq_z e 01 /XIQ‘-ldG [8 7]

En cambio, fijando primero L, y llamando Q a la interseccién
Qo N L, segln [8.4], es
( n )
. n—q
I=0... 0,,_2/ O, Vi+——m—
n (n——l)
L q
(1iaen) ‘
1 n—2 ) h+q-—n
> (hil)——o"—vMﬁq)m—w M, 5y pdL,

i n Amn—a 2 (n-—}:l)
]

y aplicando férmulas conocidas ([4.11], [3.9], (4.20])

On—q—l cq (Q(Q)) All--l

Ou—z ... Onh_qr

1]
I =0...0, 0,V 2(n—q) O, ...Oq_.l qu—l+
(n)
g Owt...0u40q . . 1 "G
n(n-—l) el 20,...0, Mot Vot o ,._;_1,
q

(v} latan)
h41/\q+h-n] Op_y ... Oyp_q0q, 44
9 (n——l) 20, ... 0,—20,_\

On—q M:—ﬂ-—h Mg+q-—n
h
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Igualando con [8.7] y simplificando resulta

/4‘[2:_1 dG = ‘0[ 02 PR 0"_2{0"_1 (Vl Mg-l + Vn M:—l)
aq

2n)e

(n— (I) 0,,_1 On_q n—2 q+h—n 28 —h—g , ‘

-+ 20 2 Mn—2-—h h+q—n
n-e-1 han—g (R +1) Ony

| [8.8]

Esta férmula vale para 0 < g<n—1. Para ¢ = n, ella debe
sustituirse por la de Chern-Yien [8.1], teniendo en cuenta [4.25).
Consideremos, como ejemplos, los siguientes casos particulares:

a) ¢ = 1. Llamando Fu al 4rea de la interseccién @, N @,
y Fo, Fy a las dreas de Qo, @1, queda

/Fde = 0102 0"_.1 (leo + VoFl)

como también es f4cil de obtener directamente.

b) ¢ = 2. Llamando igualmente Fo, F, a las Areas de Qo, @i,
queda

/M“dG - 01 . .'0,,_1 (Vng-*- VoMb +

o;

O]-..O,‘_a‘lo N
PR

FoFy, (8.9]

donde hemos utilizado la relacién 2x0;_, = (1 — 1) O,

Por ejemplo, para n = 3, queda que la integral de la curvatura
media de la interseccién de dos cuerpos convexos del espacio ordi-
nario vale '

1 .
. [Mo;dG - 87." (V1M°+ Volwl) +‘§'1:‘ FoFl l810]
q

de acuerdo con el resultado obtenido en otro lugar (ver trébajo
citado en nota (*%), pig. 31).
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2. PASO A CUERPOS NO CONVEXO08. — La férmula [8.8] la hemos
demostrado para cuerpos convexos. Sin embargo, los elementos
que en ella intervienen tienen pleno significado también en el caso
de cuerpos no convexos (siempre que para su contorno se puedan
definir las integrales de curvatura media, sea directamente, rea
considerando el cuerpo paralelo exterior a distancia ¢ y tomando
el limite para ¢—>»0 de la curvatura media correspondiente de
este cuerpo paralelo). Vamos a demostrar que en este caso también
vale la férmula [8.8). '

Sean Qo, @1 dos cuerpos no necesariamente convexos del espacio
euclidiano n-dimensional.

La integral de la curvatura media M 2‘_1 de la interseccion @, N @, se
desccmpone en tres partes: a) laintegralde {1/R,1/RY, ..., 1/R]_,}
extendida a la parte del contorno de Q, que es interior a @,; b) la
integral andloga extendida a la parte del contorno de @, que es
interior a Qo; ¢) la parte correspondiente a la variedad (n — 2)-
dimensional interseceién del contorno de @, con el de @,.

Las integrales de las dos primeras partes se calculan inmediata-
mente tomando un punto fijo en el contorno de uno de los cuerpos
e integrando cl otro a todas las posiciones en que contiene a este
punto, el cual se hace variar luego a todo ¢l contorno del primer
cuerpo. Se obtienen asf los dos primeros términos del segundo
miembro de [8.8], o sea, la expresién 0,0, ... 0, (V. Mg_, +
+ VoM.

M4és complicado es hallar la integral de la parte correspondiente
a la interseccién 9@, N 9@, de los contornos, la cual es una varie-
dad de discontinuidad para la curvatura de @, N @. Se podria
seguir un camino andlogo al de Chern-Yien en el trabajo citado para
ver que la integral de esta parte es una suma de la forma a,, M, o
M, . (1a sumatoria respecto h y de n — g a n — 2), con los coefi-
cientes «,, independientes de los cuerpos Qu, Q. Por tanto, ellos
deben ser los mismos que en el caso de cuerpos convexos, es decir,
deben ser los mismos que figuran en la férmula [8.8], la cual, en
consecuencia, resulta vdlida también para cuerpos no convexos.

Sin necesidad de precisar tanto los cdlculos se puede proceder
también, mas simplemente, de la manera siguiente:

Consideremos la férmula [7.3] aplicada a las variedades 9Q,,
3Qy. En este caso serd ¢ =r = n— 1, y por tanto queda



(don—2(2).dG] = ® (¢) [don_; (z) dop_, (2) dG o]  [8.11]

tiendo ¢ el 4ngulo de los dos contornos en el punto x de su inter-
seccion. La contribucién de la interseccién 9@, N 9Q; a la curva-
tura media M2, de Q, N Q, se obtendr tomando el cuerpo paralelo
exterior a distancia e, calculando luego la integral de la (¢ — 1)-
ésima curvatura media correspondiente a la parte paralela a Qo N 9Q,

y hallando el valor limite de la misma para ¢ —» 0. Esta integral
scrd de la forma /F(x, 9 0, R R}) dede,_s(z), siendo F una

funcién (cuya forma explicita no interesa) del punto z de la inter-
seccién 8Q, N 3Q;, ¢ el 4ngulo que una direccién variable entre
las dos normales a Qo y 9@, en z forma con una de estas normales,
0, (h=1,2,..., $n(n—1)) los dngulos que fijan la posicién
de Q, alrededor de z y R?, R} los radios principales de curvatura de
3Qo, ¢ en el pinto z. Al multiplicar por dG e integrar, aplicando

[8.11], resulta que la integral resultante es igual a / F(z, ¢, 6,

R}, R)) dpded_; doy_, dG ). Al integrar dGr,; y do a todas las posi-
ciones diferentes de @, alrededor del punto z, resulta una funcién
sdlo de z, R?, R}. El resultado de integrar después el producto de
esta funcién por [de_, ds}_,] sabemos que en el caso de ser Q,,
' Q1 convexos nos da la sumatoria que aparece en el segundo miembro
de [8.8). Como este resultado, segiin el camino anterior, se deduce
de razonamientos puramente «locales », no puede depender de si
los cuerpos son o no convexos.

Por consiguiente, la férmula [8.8] vale para cuerpos cualesquiera,
con 8dlo que para ellos estén definidas las integrales de curvatura
media M3, M. ~

§ 9. La fé6rmula fundamental cinemética para espacios
de curvatura constante

1. INTEGRAL DE LAS CURVATURAS MEDIAS DE LA INTERSECCION
DE DO8 CUERPOS CUALESQUIERA EN ESPACIOB DE CURVATURA CONS-
TANTE. — La férmula [8.8] acabamos de ver que vale también para
cuerpos cualesquiera, no necesariamente convexos, del espacio
euclidiano. Queremos demostrar ahora que ella vale también para
cuerpos cualesquiera de un espacio de curvatura constante K.
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La demostracién es completamente andloga a la del § 6, n° 2.
En efecto, la férmula [8.8] para cuerpos no necesariamente con-
vexos, hemos observado en ¢l nimero anterior que podfa cbtenerse
a partir de cdlculos locales en los cuales s6lo hace falta aplicar los
teorcmas generalizados de Euler y de Meusnier a la interseccién de
variedades (n — 1)-dimensionales y las férmulas de Olinde Rodri-
gues & la misma interseccién (para hallar la funcién F (z, 9, 6,
R?, R} del nimero anterior). Pero estas férmulas valen todas ellas
igualmente para los espacios de curvatura constante, lo mismo que
la férmula [7.3], y por tanto ¢l resultado final debe ser también
el mismo. En cuanto a los dos primeics sumandos del segundo
miembro de [8.8] también valen lo mismo para cualquier espacio
de curvatura constante, pues el razonamiento inmediato del nimero
anterior para ellos, vale igualmente.

En definitiva: .

Las férmulas [8.8) para 0 < g < n — 1, valen para cualquier par
de cuerpos Qo, Q, no necesariamente convexos, y para cualquier espacio
de curvalura constante K. '

Para ¢ = n ya hemos dicho que la férmula [8.8] debe sustituirse
por la de Chern-Yien en la cual se sustituya yo por (1/0,_,) ML,
de acuerdo con {4.25). Queda asf, como complemento de las for-
mulas (8.8], la siguiente

LMS'.;dG’ =0,0;. ... On—-l{ﬁlgdvl + A[:"‘ Vo

1°&H n 0 asl
+:hgo(h:i_l)nlkl‘l”_2_h ’ ’ [9.1]
la cual, por las mismas razones expuestas, es vdlida para ctierpos
cualesquiera (con sélo que para ellos estén definidas las integrales
de curvatura media M}, M}) y para cualquier espacio de curvatura
constante.

2. LA FORMULA FUNDAMENTAL CINEMATICA EN ESPACIOS DE CUR-
VATURA CONSTANTE. — Sean Qo, @) dos cuerpos no necesariamente
convexos del espacio de curvatura constante K.

Ya dijimos que la férmula [8.1] se llama la « férmula fundamental
cinemética » de la Geometrfa Integral para el espacio euclidiano



n-dimensional. Nuesto objeto es generalizarla a espacios de curva-
tura constante. Ello es ya fdcil una vez disponemos de la férmula
generalizada de Gauss-Bonnet (§ 6, n° 1) y de las integrales de
curvatura media [8.8] y [9.1].

Hay que distinguir dos casos:

1¢ n par.

Apliquemos la férmula [6.2] a la interseccién Qo N @, e inte-
gremos a todas las posiciones de Q,. Necesitamos en primer lugar
la integral de volumen Vy, de la interseccién Q, N Q;. Ella puede
obtenerse ficilmente de manera directa o bien aplicando la férmula
[7.8] al caso ¢ = r = n. Se obtiene

/VOIdG = 0]01 e 0,,__1 Vo Vl. [92]
(7]

Las férmulas [8.8) nos dan las integrales de M3 para h=1,2, ...
n—2, y la [9.1] la integral de M%',. Con esto, la integracién de
ambos miembros de [6.2] extendida a todas las posiciones de @,
después de simplificar y ordenar, nos da

20,0; ... O
On

/"Z(Qoan)dG’=—— K"?VoVy +

+0:0s...0,_,(Vigo + Vo) +

1 n=2
0. Opay T (30 MM s +

A=0

m2z2, — 27 —2 n—2i-2
0,...0,.] X (" 1)_—n —K *
_ im0

2i+1]  0,_pis
2i+1 ) 0 _
n—2 n—h—1 2n—h—2i—2 [93]

Awn-=24§-—2

donde yo, 1 son las caracteristicas de Euler-Poincaré y Mi M}
las integrales de curvatura media de Qo y Qi, respectivamente.
Por ejemplo, para n = 2, poniendo Fo, Fy (en ves de V,, V1)



para indicar las dreas de las dos figuras y Lo, L, (longitudes de los
contornos) en vez de MY, MJ resulta la férmula conocida

/Zde=”‘KF0F1+27€(F110+F011)+L0Ll- [94]
[e] .

2° n impar.

Integrando andlogamente ambos miembros de la férmula [6.2]
aplicada a la interseccién Qo N @, y teniendo en cuenta las férmulas
[8.8], [9.1], después de simplificar y ordenar resulta

/Z(Qoth) dG = 0,0y ... Oy s (Vigo + Vo) + -
]

1 n—2
+ 0, ... 0;.-2;' E (h:l_l) MYM) o 4+
h=0
(n—3)/2 —94—1 n—l-2i
1\ n D —2i
0 ...0,_ (".)———K )
+O 2{ ,go 21 Op—2i—2

"2 21 ) O2n—h-—2i—-l
n—h—1} (h 4 1) Op—n

M:—2—h M2+2.'+1_.. } . [95]

Amn—24—1
Por cjemplo, para n = 3 resulta

/Z(Qoan) dG =87z (Viyoe+ Vox1) + 2=z (Fo M, + F1 M) [9.6]
@

como obtuvimos dircctamente en otro lugar (trabajo citado en
nota (7). .

Observemos el hecho curioso de que la integral de la caracteristica
de Euler-Poincaré de la interseccién de dos cuerpos, sélo es inde-
pendiente de la curvatura del espacio para n = 3.



SUMMARY

We use the following notations:

S, = n-dimensional space of constant curvature K.
L, = linear r-dimensional subspace of S,.

G = group of motions of S,.
g, = subgroup of G which leaves invariant a fixed L,.
dG = invariant clement of volume of G = kinematic density

of S,.
dL, = invariant element of volume of the homogeneous space
G/g, = density for sets of L,.
O; = volume cf the i-dimensional euclidean sphere of radius
unity (given by [1.12]).
C, = g-dimensional variety of S,.
6 (Cy) = volume of C,.
Gerr—n(CqgNL,) = (¢ + r— n)-dimensional volume of the inter-
section C, N L,.
Co+r—n(CeNC,) = (¢ + r— n)-dimensional volume of the inter-
section Co N C,.
M, = integrated mean curvature of order r (defined by (4.1]
and [4.2)]).
M = integrated mean curvature of order i of a body contained
in a L,, considered as a r-dimensional body of L,.
% (Cy) = characteristic of Euler-Poincaré of C,.

With these notations our principal results are the following:

§ 1 and § 2 are concerned with the expressions of dG@ and dL,.
These densities were found by Blaschke (), Petkantschin (*) and
Miiller (**), but the method of the « moving frames » of Cartan
we follow it seems to.be the more indicated one for our purposes.
With these densities we evaluate the total volume of certain
groups ([1.15], [1.18]) and of certain homcgeneous spaces ([2.2},
[2.3], [2.6)).

In § 3 we get the formula [3.9] which condenses a great deal of
particular cases.

a7
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In § 4 we consider the euclidean space (K = 0) and obtain the-
formula [4.11], which gives the measure of the L, which have com-
mon point with a fixed convex body @, and the more general formula
[4.28] which holds for any body C,, not necessarily convex. With
these formulas we are able to compute the explicit value of certain
constants c,, (formula [4.35]) which were considered by Herglotz
and Petkantschin (%). '

In § 5 we make application to a problem of geometrical prcbabi-
lities and to the generalization to the n-dimensional (euclidean)
space of the classical integral formulas of Crofton.

In § 6 the formulas [6.7] and [6.8] are obtained, which contain,

. a8 particular case, the measure of the L, which cut a fixed convex
body @ in a space of constant curvature.

Part II deals with the kinematic density. In § 7 and § 8 we get
~ the formulas (7.8) and [8.8] wich are of a great generality and contain
several particular cases.

Finally, in § 9 we generalize to spaces of constant curvature the
kinematic fundamental formula of the Integral Geometry. For
n = 2, 3 this formula is due to Blaschke and for the n-dimensional
euclidean space to Chern-Yien (®) and (%).



