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0. ResumEN. Se sabe que entre la longitud L. y la anchura a de
una figura convexa plana de anchura constante, existe la relacion

L=n=na.

Analogamente, entre el volumen V, el drea F y la integral de la
curvatura media M de un cuerpo convexo del espacio de anchura cons-
tante a, existen las relaciones

2V —aF+4-27a’/3=0
M—2za=0.

El objeto de esta nota es generalizar estas relaciones, obteniendo
todas las existentes, a los cuerpos convexos de anchura constante del

espacio euclidiano n-dimensional. Estas relaciones son las (4:6) y (4-7)
del n.° 4.

1. DErINICIONES Y XOTACIONES. En toda esta nota seguiremos las
notaciones del libro de Bonnesen-Fenchel «7heorie der konvexen Kor-
per», Berlin 1934. Vamos a recordar rapidamente las definiciones que
necesitaremos. ,

Sea I, el espacio euclidiano n-dimensional. Se llama cuerpo convexo
de E, a todo conjunto convexo de puntos que sea limitado y cerrado
v tenga puntos interiores.

Los puntos del contorno de un cuerpo convexo C constituyen una
hipersuperficie convexa que, por brevedad, representaremos también

por C.



196 L. A. SANTALO

Se llama kiperplano de apoyo (Stiitzebene) de un cuerpo convexo C
a todo hiperplano que tiene punto comimn con C sin atravesarlo, es
decir, a todo hiperplano que tiene punto comin con C pero deja a
todo este cuerpo en un mismo semiespacio de los dos en que divide
a E,. '

Sea O un punto interior a C, que tomaremos como origen de coor-
denadas. Una direccion w=w(u,,u,,...,n,) por O quedari determi-
nada por sus cosenos directores w,,u,,...,u,, ligados por la relacion
u2=2 u;=1. Normalmente a la direccion u hay un solo hiperplano
de apoyo; sea IT(u)=H(u,,u,,...,u,) la distancia de O a este hiper-
plano. La funcién

H=H (1) (1-1)

se llama la funcion de apoyo de C
Se llama cuerpo convexo paralelo exterior a € a distancia 7, al
cuerpo convexo ('(A) cuya funcion de apovo es

T () =11 ()1 (1-2)

siendo % una constante positiva.
Se demuestra (Bonnesen-Fenchel, pig. 49) que el volamen V (/) de
C(h) esti dado por la siguiente expresion

n bl
V=X < , > A (1-3)
V=0

donde las W, son unos invariantes del cuerpo convexo C.

Si la hipersuperficie que limita C tiene en cada punto radios princi-
cipales de curvatvra finitos, los invariantes W, se expressan de la
siguiente manera (Bonnesen-Fenchel, pag, 63).

Sea R, R,... Ry} la funcién simétrica elemental de orden v de los
radios principales de curvatura R,,R,,..., R,y y representemos por
dw el elemento de area de la esfera de radio unidad correspondiente a
la direccién cuyo plano de apoyo normal toca a C en el punto donde
los radios principales de curvatura son los R;. Con estas notaciones
W, estd dado por

W L f H{R,R,... R} do, (1-4)

" n—1
n»—v——1> B

donde la integracion estd extendida a toda la superficie de la esfera
unidad n-dimensional.
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Como casos particulares de las W, se tienen:

W, es igual al volumen V de C, o sea,

W,=V; (1-5)
nW, es igual al area I de C (o bien & la longitud L para n=2),

0 sea,
W,=F/n, (1-6)
nW, es igual a la integral de la curvatura media de C, o sea,
W,=M/n 17

siendo

M= 1 f_l_ _1_+...+ 1 ds
n—1J\R, R, R,

donde ds es el elemento de area de C y la integracién esta extendida
a toda la superficie de C;

W, es igual al volumen de la esfera unidad n-dimensional, o sea :

2

WS TR

(1-8)

2. RELACIONES ENTRE LAS Wy PARA CUERPOS CONVEXOS PARALELOS.
La férmula (1-3) nos dice que V(%) es un polinomio en % de grado =.
Por tanto, aplicando el desarrollo de Taylor para polinomios vale la
férmula

. _ n hv / vv(h) ) 5.
v-32 ( A >h=0 1)
Comparando con (1-3) se deduce

W, = 1 <dv v (h)) . (22)

v (13> dh®

Esta nueva expresion para las W, tiene la ventaja, sobre las (1-4),
de no exigir la existencia o finitud de los radios principales de curva-
tura R;.

En vez del cuerpo convexo C, consideremos el paralelo exterior
C(%): para él debe valer también la misma férmula (2:2). Por tanto,
llamando W,(%) al valor del invariante W, para el cuerpo convexo
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C(k), serad
W () 1 d'V(h) ) (2:3)

T \  dr
)

Teniendo en cuenta (1:3) esta expresién nos da

I /n—v
W, (h)= p) < ‘ > AWy . (24
=0

Esta relacién, que para v=0 coincide con (1-3), sirve para calcular
las Wy (k) de C (%) en funcion de las Wy, de C.

3. CUERPOS CONVEXOS PARALELOS INTERIORES DE OTRO DADO. Sea
el cuerpo convexo C cuya funcién de apoyo es H=H (v). Considere-
mos los infinitos hiperplanos cuya distancia al origen O vale, para cada
direccién « , )

H (uw)=H (u)—"2 (3:1)

siendo % una constante positiva.

La envolvente de tados estos hiperplanos sera una hipersuperficie
C(—#) que tiene en cada punto la misma normal que la hipersuperficie
de C en el punto correspondiente. Por consiguiente, a las lineas de
curvatura de C corresponderan las lineas de curvatura de C(—/#) v
los radios principales de curvatura R} de C(--%) estarin ligados con
los de C por la relacion

Ri=Ri—%h (i=1,2,...,02—1). (3:2)

Por tanto, la inversa de la curvatura total de Gauss de C(—2) val-
dra:

K (—h)=(R,—h) (Ry—Ah). .. (Ruey—1). (3:3)

Para que esta curvatura tenga signo constante y por tanto C(—#)
sea la hipersuperficie de un cuerpo convexo, es suficiente que sea

h<minR; o bien A>mixR;. (3-4)

Si ~ cumple una de estas condiciones, la hipersuperficie C(— /%)
sera la hipersuperficie de un cuerpo convexo, que indicaremos también
por C(—%). Este C(—»k) se llamara el cuerpo convexo paralelo inte-
rior de C a distancia % .
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Siendo C(—%) también un cuerpo convexo, para ¢l valen las rela-
ciones anteriores (1-3) y (2'4), con solo sustituir en ellas & por —F.
Basta, en efecto, sustituir en (1-4) H por H—7% y los R; por Ri—7 y
desarrollar segin las potencias de £.

4. RELACIONES ENTRE LOS INVARIANTES W, DE LOS CUERPOS CON-
VEXOS DE ANCHURA CONSTANTE. Sea H=H(u) la funcién de apoyo de
un cuerpo convexo C. Si —u indica la direccion opuesta a u, los hiper-
planos de apoyo normales a esta direccion seran paralelos y la dis-
tancia entre ellos serd

a (u)=TI (u)+-TH (—2) . (4:1)

a(u) se llama la anchura de C segin la direccion w.

Cuando a(w)=constante, se dice que C es un cuerpo convexo de
anchura constante. Estos cuerpos, que para n=2 (caso del plano) se
llaman orbiformes y para n=3 (caso del espacio) se llaman esferifor-
mes, tienen notables propriedades (Bonnesen-Fenchel, § 15).

De la definicion se deduce que todo cuerpo convexo de anchura
constante @ es paralelo interior de si mismo a distancia @, es decir,
C(—a)=C(a). En consecuencia los invariantes W,(—a) correspon-
dientes a C(—a) deben ser iguales a los W, correspondientes de C;
unicamente puede haber cambiado el signo. Para ver esta diferencia
de signo observemos que suponiendo H y los R; positivos, los W, segun
(1-4) también lo serén; en cambio los W,(—a) tendran el signo que
resulte al sustituir en (1+4) Il—a y Ri—a en lugar de H y R;. Se sabe
(Bonnesen-Fenchel, pag. 128) que para un Cuerpo cONnvexo de anchura
constante los radios principales de curvatura correspondientes a las
lineas de curvatura homélogas en dos puntos opuestos, tienen su suma
igual a la anchura a; por consiguiente es a>R; (i=1,2,...,n—1)
y como también a>1H, de (1-4) resulta que el signo de W,(—a) es el
de (—1)". Por tanto

We(—a)=(—1"W, (42)

Aplicando esta igualdad a (2-4) para Jo=—a, resulta que entre (0s
invariantes Wy de los cuerpos convexos de anchura constante a de E,
existen las relaciones

-\\V‘I . 2 (___ 1)n—‘l+i (?l;‘”} at \/Vv+i (43)
i=0

para v=0,1,2,...,n.
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Estas n+1 relaciones non son independientes. Para verlo, escriba-
mos detalladamente (4-3) para v=n, n—1,2—2, ... n—v, siendo v
par. Resultan las relaciones :

0 W, =w,
1) Wig=aW,—W,,

2) \Vn_‘_) =q? an‘ 21 avvn—l "I—\’Vn—‘_’
- 1

3) Wi s=a®W,— ( i} > @ W1+ < j > aW, o —W, 3 (4.4)

\

> a’—2 \\Tn_?— e \‘rn—‘l .

/

v
9
-

) Wioy—a WF< X > Wt (

Vamos a demostrar que, en la hipotesis dicha de ser v un ntmero
par, la dltima ecuacién escrita es una consecuencia de las anteriores.
En efecto, multipliquemos la ecuacién 0) por &', la ecuacion 1) por

LA . SV -
v~<1>a‘ ', ¥, en general,la ecuacion ¢) por (*1)‘< > a~*. Sumando
¢

luego miembro a miembro queda

20 (=1) < :> @i \xr,L_izg <% (=1 ( :> <;>>(—1)f @ITW,y. (4D)

Pero segin una formula conocida!, es

=y v i 0 si vy
2(_1)L<.)<.>={ _ :
iI\i) Ty s o=y,
Yy como el primer miembro de (4:5) segiin la ecuacion'v) de (4'4) es
ignal a W,_,, resulta la identidad W.oo=W,_,.

Esto nos dice que de las n4-1 relaciones (4:3) para v=0,1,2, ... s N
se pueden suprimir todas las correspondientes a n—v par, por ser ellas
consecuencia de las que les siguen.

En definitiva queda :

Entre los invariantes W, de un cuerpo convexo de anchura constante a
del espacio euclidiano de n dimensiones, existen las siguientes relaciones
independientes :

! Ver E. Netto, «Lehrbuch der Combinatoril», Leipzig und Berlin, 1927, pig. 255,
formula (43).
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a) S¢ n=2m:

n—-29+1 n—"92 + 1
2Woys -+ 21 (—1)l< ’ ; >ai Wai:;=0 (4:6)
para v=1,2,3, ... m.
b) 8 n=2m-L1:
n2y =2\
2Wyy -I- 21 G )@ Wi =0 (47)
para v=0,1,2.3 ..., m.

5. Ejewmeros. 1. Para el plano #=2, la relacién unica es
2W,—aW,=0,
o sea, siendo 2W =L, W,=x,
L—na=0

que es la relacion conocida entre la longitud [ y la anchura a de

las figuras planas convexas de anchura constante (Bonnesen-Fenchel,
pag. 131).
2. Para el espacio ordinario, n =3, las relaciones son
2W,—3aW,+3a’W,—a*W,=0; 2W,—aW,—0
que, segin (1+5), (1+6), (17) y (1'8) se pueden escribir
9

2V —aF +§7ra3:0; M—2za=0.

3. Para n—=4 se tiene
2W, —3aW, 43’ W, —a’W,=0; 2W,—aW,=0,
o bien, segin (1-5), (1:6), (1-7) y (1-8),

2F —3aM + &’ 2*=0; 4W,—az*=0.
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