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UN INVARIANTE AFIN PARA LOS CUERPOS CONVEXOS
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(Recebido em 1950, Novembro, 12)

1. Infroduccién. Sea K un cuerpo convexo del espacio euclidiano
de n dimeusiones E,. Sea P(%,%,, - , &) un punto interior a K
y h=Ph(») la funcién de apoyo de K con respecto al punto P (con
indicaremos un punto sobre la esfera unidad). Si do representa el ele-
mento de area ((n—1)-dimensional) de la esfera unidad correspondiente
al punto o, se sabe que la integral :

(1.1) I(P) = % %

)
es un invariante de K con respecto las centro-afinidades unimodulares
de centro P[9, p. T49]. I(P) es precisamente la medida de todos los
hiperplanos exteriores a K, invariante con respecto las centro-afini-
dades de centro P. Con Q indicaremos indistintamente la superficie de
la esfera unidad de E, y su area. .

El minimo de I(P) al variar P en el interior de K serd un inva-
riante de K con respecto todas las afinidades unimodulares de E,.
Lo representaremos por

1.2) L, =minpI(P), (PcK)

El objeto de esta nota es probar :

1.° Existe un solo minimo relativo para I(P), el cual sera por tanto
minimo absoluto. Si K tiene centro de simetria O, este minimo cor-
responde al caso P=0.

2.° El invariante afin I, se relaciona con el volumen V y el 4rea
afin F, de K por las desigualdades

(].3) Im V§ (Q/n,)2 5 Im Fa S_ Q?n/nn—l

en las cuales el signo igual vale unicamente- para-el caso de ser K un
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elipsoide de = dimensiones. Como hemos dicho, en estas desigual-
dades es

(1.4) Q=

Finalmente damos una interpretacion geométrica de la primera desi-
gualdad (1.3) para el caso en que K tiene centro de simetria, obser-
vando que ella demuestra una suposicién de K. MaHLER, mejorando
lo mas posible el extremo superior de una desigualdad de este autor.

2. Estudio de Ia funcién 1(P) al variar P. La funcién I(P) definida
por (1.1) toma el valor infinito para los puntos del contorno de K,
mientras que para todo punto P interior a K tiene un valor finito
y positivo. Vamos a buscar los puntos P interiores a K para los cuales
I(P) toma un valor estacionario (o sea, se anulan sus primeras deri-
vadas parciales).

Sea P; un punto interior a K que tomamos como origen de coor-
denadas y sea %o=ho(w) la funcion de apoyo de K con respecto a Py .
La funcién de apoyo h=Fh(») con respecto el punto P (51,8, - 5 En)
sera

(2.1) h(0) = ko () — ; o ks

siendo a; los cosenos directores de la direccion o.

Se tiene por tanto '
1 dw

(2.2) I(P) = —j _

nJa (ho—-—Z &; Ei)n

y por consiguiente para que al punto P corresponda un valor estacio-

nario de I(P) debe ser

(2.3) A _poudo g 1,2, ,0).

erl
dii ol "

Para ver si este valor estacionario es maximo o minimo, observemos

que es
()2 I oo O dw
24 e R e
24 08 0t )Jn e
Por tanto, si Q(&i+er,8+¢e2, - - ,én-H€s) €8 un punto proximo a P,
por el desarrollo de Taylor es, teniendo en cuenta (2.3),
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1@ -1®) -y
=7’l+1 (2(1{&')2

e
2 Ja B

-

o; d.,' g;

s SJ' do -

dw .-

Por tanto, como 2>0, para |e;| suficientemente pequefios, es siem-
pre I(Q)>I(P), es decir: los valores estacionarios de I1(P) son siempre
minimos.

De aqui se deduce que el minimo de I(P) es tnico. En efecto segin
un resultado de Morsk [7, en especial pag. 393] si todos los puntos
extremales de una funcién definida en el interior de un cuerpo convexo
son minimos relativos, su nimero debe ser uno solo. Luego, resumiendo :

Existe un solo punto interior a K para el cual I(P) toma un valor
minimo (que serd el minimo absoluto), el cual estd caracterizado por
cumplirse para él las condiciones (2.3).

Por ejemplo, si K tiene centro de simetria, las condiciones (2.3) se
cumplen evidentemente para él y por tanto: para los cuerpos convexos
con centro de simetria el minimo de 1(P) corresponde al centro de simetria.

3. El invariante afin I y sus relaciones con el volumen y el 4rea
afin. Llamemos I, al valor (1.2), o sea al minimo de I(P) con res-
pecto todos los puntos interiores a K. Este I, sera un invariante
de K con respecto todas las afinidades unimodulares. Si K tiene centro
de simetria ya hemos dicho que I, tiene el valor (1.1) para la funcion
de apoyo h="(w) referida al centro de simetria.

Para comparar I, com el volumen V y el 4rea afin I, de K (que
son los otros invariantes afines mas simples), debemos recordar algunos
resultados conocidos.

1.° Sea K° un cuerpo convexo de E, limitado por una superficie S°
que tenga en cada punto radios de curvatura principales bien deter-
minados Ry, Rz, ---,R,; y pongamos

(3.1 D=R,R:R3.--R,;.

Por ser S° convexa es R;>0.

Si da es el elemento de area ordinaria de S° y du el elemento de
drea sobre la esfera uaidad correspondiente a la direccion de la normal
a S° en el punto donde se considera el da, es .

(3.2) ds = Ddo.

Il drea afin de S° se define por
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(3.3) Fo = ’ DV gy 'Dnl(nH) do

Jo
y entre esta Area afin de S° y el volumen V° del cuerpo K que ella
limita existe la desigualdad de Brascuke [1, p. 198]

(3.4) (FOyt < Q2 (uV Oyt

donde el signo de igualdad vale unicamente para el caso de ser K° un
elipsoide de n dimensiones.

La desigualdad (3.4) es debida a BrLascuke para el caso n—3, pero
la misma demostracion vale sin apenas modificacion para el caso
n-dimensional. ¢) '

2.2 Sean K y K° dos cuerpos convexos de E, limitados respectiva-
mente por las superficies S,8°. Si % (») es la funcion de apoyo de K
y do el elemento de drea de S°, el primer volumen mixto de MINKOWSKI
de Ky K°es
(3.5) V= L hds

n Jse
y se sabe que existe la desigualdad de MINKOWSKI

(3.6) LSV (Vo

donde V es el volamen de K y V° el de K°. La igualdad vale uni-
camente cuando K y K° son homotéticos. Ver, por ejemplo, BoNNESEN-
-Fexcnen [3, p. 911

() Para generalizar la demostracién de Brascuke a n dimensiones solo hay que
tener en cuenta la siguiente desigualdad:

8¢ | ayl,|by| son dos determinantes positivos de orden m, para p>0 se verifica
(%) (2p \ ay + b‘_k I)!/(mhﬂ) > l @y ll/(mﬂv) + | bi/: ll/(mﬂ') i

Para p=0 esta desigualdad coincide con una dada por Mixkowskx [5, p. 35]
v puede demostrarse de manera andloga. En efecto, siempre se pueden multiplicar
los dos determinantes |ay|,|by| por un mismo determinante de valor unidad tal que
los productos sean determinantes con sclo los elementos de la diagonal principal
distintos de cero. Llamando a;,5; a estos elementos, serd

|aik|=lmlai7 |bi/:l=ﬁbn { g+ by | =1 (a;+6).
1 1 1

Escribiendo 27 en la forma (14+1) (1+1)--- (1+1) (p fastores), la desigunaldad (¥)
resulta un caso particular de la desigualdad general

(i) > ()" + (fe)"

a cual es bien conocida [5, p. 391
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Pasemos ahora a nuestro problema. Sea h="% () la funcién de apoyo
del cuerpo convexo K referida al punto P para el cual I(P) es minimo.
Hemos visto que entonces se cumplen las condiciones (2.3). Segiin un
resultado clasico de MiNkowskr [3, p. 121], cumpliéndose las condi-
ciones (2.3) existird un cuerpo convexo K° limitado por una superficie
S cuyos radios principales de curvatura R;,Ro, -+, R, cumplan la
condicion

(3.7) D ((J)) == R1 Rg R Rn—-l == ]L‘(”*l) R

El elemento de irea do de K° valdra de=Ddm=h"+dw y por
tanto, segtn (3.5) el primer volumen mixto entre K y K° vuale

" Jgo n

(3.8) Viet [ nde -t /'/I—n don = 1,,.
JQ
La desigualdad (3.6) de Mixkowskr da por tanto

(3.9) L, >V (Voy-1

siendo V el volumen de K y V° el de K°.
Pot otra parte, el area afin de K°, segiin (3.3) vale

(3.10) Pl — fD"/("H) do = | b do = a1,
Q Q
y por tanto la desigualdad de BrLascukE (3.4) da
(3.11) (n L)+t < Q2 (nVoyt |
De (3.9) y (3.11) resulta
(3.12) LV< (Q/n)?

que es la designaldad que queriamos obtener.
Si se quiere relacionar I, con el 4rea afin F, basta tener en cuenta
(3.4), que combinada con (3.12) da

(3.13) L Fumt <o/t

Tanto en (3.12) como en (3.13) el signo de igualdad vale para los
elipsoides n-dimensionales (basta comprobarlo para la esfera). Como,
ademés, en (3.11) la igualdad solamente vale para elipsoides, y en (3.9)
para cuerpos convexos homotéticos, resulta:

Lnire el tnvariante afin I, , el volumen V y el drea F, de un cuerpo
convero K de E, tienen lugar las desigualdades (3.12) y (3.13), en las
cuales of signo de- iqualdad vale unicamente para el caso de ser K un
elipsoide de n démensiones.
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Desde otro punto de vista y con una interpretacién distinta, una
desigualdade equivalente a la (3.12) para n=3 se encuentra ya en
Brascuke |2].

4. |Interpretacion geometrica. Consideremos el caso en que K tenga
centro de simetria O. Entonces, segtn la definicién (1.1), L, coincide
con el volumen del cuerpo polar reciproco de K respecto la esfera
unidad de centro O. La desigualdad (3.12) coincide entonces con una
sefialada como probable por K. MaHLER [6], el cual demuestra unica-
mente una acotaciéon mucho menos precisa. Otra acotacién mejor fué
obtenida por A. Dvorerzki y C. A. Rocers [4]. La acotacion (3.12)
es la mejor posible puesto que es alcanzada por el elipsoide.

Seria interesante hallar la acotacién inferior 6ptima del producto L.V,
que segin K. MaAHLER debe ser

(3.14) L.V > 4%/n!

donde la igualdad vale unicamente para los paralelepipedos. Sin
embargo por el método anterior no hemos podido demostrar (3.14).

5. Nota. Supongamos que K no tenga centro de simetria. Si G es
el centro de gravedad de K supuesto cubierto con masa homogénea,
I(G) serd también un invariante por afinidades unimodulares de K.
Se sabe que, en general, I(G) no coincide con I, como ha probado
con un ejemplo P. Pr Carursa [8], pero queda abierta la cuestion de
si en las desigualdades (3.12) y (3.13) puede sustituirse I, por I(G).
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