
EiNSTEiN, con SUS tcorías de la relativi­
dad, iluminó la idea de geometrizar 

la fisica. Para la geometria ello significó 
la apertura de nuevos horizontes y la ne­
cesidad de profundizar y seguir con el 
estudio de capítulos ya conocidos, pero 
que de esta manera recibían nuevo im­
pulso y cobraban nuevo interés. Como 
todos los aportes geniales, el de Einstein 
a la geometría y en general a la mate­
mática hay que valorizarlo tanto por la 
obra propia del autor, como por las ideas 
que esbozó y que otros desarrollaron y 
completaron. 

Vamos a detallar algunos aspectos de 
esta influencia de Einstein en el campo 
matemático. 

L A RELATIVmAD RESTRINGIDA 

"Las ecuaciones de la física deben ser 
invariantes respecto el grupo de Lorentz." 
Tal es el principio de Einstein que se ha 
convertido en básico para toda la física 
moderna. Para el matemático, el princi­
pio plantea el problema de hallar estas 
ecuaciones invariantes, hallarlas si es po­
sible todas, para que luego el físico elija 
las que le convengan. Muchos trabajos se 
han hecho en este sentido, ciertamente 
muy apartados de la obra personal de 
Einstein, pero en el fondo inspirados por 
su idea directriz. Citemos, para mencio­
nar tan sólo un ejemplo, un trabajo de 
Harish-Chandra ['] donde se encuentra 
abundante bibliografía al respecto. 

El afán extrapolador de la matemática 
lleva a considerar el mismo problema para 
cualquier grupo —no solamente para el 
de Lorentz— ligándolo con el problema 
de la representación lineal de grupos, pro­
fundo e interesante tema puramente ma­
temático que desde este punto de vista 
recibe el aliciente de sus posibles aplica­
ciones físicas. 

LA RELATIVIDAD GENERAL 

Anteriormente a Riemann, la geometría 
diferencial de variedades (curvas, super­
ficies, hipcrsuperficies) se estudiaba siem­
pre suponiéndolas sumergidas en un espa­
cio de mayor número de dimensiones. Las 
superficies, por ejemplo, se suponían siem­
pre contenidas en el espacio y se estudia­
ban sus propiedades respecto el mismo 
(plano tangente, normal, direcciones prin­
cipales, líneas asintóticas...). Riemann, 
en su famosa tesis doctoral titulada Ueber 
die Hypothesen welche der Geometrie zu-
grunde liegen (1854), plantea el caso de 
variedades de n dimensiones que deben 
estudiarse intrínsecamente en ellas mis­
mas, sin tener en cuenta si están o no 
contenidas en otro espacio de mayor nú­
mero de dimensiones. Se parte tan sólo 
de una ley o criterio que permita medir 
longitudes de curvas contenidas en el es­
pacio; es decir, se parte de una "métrica" 
definida en el mismo. Nace así la llamada 
"geometría de Riemann". Para el caso 
general de una variedad o espacio n-di-
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mensional, la métrica que toma Ricmann 
para medir distancias dentro de la varie­
dad es de la forma 

(1) ds2 = r g„dx' dx' 
I , ) 

donde ds es el elemento de arco (f)or 
integración del cual se mide la longitud 

es decir, que el tensor fundamental es si­
métrico, con lo cual el número de sus 
componentes es )ín (n + i) y para el es­
pacio-tiempo (n = 4) su número es lo. 

Muchas veces, siguiendo a Riemann, se 
exige que la forma cuadrática (i) sea 
siempre positiva (para dx^, dx' cuales­
quiera), pero esta condición no es escn-

Einstein en el Instituto Carnegie. 

de cualquier curva), x* ( i ^ 1,2,.. .,n) 
son las coordenadas de los puntos y los 
coeficientes gn, funciones de las x*, son 
los datos que caracterizan el espacio. La 
sumatoria en ( i ) va extendida de i a n. 
Estas funciones gi¡, puesto que las longitu­
des de las curvas no deben depender del 
sbtema de coordenadas utilizado, son com­
ponentes de un tensor llamado el tensor 
fundamental del espacio. Sin restringir la 
generalidad se puede suponer siempre 
que es 

(2) gij — gil 

cial y prácticamente toda la geometría 
vale lo mismo —salvo detalles— en el 
caso general. 

Tras la memoria de Riemann, sus ideas 
evolucionan lentamente. Son clásicos los 
trabajos de Christoffel [2] y de Ricci, este 
último introduciendo la noción de deri­
vada covariante y creando el cálculo di­
ferencial absoluto, base del hoy llamado 
más comúnmente cálculo tensorial. Varios 
trabajos anteriores de Ricci son elaborados 
de nuevo y unificados en la clásica me­
moria de Ricci y Levi-Civita de 1901 [*]. 

Estas teorías estuvieron largo tiempo 
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reservadas a los geómetras, como disquisi­
ciones las más apartadas de todo contac­
to con la realidad física. Fué Einstein 
quien tuvo la visión genial de observar 
que el problema de los geómetras era el 
mismo que debían plantearse los físicos. 
La geometría de un espacio de Riemann 
consiste en buscar las propiedades del es­
pacio, siempre a partir del único dato ( i ) , 
que dependan únicamente del espacio mis­
mo, no del sistema de coordenadas utiliza­
do. Es decir, las propiedades geométricas 
deben ser representadas por ecuaciones in­
variantes respecto a cualquier cambio de 
coordenadas. El instrumento de cálculo 
apropiado para representar estas ecuacio­
nes es el cálculo tcnsorial. 

Para la física, el espacio en que los 
fenómenos ocurren es el espacio-tiempo, 
espacio de 4 dimensiones. Las leyes de la 
física no deben depender del sistema de 
coordenadas. El problema de hallar estas 
leyes es pues el mismo que se plantea el 
geómetra al buscar las propiedades geo­
métricas del espacio. Estudiar esta geome­
tría o estudiar la física correspondiente 
son, en consecuencia, problemas equiva­
lentes. 

Pero esta equivalencia no es inmediata, 
ni tampoco, en principio, clara. Se nece­
sitaba la mente de Einstein, física y mate­
mática a la vez, para f)oner de relieve 
esta analogía y poner luz a esta correspon­
dencia. Ésta fué la obra de Einstein en 
su relatividad general. Partiendo de la 
hipótesis que el espacio-tiempo era un es­
pacio de Riemann, necesitó valerse de 
todo el instrumento creado por Riemann, 
Christoffel y Ricci, pulirlo y adoptarlo a 
los fines vislumbrados. El cálculo diferen­
cial absoluto tuvo en Einstein el más hábil 
de los manipuladores. Por él fué simplifi­
cado, seleccionado y transformado de una 
maleza impenetrable de fórmulas, símbo­
los e índices, en urt instrumento elegante, 
manejable y atractivo. Detalles, al parecer 
insignificantes como la supresión del sím­
bolo de sumación cuando ésta puede de­
ducirse de los índices mismos, fueron de 
gran significación para hacer viable el 
desarrollo posterior de todo el cálculo 
tensorial. 

Con sus ecuaciones de la gravitación, 
Einstein valorizó el tensor de Ricci R|] 
poniendo sobre el tapete el interés de es­
tudiar los espacios para los cuales se anu­
la (R,j = 0 ) , o bien aquellos para los 
cuales es proporcional al tensor fundamen­
tal (R i i=A. gij)> espacios llamados des­
de entonces espacios de Einstein. Aparte 
de los trabajos del mismo Einstein, estos 
espacios han sido objeto de múltiples es­
tudios posteriores, encontrándose muchas 
propiedades de los mismos que los han 
hecho interesantes aun desde el punto de 
vista puramente matemático. Bastará que 
citemos, como ejemplo, algunos trabajos 
recientes de Fialkow [*], Haantjes [^], 
Wrona [«], Yano [^], Kuiper [»] y Tachi-
bana [9]. 

Otros resultados conocidos de la geome­
tría de Riemann cobraron con la relativi­
dad general nuevo impulso o nuevo as­
pecto, que acrecentó en mucho su interés. 
Tal es el caso de las llamadas identidades 
de Bianchi (1902) al ponerse de manifies­
to que equivalían a expresar la anulación 
de la divergencia del tensor gravitacional 
Rij-MRgij y con ello al principio de con­
servación de la energía. 

El problema cosmológico ha dado lugar 
al estudio global de ciertos espacios cua-
dridimensionales. Junto con los clásicos 
resultados de Einstein, De Sitter y Fried-
mann-Lemaitre, se deben citar las inves­
tigaciones recientes de Godel [^°] de va­
lor matemático indudable. 

EL PROBLEMA DE LA UNIFICACIÓN 
DE LOS CAMPOS 

La relatividad general, cuyo éxito para 
el campo gravitatorio fué rotundo, plan­
teó a Einstein el problema de hallar una 
geometría del espacio-tiempo en la cual 
tuviera cabida también el campo electro­
magnético. 

£1 solo hecho de plantear un problema 
abordable y poner de manifiesto su inte­
rés, es ya de importancia fundamental en 
matemáticas. Pronto aparecieron nuevas 
geometrías, que originadas por la idea de 
Einstein de buscar la unificación de los 
campos, se desarrollaron luego frondosa-
itiente como ramas de la matemática pura. 
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La geometría de Riemann de la relati­
vidad general no era suficiente por la sim­
ple razón de que las lO comp)onentes gtf 
del tensor fundamental eran todas nece­
sarias para definir el campo gravitatorio. 
Había que buscar otra geometría en cuya 
determinación interviniesen más funciones. 

La primera idea (Kaluza-Klcin) fué 
la de considerar el espacio-tiempo como 
un espacio de 4 dimensiones, sumergido 
en otro espacio también riemanniano de 
5 dimensiones. Con ello el número de 
componentes del tensor fundamental se 
aumenta a 15 y por tanto se dispone de 
5 más para interpretar el campo electro­
magnético. En esta dirección, desde el 
punto de vista matemático, no se intro­
duce nada nuevo, puesto que no se sale 
de la geometría de Riemann. 

Sin embargo, también la geometría de 
sub-espacios de un espacio de Riemann se 
vio impulsada y alcanzó nuevos progresos 
por este afán de conseguir una teoría uni­
ficada satisfactoria. Cuando más tarde se 
quiso incluir en la unificación el campo 
mesónico, se aumentó el número de di­
mensiones a 6 o más. Muchos autores, 
entre ellos el mismo Einstein [!'• 12] tra­
bajaron en este sentido. Citaremos, como 
contribuciones importantes, las de Hoff-
mann [ i ' ] , Yano-Ohgane [i*], Podolans-
ki ['5] y Thiry [i«]. 

Una variante de estas teorías multidi-
mensionales se obtuvo al querer dar una 
interpretación a las dimensiones superio­
res a la cuarta. Con Veblen [i''] se origi­
naron las teorías proyectivas, de gran in­
terés matemático, que interpretan la quin­
ta variable no como coordenada de una 
dimensión más, sino como la coordenada 
homogénea del espacio-tiempo original 
de 4 dimensiones. Estas teorías proyectivas 
obligaron a crear el concepto de tensor 
proyectivo (o "proyector") y el cálculo 
tensorial correspondiente. Como contribu­
ciones más recientes en esta dirección, en 
la cual la literatura es abundantísima, ci­
taremos un libro magnífico de Jordán [i*], 
del mayor interés matemático, y una mo­
nografía de Ludwig [*^]. 

También se ensayó sustituir la métrica 
de Riemann por una métrica de Finsler 

(Schaffhauser-Graf [20], Horvath[2i]) o 
una geometría conforme (Ingraham [^^]) 
o, más particularmente, una geometría in­
variante por transformaciones semejantes 
(Hoffmann [^*]). Todos estos ensayos re­
dundaron en contribuciones a las geome­
trías respectivas, 

Pero la idea más importante y fructí­
fera desde el punto de vista matemático, 
fué la de considerar que como dato ini­
cial del espacio, en vez de dar una mé­
trica como en el caso de Riemann o de 
Finsler, se puede dar una "conexión afín" 
o conjunto especial de funciones que per­
mitan definir un "paralelismo" entre vec­
tores del espacio. Entonces no se podrán 
medir distancias ni longitudes de curvas, 
pero se podrán definir ciertas trayecto­
rias o caminos, como aquellas curvas cu­
yas tangentes son paralelas entre sí según 
la ley de paralelismo definido en el es­
pacio. 

De esta manera nacieron los espacios 
de conexión afín y posteriormente los de 
conexión proyectiva y aun otros más ge­
nerales, todos los cuales han pasado a ser 
fundamentales en la moderna geometría 
diferencial. En esta dirección, tras los tra­
bajos iniciales de Weyl[2*], Eddingtoní'*^] 
y E. Cartan [̂ ĵ la bibliografía es abun­
dantísima. Pero lo que nos interesa se­
ñalar es que, a pesar de que luego han 
evolucionado en direcciones muy diversas, 
en su origen y en muchos de sus progresos 
el motivo perseguido era el problema de 
la unificación de los campos. Una ex­
posición excelente la constituye el libro 
Space-time structure (Cambridge Univer-
sity Press, 1950) de Schroedinger. 

La idea de conseguir una geometría 
que respondiera al problema de la unifi­
cación de los campos, idea que preocupó 
constantemente a Einstein desde la época 
misma de su relatividad general, le hizo 
ensayar caminos muy diversos. Aparte de 
los ya mencionados, que tuvieron intenso 
desarrollo, otros quedaron abandonados 
desde el principio. Por ejemplo, en 1944, 
en colaboración con Bargmann [^^], pu­
blicó los comienzos de una interesante teo­
ría de "bivectores" o tensores dependientes 
de dos puntos del espacio, teoría aban­
donada pero que desde el punto de vista 

T. u , JULIO, 19;} 307 



matemático pasiblemente merecería toda­
vía ser considerada con más detenimiento 
y atención. 

LA ÚLTIMA TEORÍA DEL CAMPO UNIFICADO 

En 1950 publicó Einstein su última teo­
ría del campo unificado como apéndice a 
la tercera edición de su libro "El signifi­
cado de la Relatividad", teoría que en 
ediciones posteriores modificó ligeramente. 

Desde el punto de vista matemático, la 
nueva teoría inicia el estudio de un nue­
vo tijx) de espacios, para los cuales el ten­
sor fundamental gn deja de ser simétrico 
y además está íntimamente ligado con 
ciertos coeficientes de conexión afín que 
vienen a jugar el papel de los símbolos 
de Christoffel de los espacios de Ricmann. 
El hecho de suponer los gn no simétricos 
no influye en cuanto a la métrica del es­
pacio, que sigue siendo la ( i ) , pero en 
cambio permite una mayor variedad en 
las operaciones de ascenso y descenso de 
índices del cálculo tensorial y da origen a 
tipos diferentes de derivación covariante, 
y por tanto a nuevos tensores análogos al 
de curvatura del caso simétrico. 

Ya en otro número de Ciencia e Inves­
tigación (1953, 9, 300-307) dimos una 
idea de esta nueva teoría y de los proble­
mas matemáticos que ella planteó y que 
en parte han sido ya resueltos posterior­
mente. Para la geometría abre nuevos 

horizontes y el mismo Einstein ha dado los 
pasos iniciales al estudiar con detalle las 
diferentes clases de derivación covariante 
e interesantes nuevas relaciones tensoriales 
que aparecen, como la generalización a 
estos espacios de las clásicas identidades 
de Bianchi [ " ] . 

Eisenhart [^"j ha bautizado estos espa­
cios con el nombre de espacios de Rie-
mann generalizados y varios autores han 
trabajado sobre ellos, siempre desde el 
punto de vista matemático, puesto que 
hoy por hoy la última teoría de Einstein 
no pasa de ser una teoría puramente ma­
temática. Los resultados más profundos 
son los debidos a Tonnelat [**] y sobre 
todo a Hlavaty [^°] y Lichnerowicz [^']. 

Resumiendo este rápido recorrido, po­
dríamos decir que la influencia de Eins­
tein en el campo matemático ha quedado 
patente en dos aspectos: a) Como perfec-
cionador del cálculo tensorial, que si bien 
no inventó, fué el primero en utilizarlo 
con soltura y elegancia, y quien puso en 
evidencia la importancia del mismo en 
los fundamentos de la física; b) Como 
impulsor de los estudios geométricos, al 
señalar el interés de los mismos para crear 
esquemas que pudieran utilizarse para el 
problema de la unificación de los campos. 
Sus ensayos de teorías unitarias son mo­
delos de geometrías diversas que prueban 
cómo su fino espíritu de físico iba acom­
pañado de la más brillante imaginación 
geométrica. 
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CIENCIA Y POLÍTICA 

Carta de Einstein al señor ministro Rocco, en Roma 

Distinguido señor y honorable colega: 

Dos de los hombres más importantes y más conocidos de la ciencia 
italiana se han dirigido a mi con su problema de conciencia, pidiéndo­
me que le escriba a fin de evitar, en lo posible, una cruel amenaza que 
pesa sobre los sabios italianos. Se trata de una fórmula de juramento 
de fidelidad al régimen fascista. Le ruego quiera dar al señor Mussolini 
el consejo de liberar de esta humillación a la flor de la inteligencia 
italiana. 

Por diferentes que puedan ser nuestras convicciones políticas, yo sé que 
hay un punto fundamental que me une a usted: ambos vemos y estima­
mos como bienes más preciosos los florecimientos del desarrollo intelec­
tual europeo. Estos reposan sobre la libertad de opinión y de enseñanza, 
sobre el principio de que el esfuerzo por la verdad debe tener prioridad 
sobre todo otro esfuerzo. Es sobre esta única base que nuestra civiliza­
ción ha podido nacer en Grecia y reaparecer en Italia en la época del 
Renacimiento. Estos grandes bienes han sido pagados con sangre de 
mártires, de hombres grandes y puros: gracias a ellos la Italia contem­
poránea es todavía amada y honrada. Está lejos de mi pensamiento 
discutir con usted sobre las justificaciones que las razones de estado 
puedan aportar a los atentados a la libertad humana. 

Pero el esfuerzo hacia la verdad científica, separado de los intereses 
prácticos de todos los días, debiera ser sagrado para toda autoridad 
pública y es, para todos, del más alto interés que a los servidores leales 
de la verdad se los deje en paz. Éste es también el interés del Estado 
Italiano, y de su prestigio en el mundo. 

Esperando que mi pedido encuentre favorable acogida, me repito su 
servidor. 

Albert Einstein. 
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