
» ^ -

$ 
ifi'i 
y.ty.v,.í\ . , 

K*<- A? • ^, 

m ' ' ' '•••• 

K.·.·.U'f :r,fii 

fc-íi^O 
Las probabi l idades geométricas 

y la geometría integral (*) 

por 1. A. S A N Í A I O 

Sub-DifQctor del Insfítuto ds Motemóticos de la Facultad 
de Ciencias Matemáticos, nsico-QuImlctis y Noturoles de 
I J Universidad Nacianol del Litoral (República Argentino) 

I. PROBABILIDADES FINITAS 

1. — Def in ic iones y e jemplos . Dado un número finito d e casos 
p o s i b l e s " y, entre e l los , un número finito de casos favorables m, 

.la probabil idad de que elegido al azar uno d e ios casos posibles , 
* resulte favorable, se define como el coc iente 

I 

14' 

(1.1) 

Hay que tener en cuenta que los casos posibles sean todos 
"igualmente probables", es decir, que entre e l los no pueda hacerse 
distinción particular. 

De esta definición se deduce que la probabilidad p está siem
pre comprendida entre O y I, val iendo O cuando el caso sea im
posible y I cuando sea seguro que va a ocurrir . 

Los ejemplos t ípicos de probabil idades entre un número fini
to de casos pos ibles y que fueron también los primeros estudiados 
al nacer el Cálculo de Probabilidades a raiz d e una correspon
dencia entre los matemáticos franceses P. d e Fermat (1601-1665) 
y B. Pascal (1623-1662) sostenida en 1654, se encuentran en el 
juego d e dados . La probabilidad de sacar el número 2, por e jem
plo, con un dado lanzado al azar es igual a 1/6. La probabil idad 

'(*) Conferencia pronunciada en la Facullad de Ingeniería de Monlevidco 
el día 2 de .í^gosío de 1946. 
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%•- 1 , 
^; de que, lanzando simultáneamente 3 dados al azar se obtenga unaik'Tf 
..í<ú suma igual a 10 es iiíiiál a 2 7 / 2 1 6 = 1/6, puesto que se puede* '̂''* i 
fe-, contar que el número de casos posibles es 6 ' = 216 y el de ca- fe ' 
fév sos favorables 27. f}ii'<^ 
f'-':' Cuando se consideran problemas más complicados, la enume-W^k 
]{~, ración de los casos posibles y favorables deja de ser tarea simple, 'íl^! 
,'/'' siendo necesario utilizar los airtificioa del cálculo matemático y "' 
[> ciertas reglas que constituyen las bases del Cálculo de Probabili-
'(' dades. 

^...--''''''rlistóricamente, pior ejemplo, es notable el problema siguiente: 
'..^o Dos dados se lañsan simultáneamente n veces seguidas; icuál es la 

:. probabilidad de obtener por lo menos una vez el doble seis?. 
Y Mucho más fáci| qué el cálculo de la probabilidad pedida es 
K' el cálculo de la probabilidad de que ninguna vez se saque el do-
í' ble seis; en efecto la probabilidad de no sacar el doble seis en 

',':. una jugada es 35/36 y la de no sacar el doble seis en u jugados 
,'.' será (35/36)'^. Como la Suma de las probabilidades de no sacar 
^I? el doble seis y la dé hacerlo por lo menos una vez debe ser igual 
1: a la unidad, puesto qtie es seguro que uno de los dos casos deb(t 

ocurrir, resulta que la probabilidad buscada vale 

p-^-[iy. 0.2) 
Si se pide el valor de // para que p valga I /2, se obtiene 

log2 
log 36 — log 35 

24. 6 

Esto nos dice que en 24 jugadas la probabilidad de sacar el 
doble seis es menor que la de no sacarlo y en cambio en 25 ju
gadas la probabilidad de sacar por lo menos una vez el doble 
seis es ya mayor que la de no sacarlo. Este hecho extrañaba en 
1654 al Caballero de Mere, noble francés que creyendo/ver en ello 
una paradoja acudió a Pascal, el cual resolvió por piçímera vez el 
problema (') . 

Otro problema curioso , estudiado bajo diferente^ formas por 
Montmort, Euler, Lambert y Laplace es el siguiente: 

(1) Ver Oeuvres dé Fermat, tomo II, pág. 296, carta de P^cual a Fev' 
mal del 29 de |ullo de 1654. 
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i'''"' Dos'jugadores tienen un juego de 40 naipes cada uno y van sa-

^l·'cdtido siMuUáneamente y uno a uno estos naipes, ¿cuál es la probabili-

) dad de que por lo menos'una vez los dos naipes sacados al mismo 

p. tiempo sean tguales?. 

m Se demuestra ('') que esta ptobdbil idad e s igual a 

1 (-¿r 0.632 

' es decir, hay aproximadamente una probabilidad del 63 °lo de que 
dos naipes coincidan. , --

2. — T e o r e m a de DernoulU. Para enlazar los resultados teó
ricos con los obtenidos expei imentalmente, o sea, para ver la re
lación entre la "probabilidad" d e un cierto suceso y la "frecuen
cia" con que el mismo se presenta al realizar prácticamente la ex
periencia un número creciente de v e c e s , s e t iene el fundamental 
teorema de Jacob Bernoulli, publicado en su obra postuma "Ars 
Conjectandi" aparecida en 1713. Dicho teorema dice: 

5í la probabilidad de un suceso es p y al realizar la experiencia 
n veces dicho suceso tiene lugar m veces, el cociente m¡n se acerca 
tanto como se quiera a p, con tal de tomar n suficientemente grande. 

Consideremos, por ejemplo, la última cifra del premio mayor 
de un sorteo de lotería. La probabilidad de que esta cifra sea una 
determinada, por ejemplo un 4, es I/IO. El teorema de Bernoulli 
afirma que cons iderando un número suficientemente grande de 
sorteos , la cifra 4, c o m o cualquier otra, habrá salido como cifra 
final del premio mayor un número d e v e c e s muy próximo a la 
déc ima parte del número total d e sorteos y el grado de aproxi
mación será tanto mayor cuanto mayor sea el número de sorteos. 
Este teorema de Bernoulli se demuestra matemáticamente , pero 
basta un poco de atención para ver que él es muy natural y , en 
realidad, una s imple consecuencia del principio d e razón suficien
te. En e f e c t o , refiriéndonos al ejemplo concreto m e n c i o n a d o , se 
tiene: si todas las cifras, de O a 9, son igualmente probables, no 
hay razón ninguna para que una de ellas salga con más frecuen
cia que otra (puesto que en tal caso, si alguna saliera con mayor 
frecuencia, sería señal de que hay alguna causa que obliga a ello, 
lo que equivaldría a decir que no son todas las cifras igualmente 

I 

(2) Ver, por ejemplo, E. Czuber, Wahischeinlichkeitsrechnung, 1908, p. 57, 
donde se encuentra la historia y bibliografía sobre el problema. 
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ti' probables y que el sorteo está mal hecho) y por tanto, todas s a O 
drán, en un número suficientemente grande de sorteos, un misipolr >'''i 
número de veces, igual.al décimo del total. tviS ¿' 

• m 
II. PROBABILIDADES NUMERABLES ' K 

3. — Definiciones y ejemplos. Cuando el número de casos po- j 
sibles no es finito, los problemas de probabilidades ya no_ se pue- '< 
den resolver contando los casos posibles y favorables. Se distin
guen entonces dos casos, según que el infinito de los casos posi- i 
bles sea numerable o no numerable. 'j 

Los problemas referentes a probabilidades "numerables" o sea, •d 
aquellos en que el número de casos posibles es infinito numera- .1; 
ble, son en general los más difíciles y menos estudiados. En ellos', 
para evitar paradojas, hay que definir bien como se debe enten
der que se procede para dar un elemento al azar. 

Supongamos, por ejemplo, la serie natural de los números. 

I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 (3.1) 

y que se pida la probabilidad de que un número elegido al azar 
sea par. Si la ordenación es la natural, indicada en (3.1), parece 
natural decir que la probabilidad es 1/2. Pero si los mismos nú
meros naturales viniesen ordenados en la forma 

I, 3, 2, 5, 7. 4, 9, II. 6. 

de manera que los números pares se vayan intercalando entre ca
da dos números impares, la probabilidad parece natural que sea 
1/3. Análogamente se podrían ordenar los números naturales de 
manera que la probabilidad de que un número sea par tuviera cual
quier valor. 

Esto prueba que para los problemas de probabilidades nume
rables hay que dar la ordenación en que se suponen dados los ca
sos posibles. Una vez dada la ordenación, la probabilidad^seoefi-
ne como el límite de la probabilidad finita correspondiente a tomar 
un número finito de casos posibles y hacer luego crecer/este núinero 
hasta infinito: 

En todos los ejemplos que damos a continuación supondre
mos que la ordenación de los números naturales sea la ordinaria 
(3.1). 

Consideremos un ejemplo más complicado que el anterior. 
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HiJáda la serie natural de los números (3.1), ¿cuál es In probabilidad 
mdé .<l'ie un mimero elegido al azar sea primo? 

i | í Llanníando, c o m o es cos tumbre , it («) al número d e números 
|!p^iÍTios inferiores a //, la probabilidad buscada será , según la de-
¡f'finición dada, 

;• " ( " ) í-x •}\ 

hm -^— . yi-í) 
n _ > 00 " 

Es sabido que este límite vale cero ; por tanto : la probabili-
p |dad d e que un número e legido al azar sea primo es nula. 
K Este e jemplo h a c e aparecer un hecho nuevo que no ocurría 

,^án las probabi l idades finitas y es q u e , en las probabil idades nu-
l'rherables, la probabilidad de un suceso puede ser igual a cero sin 
SíjUe ello signifique que el suceso es impos ib le . En estos casos 
;|/ç6be estudiar el orden infinitesimal d e este cero. P o r ejemplo, en 

*ol caso considerado, se- demuestra que (3-2) t iende a ceto con el 
m • 
iTtiismo orden que I / log /;, es decir, se verifica (') 

Itin - : = 1 . 
n - ^ . OO I " l o g ll¡ 

(3.3) 

Relac ionados con la teoría d e números se encuentran otros 
|,r muchos problemas d e probabil idades numerables cuya solución no 
í e s en general s imple. Nos limitaremos a mencionar algunos como 
I e jemplo . 

I a) La probabilidad de que dos números enteros elegidos al azar 
I resulten primos entre si vnle ójit'. 

Usi demostración es fácil recordando algunos resultados de la 
ieoría de números. En efecto, sea p un número primo ; la proba
bilidad d e que un número e legido al azar resulte divisible por p 

v es I//» y la probabilidad de que dos números e legidos al azar re-
á snl ten ambos divisibles por p será !//>*. Luego la probabilidad d e 
I que los dos números e l eg idos al azar no resulten ambos múltiplos 
í d e p será 1 —1//>'. Por consiguiente la probabilidad buscada será 

i (5) Esle resultado, uno de los más imporlai i les de la leería de números, 
Ï: no es nada fácil de demostrar. Fué ya sospechado por Legendre y 
I después de muchas tentativas por parle de Dirichiet, Tchebychef, Rie-

mann y Gauss, que fueron obteniendo resultados parciales, fué de
mostrado completamente por Hadamard y de la Vallée Poussin, inde-
pendientemente, en 1896. Ver por ejemplo E. L A N D A U , Handtucli der 
Lehre van der Verteilung der Primzahlen Leipzig und Berlín, 1909. 

I 
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"(•-7=) m 
extendido el producto a todos los números primos. Se demues] 
fácilmente {*) que i os i 

~ — V _ 
.,2 n 1-/.-» I: ¡m 

extendida la suma a todos los números, primos y no primos, des^Q 
de 1 a oo . Se sabe además que esta última suma vale n'jf), ¿¿ 
donde resulta el teorema enunciado. 

Análogamente, recordando que (°) 

1 00 1 02S-1 D 

l _ ^ . » » - f „^s (25)1 

donde el primer producto está extendido a todos los números pri- ;'' 
mos y la sumatoria a todos los números enteros y positivos, sien
do Bs los números de Bernoulli, o sea, 

í?! 

Bi = 6 • 
B, '30' 5 , = 42' 

B,= 
30' 

B, 
5_ 
66' 

res^Ha: 
b) Dados 2s números enteros al azar, la probabilidad de que 

ellos no tengan ningún divisor primo común vale 
(25)! 

2="-' Bs Ji'" 

Otros problemas curiosos de probabilidades numerables son: 
c) La probabilidad de que el cociente entero entre dos números 

enteros elegidos al azar sea un número impar vale \os'^Y=Q,'i^(>A. .• 
d) La probabilidad de que en la división de dos números ente

ros elegidos al azar la primera cifra decimal sea un 4 o un $ vale (") 

~ |^6n 1/25-10 y 5 - I 9 j 

yduclion to (4) Ver por ejemplo ü . H. HARDY y E. M. WRIGHT, 
the theory of numbers, Ox fo rd 1938, pág. 245.C 

(5) HARDY-WRIGHT, Loe. cit. pág. 244. 

(6) El problema a) es debido a E. Cesaro (Matbesís, vol . 1, 1881), siendo 
obtenido también más tarde independientemente por ). J. Sylvester 
(Comptes Rendus de la Ac. Sciencesjle-Paris, vol- 96, 1883, pág. 409). 
Los problemas c) y d) son también debidos a Cesaro (Eventualilés 
de la división arithmétique, Annali di Matemática Pura ed Applicala, 
serie 11, tomo Xlll) donde puede verse la demostración, junto con otros 
problemas análogos. 
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IH^mbién numerable)? 

III. PROBABILIDADES GEOMÉTRICAS 

I 4. — Problema &e la aguja Se Buffon. Cuando el conjunto de 
Ipp casos posibles tiene la potencia del continuo , el problema se 

ma de probabilidades continuas o geométricas. En este caso la 
llprpbabilidad se define de manera análoga a como se ha hecho en 
l e í N.° I, con la diferencia de que , como ya no se puede hablar 
;de "número" de casos posibles o favorables, se sustituye el "nú-

i lmeto" por la "medida". 
p-f Se tiene así: Dado tin conjunto de casos posibles P y un conjunto 

kde casos favorables F contenido en él, se llanta probabilidad de que un 
kelemenlo elegido al azar en P pertenezca a F, al cociente entre la me-
fi;4ida de F y la medida de P. 
Mi' ' Esto obliga a definir la medida para cada tipo de conjuntos 
Ir y se comprende, además, que variando lâ  medida adoptada pueda 
<:. variar el valor de la probabilidad. 

ir 

\¡^, El primer problema de probabilidades geométricas es el lla-
I mado "problema de la aguja" de Buffon, publicado por este autor 
I en Su "Essai d'Arithmétique morale" como suplemento de su fa-
I' mosa Historia Natural en 1767. El problema consiste en lo si-
l guíente: Estando dibujadas en un plano un haz de rectas parale-
(• las a distancia d, se arroja al azar sobre el mismo una aguja de 

(7) Esla memoria de Borel se encuenira reproducida y ampliada , como 
ñola V de sus Leçons sur la theorie des fonctions, 3a. ed., Oaulhier» 
Villars, Paris 1928. 

< 
y'-

•"lili 
§̂ /;̂ ;;,No vatnoa a extendernos sobre las probabilidades numerables, 

ïe únicamente hemos mehciónado de paso, como puente de tran-
|cijdñ etíttia las probabilidá<leá finitas y las continuas. Añadiremos 
'^jairienté. que otro tipo de problemas pertenecientes al mismo 

tñ'p'ó^ha sido introducido por E. Borel en su memoria titulada | i | 
Mi9S prababilités dénotnbrdbles et leurs applications arithmétiques" (Rén-

jcpnti Gircolo Matéináfitío di Palermo, vol 27, 1909) (') donde 
.é,/;'encuentran planteados problemas tan atractivos como el si- \M 
|¡ú(1ente; Dada al azar Uiía ecuación algebraica con coeficientes enteros, |i'¡¡, 
7Üál es la probabilidad de que tenga una raíz racional? Este proble

ma equivale a decir: Dado el conjunto de los números algebraicos 
^conjunto numerable), ¿cuál es la probabilidad de que elegido al ¡ i 
i^ar uno dé elloá resulte un número racional (cuyo conjunto es VíJ 

! l l | 

i 
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¿4 
longitud a; s iendo a-<. d, se p ide la probabilidad de que la ag^j 
corte a alguna paralela. ^ 

Se comprende que el número de pos ic iones posibles d«í 
aguja es infinito y aún un infinito d e tre's dimensiones , puestoi< |^ 
para fijar una da ellas hay que d a r , por e j e m p l o , la posiciótíil'èji 
el piano del punto medio de la aguja, o sea las coordenadas'-^^ 

]\ 

del mismo, y el ángulo <p que ella forma con una dirección fij&v 
El número d e pos ic iones favorables en que la aguja corta a algbi^ 
na paralela es también infinito continuo; estamos, por tanto , auw^i 
un problema de probabil idades continuas o geométricas. Vh 

Para resolver el problema hay que hallar la "medida" del coa^l, 
junto d e pos ic iones posibles y la del conlunto d e pos ic iones favo-) 
rabies. Suponiendo que no haya d irecc iones privilegiadas como 
medida se toma en ambos casos la integral triple fffdxdyd<p tií- i 
tendida respect ivamente a todos los valores posibles d e x, y </> en 
el plano y a todos los valores para los cuales la aguja queda en 
posic ión en que corta a alguna, paralela. El resultado es que la 
probabilidad buscada vale (^) 

p = - . (4.1) 

Lo más curioso d e este resultado e s que, inversamente, si se 
c o n o c e p, se puede deducir el valor de it. Pero p, por el teorema 
de Bernoulli, se puede obtener con tanta aproximación como se 
desee procediendo experimentalmente, es dec ir , arrojando al azar 
n veces una aguja sobre un plano dividido por un haz de rectas 
paralelas y viendo el número m d e v e c e s en que ella corta alguna 
paralela. El coc i en te m¡n, que es la probabil idad experimental o 
frecuencia , sabemos que al tomar n suf icientemente grande , se 
acercará a p en tanto como se quiera con una probabilidad ten
diendo a uno. Midiendo d y a y realizando la experiencia un nú
mero n creciente de veces , se t iene un método para obtener el 
número it al azar. 

La experiencia se ha repetido varias veces y s iempre, como 
no podia ser de otra manera, s e han obtenido resultados concor
dantes con la teoría (^). 

\NUOVO, (8) La demostración se puede ver, por ejemplo, en G. 
Calcólo delle Probabilitá, 1919, pág. 146. 

(9) Se puede ver una resefla de los mismos en el librorxilado de CAS-
TELNUOVO, pág. 148. 

í:' 
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\ Más adelante, N.° 10, veremos otros métodos para obtener el 

.mero;^ al azar. 

;|7 5.-^ La parádoia &e Bertrán!». Después del primer problema de ¡|| | 
ffon,-lo8 ejérhplos de problemas de' probabilidades geométricas ii!| 
)'rhultiplicaron, aumentado su complejidad. Fué entonces cuan- ' 
'''se vio lá necesidad de aclarar un poco más los principios que 
I servían de fundamentos. 'i';l,!i 

El hecho es común a todas las teorías matemáticas y tal vez i; 
todas las ramas de la Ciencia. En sus principios las teorías na- \\.JS 
n y progresan a base de ideas intuitivas, lógicamente poco pre
das, pero que constituyen la única manera de poder avanzar en-
r las malezas de un terreno virgen. Es únicamente más tarde, 
ando el edificio tiene ya cierta corpulencia, que tiene lugar la 
vrisión de los fundamentos, procurando asegurar los principios 
sicos con la rigidez y seguridad de una construcción axiomáti-

o de unas definiciones bien precisas. Esto ha ocurrido, por 
implo , en la teoría de las series infinitas: mucho tiempo se 
eró con ellas y fueron utilizadas en el Análisis, sin que tuviera 
;ar el estudio indispensable de sus condiciones de convergen-
\. Se ha operado igualmente desde la antigüedad con los núme-
s irracionales y hasta el siglo pasado , con Cantor y Dedekind, 
I fueron fundamentados lógicamente. 

Ello es debido a que en los comienzos se opera con los elé-
entos más simples de las teorías, con los cuales, por su claridad, 
intuición suple al razonamiento lógico. Pero al ir ensanchando 
dominio de acción se llega a los elementos "raros", a los ca-

8 "patológicos", los cuales, sin unos principios bien fundamen-
dos se prestan a originar paradojas. 

Este fenómeno natural ha ocurrido también en las probabilida-
;s geométricas. Durante mucho tiempo se estudiaban y resolvían 
oblemas , dando la solución correcta y acorde a lo que todos 
s matemáticos "sobreentendían", sin que hubiera sido explicita-
ente formulado. Y de esta rhanera, al ir resolviendo problemas 
trticulares cada vez más complicados, se llegó bien pronto a la 
tradoja. Fué la llamada paradoja de Bertrand, bien conocida, pero 
le vamos a recordar rápidamente . 

Se trata de hallar la probabilidad de que una cuerda de un círcu-
. trazada al azar, resulte mayor que el lado del triángulo equiláte-
I inscrito. Bertrand da tres soluciones distintas de este problema: 
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a) Sea a el lado del triángulo equilátero insctito en él cé^'^'l 
culo dado. Fijado un extretno A de la cuerda arbitraria, parà '̂l̂ jï̂ pfí;} 
su longitud sea mayor qije . ft , . el otro extremo debe caer .enf'^&V 
arco subtendido por el la4o opuesto á A del triángulo equiláte)^^'^ 
; : ._ J - _ . , . . í . . :_^. A >•_ _ . . _ : \i .' '\' TJW'» inscrito uno de cuyos vértic^fi sea A. Como este arco es la tercéí^U 
ra parte d e la circunferencia tota l , resulta que la probabilidaSI.V' 
buscada vale 1/3. AMÍÍ'À 

b ) - • - - - • - « « • « 

punto m 

debe caer en el interior <̂ l̂ círculo concéntr ico al dado y de ri|«* 4\ 
dio mitad. Como el áre^ (Je es té círculo es . igual a I /4 de la dcírii 
círculo dado, la razón çntre las medidas de los casos favorablevXvl 
y posibles es I /4. 

c) Como la direccióii de la cuerda es cualquiera, por simcK .; 
tría, s e puede considerar fijada de antemano. Consideremos entopr'' 
ees el diámetro perpendicular a esta dirección. Para que la cuer- ' 
da sea mayor que a, ejl? debe cortar a éste diámetro a una dis
tancia del centro menor quç la mitad del racjio. Por tanto, si co
mo medida de los c^so.9 favorables y posibles se toma la longitud 
que llenan los puntos correspondientes d e dicho diámetro perpen
dicular, la probabilidad reaulta igual a I /2 ('°). 

La explicación d e esttv paradoja es inmediata. Los casos con
siderados responden a maneras diferentes dé "dar una cuerda ar
bitraria". Según la manera como esta cuerda sea dada la probabi
lidad toma uno u otro valor. Experimentalmente se puede com
probar que realizando la prueba mediante dispositivos que corres
pondan a las tres maneras a), b), c) indicadas para fijar la cuer
da, el valor de la probabilidad que se obt iene concuerda, en ca-, 
da caso, con el obtenido teóricamente. 

IV. LA GEOMETRÍA INTEGRAL 

6. —' Origen. La manera d e evitar paradojas como la de Ber-
tránd, debe consistir en aclarar bien d e s d e un principio que "me
dida" se d e b e tomar en cada caso para los e lementos del conjun
to d a d o , para poder aplicar la definición de probabilidad como 
cociente de las medidas de los conjuntos de ca^os favprablss y 
posibles . 

(10) La paradoja de Berlrand puede verse con más delalla en R. DELTHEIL, 

Probabiliiés Geomètriques, Paris, Gaulhier-Vi l larsJ 1926, pág. 7. 
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Puesto que, en general , las probabilidades geométricas tratan 
d e coiijuntos de e lementos geométricos , hay que empezar por de
finir la medida de ' e s to s conjuntos. Es preciso, por tanto , definir 
la medida de conjuntos de puntos, rec tas , planos y, más general
mente, conjuntos d e (¡guras congruentes cualesquiera. 

El criterio que se tomó para definir estas medidas fué que 
ellas deben ser invariantes por los movimientos del espacio. Es decir, ini,| 

trasladando en b l o q u e , sin deformación , todo el conjunto de un ' | l | 
I''lligar a otro del espacio , la medida no debe variar. \% 

Con este criterio se estudiaron las medidas d e conjuntos de 
puntos y rectas en el plano y los conjuntos de puntos, rectas y 
planos del espacio ordinario de 3 d imens iones ('^), con lo cual ya 
se pÁidierbn resolver todos los problemas de probabil idades geo-

V métricas en los que intervienen es tos e lementos . 
v Faltaba hallar, como general ización, las medidas para conjun-

I 

(11) Este estudio se puede ver, por ejemplo, en la obra citada de DELTHEIL. 

(12) W. BLASCHKE, Integralgeometrie I, Ermittelung der Dichten für 
lineare Unterráume im En, Aciua\\[és scienlifiques el Industrielles, 
Hermann et Cié., N.° 252, Parts 1935. 

(13) La obra de Geometría Integral que reúne gran parte de los trabajos 
publicados hasta la fecha de su publicación es W. 5LASCHKE, Vorle-
sungen über Integralgeometrie, yo\. I y II, Hamburger Mathematische 
Einzclschriften, 1936-1937. 

'̂  tos d e rectas, p lanos y en general variedades l ineales cualesquiera 
Y del espacio eucl idiano de n d i m e n s i o n e s . Esto fué h e c h o por 
"I Blaschke en el primer trabajo en el que introdujo el nombre de 

í | Geometría Integral ( ' ') . En lo qu« d e s d e entonces s e ha l lamado 
If Geometría Integral ha jugado también un papel preponderante la 

medida de conjuntos d e figuras congruentes cualesquiera , o me
dida cinemática, de la que hablaremos más adelante i}^). 

I ' 7. — Medida de conjuntos de puntos y rectas. Si se trata de 
I conjuntos de puntos sobre una rec ta , la medida correspondiente i ; 

I es la misma que se define en la teoría de conjuntos. Por ejem-
I pío, la medida del conjunto de puntos pertenecientes a un seg-
I mento es igual a la longitud del mismo. Por tanto: dados d o s seg-
I mentos, uno interior al otro, la probabilidad de que un punto ele-
l g ido al azar sobre el mayor pertenezca también al menor, es igual 

al cociente entre las longitudes de ambos segmentos . 
Sin ninguna dificultad se pasa a los conjuntos de puntos del 



•>m 

• • •N ' í 

I 
102 Boletín de la Facultad de Ingeah 

plano o , en g e n e r a l , de un espacio de cualquier número de^c 
mens iones . Si C es, por ejemplo', un conjunto de puntos del p̂ kjír'̂ '̂  
nò yC{ otro conjunto conten ido en él , la probabilidad de'que/uui^S 
punto e legido al azar en C pertenezca tatnbién C, es igual al \pk^J^ 
ciehte entre <el'área d e C| y el área de C . Se deduce de taqufi^ , ,( • 
I.° Q u e la probabilidad e s s iempre igual o menor que la unidaíià'í'jt',] 
2° que ni la probabil idad cero significa imposibil idad, ni la proilCW^J 
babilidad uno significa certeza absoluta. En efecto , si el conjuntoíOjái 
^ . - í j - 1 1 » j í % n i 
C| esta tormado, por e jemplo , por los puntos de una curva con-/if^),i 
tenida en C, la probabil idad anterior e s cero y sin embargo es P0r4n l'l 
sible que el punto e leg ido pertenezca á C,. Aff- l\ 

Al pasar a conjuntos d e rectas del plano, la cuest ión presen-<í' i>l 
ta mayor novedad. Supongamos en el plano dado unos ejes coor
d e n a d o s X, y y una recta G cualquiera. Para determinar la recta 
G, s e puede dar su distancia p al origen de coordenadas y el án
gulo u que la normal a la recta forma con el eje x. Los valores 
p, a. son , pues , las coordenadas que fijan la pos ic ión d e la recta. 
D a d o un conjunto d e rectas, se define entonces como medida del 
mismo a la integral ¡f dp <ht extendida a todas las rectas del con- '. 
junto. Para abreviar es costumbre poner 

,¡G — dpda IJ.\) 

y l lamar a la expresión diferencial dG densidad para conjuntos de 
rectas. 

Se demustra que, salvo un factor constante, la medida así de
finida es la única que cumple la propiedad mencionada d e ser in
variante por movimientos del p lano . Si por ejemplo se tomaran 
para fijar la posición de G los valores d e la abscisa t de su pun
to d e intersección con el eje x y e\ ángulo V que ella forma con 
el mismo eje y se. tomara como medida la integral Jfdtdip, esta 
medida tendría el inconveniente de no ser invariante por movi
mientos, es decir, dependería de la posic ión particular d e los ejes 
coordenados e legidos. 

La primera apl icación de la medida d e conjuntos de rectas 
se remonta ya a Cauchy ('''), quien obtuvo el s iguiente notable re
sultado : 

(14) A. CAUCHY, Méinoire sur la recUfication des courbes ct^^^ua-
drature des surfaces courbes. Mémoircs de l'Academie defe Sciem; 
I. XXII, pág. 3, Paris 1850 (Oeuvres completes, serle I, I. Il,\pág. 167, 
París 1908). 
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Sea K una curva- cualquiera del plano de longitud finita L. 

iendo G una recta variable del mismo plano, llamamos n al nú-

lero de puntos comunes que ella tiene en cada posición con K. 

aturalmente » es una (unción de las coordinadas p, a que fijan 

Vale entonces la fórmula integral 

JndG=2L (7.2) 

ande la integración se puede considerar extendida a todo el pla-

o, siendo H ̂ =0 para las rectas G que no cortan a K. 

En particular, si K es una curva convexa, es siempre n =2, 

rescindiendo de las rectas tangentes que no influyen en la inte-

:al (7.2) por formar un conjunto de medida cero, y resulta : La 

edida del conjunto de ¡as i ccUis que cortan a una figura plana con-

xa es igual a la longitud de la misma. 

Como aplicación de este resultado a un problema de proba-

lidades geométricas se tiene: Dadas dos curvas convexas, la pri-

era contenida en la segunda, la probabilidad de que una recta 

bitraria que corta a la mayor, corte también a la menor, es igual 

cociente entre las longitudes de ambas. 

8. Conjuntos &e ban&as paralelas.— La parte de plano limita-

i por dos rectas paralelas a distancia A la llamaremos "banda 

iralela" de anchura A y la representaremos por B. La posición 

una de estas bandas queda determinada fijando, por ejemplo, 

paralela media; por tanto como medida de un conjunto de 

indas paralelas se tomará la integral de la misma expresión (7.1) 

le ahora representaremos por 

dB — dpda (8.1) 

en entendido que p, n son las coordenadas de la paralela media 

! la banda B. Según esto, la madida del conjunto de bandas pa-

lelas de anchura A que tienen algún punto común con una cur-

plana convexa K , será igual a la medida de las rectas que cor-

n a la curva convexa paralela exterior a K a distancia A/2, o 

a, igual a la longitud de esta última curva que es fácil calcular 

le L-|-3i:A. Por tanto: La medida del conjunto de bandas paralelas 

anchura A que cortan tina curva conexa K de longitud L es L+n:A. 

De aquí: dadas dos curvas convexas K y Ki, la primera inte. 

>r a la segunda, la probabilidad de que una banda paralela do 
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anchura A dada al azar de manera que corte a A'i, corte tambiMí '' 
a K, es igual a 

/ , ,+i tA 

- _ ffdB, dBjdB^ 
f f dB¡ dB^ dBa 

• dBn 
. dBn 

(8.3) 

donde los dBi t ienen los s ignif icados (8.1) correspondientes a ca
da banda y las integraciones están extendidas a todas las posicio
nes posibles de las bandas en las que ellas cortan a K- La. inte
gral del dominador de (8.3) vale (Z. + it A ) " , puesto que las « 
bandas se suponen trazadaá independientemente . Para calcular 
la integral del numerador , consideremos la integral múltiple 

- . J=f dP dBi dB¡ . . .dBn 

(15) Para la demostración, asi como para otros varios problemas referenles 
a bandas paralelas, ver L. A. SANTALO, Qeowetria Integral 7, Nue
vas aplicacionesdel concepto de medida cinemática en 

. en $1, espacio. Revista de la Academia de Ciencias de Ma/ 

que para A =: O coincide con el cociente de las longitudes de,y|fe;||£ 
y Ki como debía ser. Àvfr'^nll 

Otro ejemplo, que sólo vamos a enunciar es el siguiente (");tjl 
Dada una curva convexa K de área F y longitud L y trazandoV • 

al asar dos bandas paralelas d^' anchuras respectivas A¡ y A^ denta-''', 
ñera que corten a K, la probalilidad de que ellas resulten ion algún 
punto común interior a K vale 

2 J l F - | - ; t ¿ ( A , + A8) + JI" Al A3 
(£. + :t"A,)(¿+it A J 

La definición de medida de conjuntos de bandas paralelas de 
la misma anchura A , permite también calcular ciertos "valores 
medios". Supongamos, por ejemplo, el siguiente problema: Dada 
tina curva convexa K de área F y longitud L, se trasan al azar sobre 
ella n bandas paralelas de • anchura A ; se pide el valor medio del 
área de K que queda sin cubrir. 

Si / es el área de la parte de K que queda sin cubrir para 
una posición particular de las ll bandas paralelas,' el valor medio 
buscado, por definición, es 
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siendo dP = dx dy el elemento de área correspondiente al punto 
P {x, y) a[ qî ç ye impone la condición de pertenecer a K y ser 
exterior a todaj i^s bandas Bi . Para calcular la integral / , se pue
de proceder dp 4°? ipaneras. Primeramente si se fijan las H ban
das, P puedç vap^r por toda el área / interior a R y exterior a 
las bandas y p o | Unto / es igual a la integral que figura en el 
numerador de (9.3). En segundo lugar, si primero se fija P, ca
da banda Bi po^rá variar entre todas las posiciones en que corta 
a K (de medida Z. -f- t A) menos aquellas en que contiene a P 
(de medida t A ) y por tanto / vale también L" fdP^^ L" F. 

En definitiva se tiene que el valor medio buscado vale 

^=^Í/:¿A) (8.4) 

Supongamos ahora que el número de bandas tiende a infinito^ 
al mismo tiempo que su anchura tiende a cero, conservando en 
conjunto la misma anchura total constante D, es decir, de manera 
que sea 

iiA:=: constaiile = D. 

El valor límite de / será 

lim f • 
..—>: oo 

: F lim 
«r-5QO 

Y^F. 
D 

(8.5) 

(8.6) 

Este es, por tanto, el valor limite del valor medio del área de 
la parte de K que queda sin manchar cuando se trazan sobre ella 
« pinceladas al azar cuya anchura tiende a cero al crecer n se
gún la ley (8.5). 

9. MeòiOa cinemática, — Después de los conjuntos de puntos, 
rectas y bandas paralelas, quedan por estudiar en el plano los 
conjuntos de figuras congruentes cualesquiera. 

La posición de la figura cualquiera K del plano, indeforma
ble, queda terminada fijando uno de sus puntos O y el valor de 
un ángulo a alrededor de este punto. Si x,y son las coordenadas 
de O en un sistema cartesiano rectangular, como medida de un 
conjunto de posiciones de una misma figura K o, lo que es lo mis
mo, como medida de un conjunto de figuras congruentes con K, 
se toma la integal triple fffdx dy dOL extendida a todos los valores 
de X, y, c( que corresponden a figuras K del conjunto. Obsérvese 

m 

m 
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(16) H. POIN [alcul des Probabilités, Paris 1912, cap. Vil. 

'11 

que esta medida fué la que se tomó para resolver el probleiriW^dltt 
la aguja d e Buffon, en cuyo caso la figura K era la aguja P é n 

abreviar se suele poner ''''H'k' ' Ï 
dK — dxdyda (9 . i |ki j i 

y a esta expresión diferencial dK se le llama densidad ctnemattcai^)iW·( 
A la medida correspondiente se le llama "medida cinemática" yi.Jiïv], 
fué introducida por Poincaré ('^) pero la idea no fué plenamente /Mv'|¡ 
desarrollada hasta los primeros trabajos de Geometr ía Integral. ' . ! ' fij 

Como apl icación d e la madida c inemática s e kan obtenido 
dos fórmulas fundamentales: 

l.° Sea K{ una figura convexa de área Fi y longitud Lj . Sea 
K otra figura convexa móvil de área F y longitud L. Se quiere 
medir el conjunto de todas las pos i c iones d e la figura K en las 
que tiene algún punto común con Ki. Se demuestra que dicha 
medida vale 

fdK = 2K{F+Fi) + LLi. (9.2) 
A'./Tí =1=0 

Es decir, se obtiene el resultado notable de que dicha medi
da d e p e n d e únicamente del área y d e la longitud d e las dos fi
guras convexas . 

Un caso particular d e (9.2) es aquel en que K es un círculo 
d e radio r. Entonces se puede tomar como punto x,y que sirve 
para fijar su posic ión, el centro del circulo; para cada posic ión de 
K en que corte a Ki el ángulo « puede variar entre O y 2it y por 
tanto ( 9 . 2 ) , poniendo Z, = 2Jt r , F=nr' y dividiendo por 2Jt 
queda 

fdxdy = Fi + Ur + 7trK (9.3) 

que es una fórmula bien conocida que da el afea limitada por la 
curva paralela exterior a Ki a distancia r. 

Hay que observar que ya no es fácil, ni posiblemente se pue
da, dar una fórmula que exprese la medida de las posic iones de 
K en las que es completamente interior a Ki. Únicamente dicha 
fórmula es fácil de obtener cuando el radio d e curvatura del con
torno d e K es en todo punto inferior al menor de los radios d e 
curvatura d e Ki ; en este caso la medida d e las pos ic iones de K 
en las cuales es completamente interior a Ki vale In (F-\-Fi)—LLi. 

11 
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2' Sea ahora Ki una curva fija, abierta o cerrada, de lon'gí-
id ¿ i y'/f otra curva móvil sin deformación, de longitud L. En 
ida posición de K, sea n el número de puntos que esta curva 
ene comunes con Ki; evidentemente n es una función de las va-
ables X, y. O- que fijan la posición de K. Se demuestra entonces 

llamada "fórmula de Poincaré" que generaliza la (7.2) y se ex-
resa 

fn dK = 4L Lí (9.4) 

La demostración de las fórmulas (9.2) y (9.4) puede verse en 
obra citada en la nota (") o bien en L. A. Santaló, Geometría 

terral 4, Sobre la medida cinemática en el plano ( Abhandiungen 
3 dem Mathematischen Seminar der f-Iamburgische Universitílt, 
I. 11. 1936). 

La fórmula (9.2) se ha generalizado al espacio y también a fi-
iras no convexas. Ver, para ello, la obra de Blaschke citada en 
nota ("). 

10. Algunos métodos para la determinación por el azar del 
mero ^. — I. De la fórmula (9.4) se pueden deducir algunas ma
tas, generalizaciones del problema de la aguja de Buffon, para 
tener el número 3t al azar. 

Supongamos una curva fija de longitud L contenida en una 
jión del plano de área F. Si sobre esta región se arroja al azar 
a curva de longitud /, el valor medio del número de puntos de 
ersección de la curva arrojada con la curva fija, será 

SdK 
4LI _ 

In F' 
ILl 
:iF 

(lO.I) 

Para la realización práctica de la experiencia conviene con-
erar todo el plano dividido en regiones de área F congruentes 
iuponer en cada una de ellas una curva de longitud Z,. Enton-
I se puede arrojar la curva de longitud / completamente al azar 
:onsiderar el número de sus puntos de intersección con las cur-
I fijas. El valor medio de este número estará dado por (lO.I). 

Tomemos, por ejemplo, el plano cuadriculado como indica la 
. 1. Si el lado de los cuadrados vale a, se puede suponer que 
:ada uno le pertenecen dos lados contiguos por cuya repetición 
forma todo el cuadriculado; por tanto será Z, = 2rt y F= a^. 
rojando al azar sobre el plano un hilo o un alambre (abierto o 
'rado, deformable o indeformable, puesto que solo interesa la 
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longitud) d e longitud / el valor medio del número d e puntos i«]¡̂  

intersección del mismo con las rectas que forman el cuadriculado 
aorá / W 

- _ 4 al 4_/ 
Ka 

m 
3.1 

Por tanto, arrojando al azar sobre el plano cuadriculado d é l a '"f< f) 
fig. 1, un hilo o segmento de longitud / uh número Â  de vece i 
y anotando cada vez el número tu d e puntos de intersección, se 
tiene, al crecer N, 

4"' -^- -' ''• ('0 3) 

: 

En particular, si / = al4 , s e t iene 

N .. 

2 « , 
(10.4) 

Si se trata d e un segmento recti l íneo tal que l ^ a , solamen
te puede ser «i = O, I, 2, pero las fórmulas (10,3) y (10.4) son 

válidas aunque se trate de 
un hilo flexible de longitud 
constante / y entonces m 

p u e d e tomar valores más 
grandes. 

II. Supongamos ahora 
v^puntos¡¿fiios del plano y 
una figura K móvil de área 
F. Llamando 7J al número 
d e los puntos fijos consi
derados que en cada posi
c ión d e K son interiores a 

^ esta figura, se demuestra 
fáci lmente que 

lndK=2nFy ( 1 0 5 ) Fig. 1 

extendida la integración a todas las pos ic iones d e K, puesto que 
cuando esta figura no cont iene ningún punto QS » = O • 

Por tanto , considerando el plano dividido en regiones con
gruentes d e área Fi y en cada una d e ellas un número constante 

4 
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•^ 'de puntos, al arrojar al azar sobre el plano la figura K, el valor 
ímedio del número de puntos que cubre vale (") 

n = -=- (10.6) 

Supongamos, por ejemplo, el mismo cuadriculado de la fig. 1; 
para cada cuadrado puede considerarse que le pertenece uno de ios 

vértices, los cuales en to-
o o o o o o o - i i ' 

tal constituyen todos los 
vértices del cuadriculado de 

°' ° ° o o o o 1̂  fjg^ 2 En este caso "será 
7?, =r a', V = 1. Por tanto, 

o o o o o o o arrojando sobre el plano 
de la fig. 2 una figura K 

o o o o o o o de área F al azar, el valor 

medio del número de vér-

o o o o o o o t'*-^^ ^^^ cuadriculado que 
son cubiertos por la misma 
vale 

. 0 o. . - _ p : 
" = 4 - - (>Q.7) 

a 

o . 

Fig. 2 

Por ejemplo, si K es un círculo de radio a es F = Jta^ y por 
tanto arrojando sobre el plano de la fig. 2 un círculo de radio a 
un número A'̂  de veces y anotando cada vez el número de puntos 
m que quedan cubiertos, se tiene 

N 

_ j 

N 
(108) 

ji. 

11. Observación sobre la realización práctica de las experien
cias anteriores. — Si se quiere comprobar prácticamente los pro
cedimientos anteriores para la determinación por el azar del nú
mero ^, es útil acudir al cálculo de probabilidades para', que nos 
dé el número de experiencias a realizar para obtener, con una pro-

(17) La demoslración es simple. Se puede ver en L. A. Santaló, Geometría 
Integral 31, Sobre va/ores medios y probabilidades geométricas, 
Abhandiungen aus dem Mathem. Seminar der Hamburgische Univer
sitat, vol . 13, 1940. 
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babilidad determinada, el valor medio teórico con un error men'ot 
que un cierto número. ^ ¿y" 

Para ello recuérdese que si la probabilidad teórica de un BU>< 'IV 
ceso es p y representamos por pcx al valor de la misma obtenido èii) lÀ' 
perimentalmente al dividir el número de casos favorables obteni|^ « V 
dos en la realización práctica por el número total de c a s o s , sei'l^ K 
verifica 

, P — Pe.v I < 6 
con una probabilidad 

(M \Yk 

ndo k M Ipq' 

]/jr y g 
dx (112) 

Â  el número de experiencias realizadas (que 

se supone bastante grande) y q = 1 — p -

Apl iquemos es to a cualquiera d e las experiencias del tipo I 
fórmula (10.2) . Al arrojar la l ínea d e que s e trate sobre la red 
cuadriculada del plano, podrán resultar diversos puntos de intersec
ción cuyo número representaremos por í'i, / j , /j im . Sea />,• la 

probabilidad teórica de quefse obtengan precisamente ir puntos 

de intersección. Por definición de valor medio experimental iiex y 

teórico n, es 

llex = ^ ir Pr.rx i V = 2^ ir pr ( I I . 3 ) 
II 

s iendo pr,rx la probabilidad experimental de obtener exactamente 
ir puntos de intersección. Según un teorema clásico del cálculo 
de probabilidades ('^) d e (11-2) y ( 1 1 3 ) se deduce que será 

}lcx • « I < 6 
con una probabilidad 

A'' 

e 

kr 

K' X^ 
dx 

\l \ 2 
N 
prQr 

(114) 

(11.5) 

(11.6) 

(18) Ver úor ejemplo BOREL, Théorie des Probabilités, Paris 1924. pág. 
130/o bien CZUBER, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1908, pág. 260. 
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I Haciendo el cambio de variables Kx=^t, lesulta por valor de 
probabilidad (11.3) de que se cumpla (11.4) 

P>_JL / e dt (11.7) 

ndo, segdn (I 1.6), 
nJ o 

.y l^Prqri^ 

ion —r= I e 
fx - t' 

Dado P, en unas tablas dé la función -j= l e dt ae doler

ía A' y bastará entonces realizar un número de experiencias 

N >_2K* 2 Pr qr ÍK (11.8) 
»• 

ra que se cumpla (I 1.4) con la probabilidad P. 
La dificultad está en que no se conocen en general los valo-

de las probabilidades pr • Un límite seguro, aunque general-
nte excesivo, se obtiene observando que siendo />>•-+-ir = 1 , es 
?r ̂  I /4 y por tanto 2 pr q,- «V ^ I /4 .2 «*,- ; luego bastará tomar^ 

N^\-K''^iK (11.9) 

tato que si se cumple (I 1.9) con mayo,r razón se cumplirá (I 1.8). 
Se tiene pues que: Para obtener 

I "ex—" I < e 

una probabilidad mayor o igual que P, basta realizar un número 
experiencias tal que se cumpla (\\.9) donde K se determinará por 
wndición (\ \J). 

El mismo razonamiento vale para el caso II; entonces iV re-
sentan los números de puntos que pueden ser cubiertos por la 
ira de área F al arrojarla sobre el plano. 

Ejemplo. Sea el procedimiento de II. fórmula (10.8). Los ca-
posibles son ú = 2, í¡¡ = 3, Í3 = 4. Por tanto 2 i*r = 29 . Si 

quiere obtener con una probabilidad de un 90 °/. el valor de 
on un error menor de una centésima habrá que buscar en una 
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da 

tabla ('») el valor de ^K q u e h a c e en (11.7) P = 0.9. Se obl i tpe "*' 

eA: = 1.163. Como se qu ie re q u e 8 _ < 0 . 0 i . será / í > ^ II 6.3 y ( j | / 9 J ^ 

196 123. | , { ! ' ?1 

m 
Este n ú m e r o es e x t r a o r d i n a r i a m e n t e g r a n d e . Resu l ta bastantaiü' 

m e n o r si solo se p ide que el error relativo sea m e n o r que 0.011' 

o sea. q u e 
1 

A ' > _ y ( I I6 .3)» . 29 

— 1 
' ^ l O O 

Para ello subs is te ei m i smo ca lcu lo an te r ior , con solo sustituir 

d o n d e d ice £ el valor 6,T . Con ello será /< '>_ ! 16 .3 : re = : 37^01 y 

bas t a r á h a c e r un número A' d e expe r i enc i a s tal que 

A ' > , y (37 .01) ' . 2 9 = 19 8 6 1 . 

12. Un p r o b l e m a p a r a r e s o l v e r . — Re lac ionado con el conjun

to d e t o d o s los p u n t o s del p l a n o d e c o o r d e n a d a s en te ras ( positi

vas o negat ivas) , o sea, con la red d e p u n t o s d e la fig. 2 para el 

caso , que s iempre se p u e d e s u p o n e r , d e ser (7 = 1. en 1939 propu

s imos el s iguiente p rob lema ( '"): 

Hnllar la figura de área mínima tal que en toda posición conten

ga por lo menos un p,unto de la red formada por todos los puntos de 

coordenadas enteras del plano. 

E n el t rabajo c i t ado i n s i n u á b a m o s q u e la so luc ión p o d r í a ser 

el c í rculo d e d iámet ro i/y . d e á r ea \ ¡2 ^. Más t a r d e hemos vis

to q u e el r ec t ángu lo de b a s e 1 y al tura ^•¿ , cuya área es menor 

que la d e d i c h o c í rculo , t a m b i é n goza de la p r o p i e d a d d e conte

ner en cua lquier pos ic ión por lo m e n o s un p u n t o d e la red. To

davía se p u e d e n recor tar los vé r t i ces d e d i c h o r ec t ángu lo , d e m a ' 

ñe ra que su á rea d isminuya c o n s e r v a n d o la p r o p i e d a d menc iona 

da . Q u e d a por tan to p e n d i e n t e el p r o b l e m a m e n c i o n a d o . 

(19) P o \ ejemplo, bOREL, loe. cit. pág. 52; CZUBER, loe. cit. pág. 38o. 

(20) L./A. SANTALÓ, Geometria Integral de figuras ilimitadas, Publica-
aciones del Inslilulo de Malemálica, Rosario, Vol. I, N." 2, pág. 54. 
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Relacionado con este problema, Hadwiger (") ha demostrado 
le cualquier conjunto cerrado de área unidad puede siempre co-
carse de manera que no contenga ningún punto de la red. La 
^ura buscada debe, por tanto, tener área mayor qué uno y mtt-
or que ^2 . 

I) H. HADWIOER, Bemerl.ungen íiber Oitter iind Volumen, Malheinalica, 
vol. XVIll, 1942. 


