UNA DEMOSTRACION |
DE LA PROPIEDAD ISOPERIMETRICA DEL CIRCULO

POR

L. A. SANTALO

————

BESUMEN: Una mueva demostracién de la propiedad isoperimétrica del efireulo,
en el plano y sobre la esfera, deducida de una férmula de Crofton de la
teoria de Probabilidades geométricas y de otra férmula de Geometria integral.

Sea en el plano una figura convexa K de area F y perimetro L.

Llamando v al &ngulo bajo el cual se ve esta figura desde un punto
exterior P(§,7), o sea, el Angulo que forman las dos rectas de apo-
yo (1) trazadas por este punto (fig. 1), tiene lugar la siguiente f6rmula
integral de Crofton (%):

/(w—senm)d&dn=—;—L2——q:F [1]
extendida la integracién a todo punto .exterior a la figura K.
B
m P(go?)
A 3
Fia. 1.

Por otra parte, sea en el mismo plano anterior otra figura K,
congruente con K pero de posicién variable. Su posicibn quedars

(%) Se llama recta de apoyo & toda recta que tiene por lo menos un punto comén
con la figura convexa y la deja toda a un mismo lado. Coincide con la tangente
cuando éste existe.

(%) Esta férmula se puede ver, por ej., en: Encyclopedie des Sciences mathémati-
ques. Edition francaise. Calcul des probabilités. T. I, vol. 4, pig. 26. También en
DevrHEIL: Probabilités géométriques, Parfs, 1926, y en BrascekE: Vorl. uber Inde-
gralgeometrie, erstes Heft, pag. 18. ‘ :
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determinada fijando uno de sus puntos O;(z,y) y un giro & alrede-

_.dor de este punto. Entonces se verifica que la integral [dz dy da

extendida a todas las posiciones en que K; tiene algn punto comin
con K, es independiente de la posiciéon del punto O, (invariablemente

_unido a Kj) y vale (})):

' M=/d:cdyda=4-nF+L’ [2]

El objeto de esta nota es ver cémo de [1] y [2] se puede deducir
la desigualdad isoperimétrica fundamental del circulo, o sea que
L?2 4z F, siendo la igualdad s6lo valida para el circulo.

_En 3 exponemos brevemente c6mo la misma demostracién sirve
para establecer la desigualdad isoperimétrica para figuras esféricas.

1. DESIGUALDAD ISOPERIMETRICA. — La posicibn de K; puede
también determinarse a partir de la posicién fija de K, por el centro
P(&,m) y el angulo < de la rotacién que lleva una figura sobre la
otra (fig. 2). Las coordenadas z, y de Oi en funci6n de las &, 7 del
centro de rotaciéon son '

z=(1—cost)E+sent.n
y=—sent.§5 + (1—cost)y
a=-<

fle donde
M=fdzdyda=4/sen”—;—d5dnd¢ B

(3) Ver Brascukn: Vorl. tber Integralgeometrie I, pig. 30.
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»;-'E‘Veamos,“’de;fintegrar"esta, segunda infegral a todas las posiciones
en-fiue -K; tiene algin punto comin ¢on K. Cuando P (&, y) sea inte-

rior a K, el 4ngulo © puede variar de 0 a 2 =, luego una pnme::a, parte
de esta mtegral es

.- 2% . . .
/d&~dn.4fsen’2%d.r 4 F 4]
0

P<K
2x .
senz—d‘r =x
0 2

- Para P exterior a K, Hamando 8; y 8;: a2 los angulos que puede

puesto que

' Fre, 8,

girar P O hasta que K; deja de’cortar a K (fig. 3), es

b
‘/sen2i dr = ﬁ——sen b cos — By
o 2 2 2 2
5 :
/sen2 dr = B——sen—ﬁ—c &
0 2 2.2 2
cuya suma vale:

B+ B2 — sen B+ B2 oS Br— @2
2 2

5 (5]

Se observa que si se hace girar, con centro P, el conjunto de las
dos figuras K y K tal como estén en la fig. 3 hasta que K, se.super-
ponga con K, P O, se superpondri con- PO y PO con P0’1, es

decir (31 @e.
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_Con esto, llamando B+ B = o la integral M quedars, sumando

-el valor [4] correspondiente & las posiciones en que P es interior,
con [5] correspondiente a P exterior:

M= 47:F+4[(—§-—sen—;;)d5dni

Comparando con [2], queda: ’
P P L -
— —sen—}dédy = — 6
] ( > 2) 3 n = (6]
PLK \

Esto, por sf solo, representa una férmula integral curiosa. Repi-

tamos: ¢ representa el angulo que puede girar con centro P(&,1) -

la figura K conservando punto comdn con su posicién primitiva;

la integracién extendida a todos los puntos exteriores a K.
Siendo el angulo w que figura en la férmula de Crofton [1] el

formado por las dos rectas de apoyo que pasan por P, es

wzL [71

2

donde la igualdad vale solamente cuando las longitudes PA y P B
de las dos rectas de apoyo son iguales. De aqui

wfsenmz—g—sen—q’- " (8]
2 2

y bor tanto, integrando a todo punto exterior a K, y teniendo en
cuenta los valores [1] y [6] de estas integrales, se deduce

—1-L2'*WF z-l—L"
2 4

de donde
I224x F (9]

2. Unicipap (Y). — Hay que ver en qué casos valdra en [9] el
signo igual.

() Debo agradecer al sefior B, Levi por simplificaciones en esta demostracién
de la unicidad. :
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- 8e observa que en [7] 1a igualdad vale solamente cuando las rectas
de apoyo que pasan por P son iguales, en el caso de tener punto de
contacto (nico, o bien, si son rectas de apoyo que contienen un
segmento del contorno de K, éstos son tales que al girar una recta
de apoyo alrededor de P hasta superponerse con la otra, dichos
segmentos tienen punto comun.

La igualdad'en [9] tendr4 lugar, por tanto, solamente cuando
esta misma condicién se cumpla para todo punto exterior salvo,
a lo sumo, para un conjunto de puntos de 4rea nula.

Se ‘observa en primer lugar que el contorno de la figura K no

-puede contener ningn segmento. En efecto, es sabido que en toda

figura convéxa, a cada direccién 8 considerada con sentido de 0
a 2 % (0 < 0 < 2x) corresponde una recta de apoyo Wnica, y supon-
gamos que para una cierta direccién 6, esta recta contuviera un
segmento A B. Habra un torno de 8, para el cual las rectas de apoyo
tengan el punto de contacto tan pré6ximo como se quiera de A.
Sobre estas rectas y a partir de A habra, pues, unos segmentos
de puntos desde los cuales la recta de apoyo que va hacia 4 tendra
una longitud que puede ser tan pequefia como se quiera, mientras
que la segunda recta de apoyo, tendra el punto de contacto mas
alls de B, o sea serf de longitud mayor que la distancia de B a la
proyeccién del punto sobre B A. Habra, pues, un area de puntos
con rectas de apoyo distintas y por tanto no podrfa tener lugar la
igualdad en [9].

Eliminado el caso de segmentos en el contorno, s6lo queda consi-
derar el caso en que todas las rectas de apoyo tienen un punto de
contacto Gnico. En este caso si hubiera un solo punto exterior desde
el cual las rectas de apoyo tuvieran longitudes distintas, por conti-
nuidad de la longitud de las mismas, habria un entorno de este
punto con la misma propiedad, luego basta considerar el caso en
que las rectas de apoyo de todos los puntos exteriores son 1gua1es
Sea P un punto exterior y P A y P B las rectas de apoyo que pasan

por él, siendo P A = P B. Toda otra recta de apoyo determinara
sobre estas dos rectas dos puntos M.y N, y su punto de contacto C
debesertal que MC = MA, NC =NB. Esdecir MN =M A4 +
-+ N B. Pero la envolvente de las rectas que cumplen esta condicién
es una circunferencia. :

3. DESIGUALDAD ISOPERIMETRICA SOBRE LA BSFERA. — 1. La mis-
ma demostracién anterior subsiste para establecer la desigualdad
isoperimétrica sobre la superficie de la esfera. Para ello basta obser-
var que las férmulas de partida son ahora:
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a) Férinula de Crofton sobre la esfera. — La férmula [1] se
conserva casi sin modificacién cuando se trata de una figura con-
vexa (5) sobre la superficie de una esfera. Se puede suponer la esfera
de radio unidad. En este caso el &ngulo o seré el que forman dos
circulos maximos de apoyo de la figura convexa que se cortan en
un punto exterior P, y en lugar del elemento de area plana d& dy
figurars ahora el elemento de Area sobre la esfera unidad, que re-
presentaremos por dQ = sen 6 do do, siendo 8, ¢ las coordenadas
esféricas del punto P. Para que desaparezca toda ambigiiedad, los
puntos diametralmente opuestos se considerarin equivalentes y
deberan venir contados uno solo de ellos en la integracién de [1].
La demostracién de esta fé6rmula [1] para la esfera, es idéntica a Ia
seguida por Blaschke () para el caso del plano, con sélo tener pre-
sente que si dQ, y dQ; son los elementos de area correspondientes
a los polos de dos circulos maximos que se cortan bajo un angulo &,
y dQ representa el elemento de 4rea de un extremo del diametro de
intersecci6n de estos circulos maximos, vale (véase la demostracién
en la Nora al final)

dQl dQs = senw dQ ddl dds [10]

siendo «; y @ los angulos que forman estos circulos méaximos alre-
dedor de su didmetro de interseccién y a partir de otro circulo
méximo de referencia. Con esto, y teniendo en cuenta que la medida
de los circulos maximos que cortan a una figura convexa de la esfera
es igual a su longitud, vale, anilogamente al plano

/(a)—seno)) aQ =%L2—w- ]

extendida la integracién a todos los puntos exteriores a K, con-
tando una sola vez los diametralmente opuestos.

b) Férmula [2) pare la esfera. — Para el caso de la esfera de
radio unidad, sustituyendo en la férmula [2] en lugar del elemento
de area plana dz dy, el elemento de area esférica dQ = sen 0 d6 do
de un punto invariablemente unido a la figura K, congruente con K

(%) Sobre la esfera, una linea cerrada se dice convexa, cuando no puede ser cor-
tada por un circulo méximo en més de dos puntos. _
(®) BrascHEB: Vorlesungen Uber Indegralgeometrie I, pég. 18.
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y mévil sobre la esfera, 1a integral M extendida a todas las posiciones

.. en que estas dos figuras tienen un punto comdn, vale (*) °

M=/dgda=L2—F2+:4*a=F' . nel

-2. Isoperimetria. — Hay que expresar ahora la férmula diferencial
que figura bajo el signo integral en M en funcién del elemento de
area dQy del extremo del eje de la rotacién que lleva K; a coinecidir
con K y del elemento dv de esta rotacién. Se encuentra que es (véase
la’ demostracién en la Nora al final)

dQda = 4sen2—;-on dr [13]

A Con esto se puede repetir exactamente lo mismo que en el caso
del plano, llegAndose a la integral correlativa a la [6] que sera ahora

/(-;;- — sen -%)dﬂo = %(Lz — F%) [14]

P4 K

También se tiene

(.)——senm_Z-cp——-slenl
2 2

" e integrando a todos los puntos exteriores a X (contando una sola

vez. los situados en los extremos de un difmetro) y teniendo en
cuenta [11] y [14] quedaj

Ll r2lw—m
2 4
que se puede poner en la forma
L4 2x—F) 2 4= [15)

que es como suele escribirse la desigualdad isoperimétrica para el
caso de figuras sobre la esfera unidad (8).

(") Brascuxn: Vorl. Integralgeometrie II, pig. 82. .
(8) Ver, por ¢j., F. BERNSTRIN: Ueber die isoperimetrische Eigenschaft des Kreise
auf der Kugeloberflaché und in der Ebene. Math. Ann. 60, 1905.
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. La unicidad, o sea, la demostracién de que el circulo es la Gnica
-, figura para la cual vale la igualdad en la expresién anterior, es la - cos !
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1. DEMOSTRACION DE LA FORMULA [10]. — Sean Py y P, los polos de dos circalos
méximos, cuyas coordenadas esféricas sean 6;, ¢; (@ = 1, 2) (fig. 4). Estos dos sen?
circulos méximos pueden determinarse también por un extremo P (9, ¢) de su did-
metro de interseccién y los dngulos @; y as que forman los cfrculos méximos PPy
¥ PP; con otro cfrculo méximo de referencia PZ. Siendo dQ = sch 0. db. dg,
nuestro objeto es expresar la forma diferencial dQ, . dQ; en funcién de las cuatro E
nuevas variables 6, ¢, a1, @ ' -
» y le
! C
i1 ‘BibI
S _ cos
i
da
que
) g
un
pri
- Fra, 4. pas
dir
Para ello se observa en la fig. 4 que en el tridngulo rectildtero Z P, P, en ¢l cual
s ZPi =0, PP, =-’2‘—,ZP =0, P\ZP =q —¢ PiPZ =, se tiene: 4
cos 8; = gen 6 cos @y . 17 g
sen 6; sen (¢1.— @) = sen ay .
y andlogamente en el tridngulo rectildtero P3Z P:
: ‘ ’ : Fr
cos Oy =senfGcosas - . o C ’ - vor

gen O;sen (g2 — ¢) = sen as Rt B 1<
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Estas férmulas [17] ¥ [18] son las férmulas de transforiﬁgeliép ;gﬁe hg&nlas

ouatro variables 6, ¢, 6z, 2 con las nuevas 6, ¢, @, .
Difetencmndo la.s igualdades [17] y [18] se obtlene ’
~—gen 0; d8; = cos 0 cos a; d0 — sen 0 sen oy dey
cos 8; sen (p; — ¢) d0; + sen 6; cos (¢1 — 9) dgy =sen 0; cos (g1 — ¢) do + cos @ day
~—gen 03 d0s = cos 0 cos a2 d0 — sen 0 sen ag dog
cos 03 sen (g; — @) d8; + sen 03 cos (g2 — ) dgs =sen 6; cos (g2 — ¢) do+cos as das
Multipliquemos miembro a miembro estas cuatro igualdades segdn las reglas
de la multiplicacion exterior (°) de formas diferenciales, es decir, con el convenio

de que: 1° El producto de dos diferenciales iguales es cero; 2° Al permutar el orden
de dos_diferencjales cambia el signo. Con esto se obtiene:

sen? 6; sen? 0y cos (¢ - @) cos (@2 — 9) d61 dg; dOs dos =
[— cos 6 sen 0 cos a; sen 93 cos (g2 — @) sen az €OS a1 + [19]
+ cos 0 sen 0 cos az sen 0; cos (¢ — ¢) sen ay cos as) d0 do da; das

En los mismos tridngulos rectildteros de antes, se tiene también:
cos 6 cos 0; + sen 6 sen 0; cos (pr—¢) =0 [20]

y la férmula andloga al sustituir el fndice 1 por 2.
Con esta [20] y recordando el valor del elemento de 4rea esférica d€, la expre-
si6n {19] se puede escribir

cos® 0 cos? 0y cos 62 dQ; dQs = cos? 6 [— sen 6 cos 6, cos a2 Sen a3 o8 &y +
+ sen 0 cos 03 cos a; sen a; cos a] dQ da; day

Teniendo en cuenta las primeras igualdades de [17] y [18], esta expresién nos
da finalmente:
. dQ] . sz = sen ((!1 —_ lzz) .dQ da; daz

que s la expresion {10] buscada.

2. DEMOSTRACION DE LA FORMULA [13). — Sean sobre la superficie esférica
unos ejes coordenados curvilinoes (dos arcos de circulo méximo perpendiculares)
primitivamente en Z (fig. 5), ¥y que, por una rotacién alrededor del centro P,
pasan a Z;. Sean 6, y ¢ las coordenadas de Z, y 9, ¢ las de P. Es decir, fijada una
direccién Z E por Z, es:

ZZl=01 N EZZ1=Q1 y ZP=Z|P=0 ) EZP=¢

Llamando < al dngulo girado alrededor de P (v = Z;, P Z) se tienen las sigui-
guientes igualdades
cos 6; = cos? 0 4 sen? 0 cos <

21
sen Oy sen (p —¢q)) = senOsen T 21

(*) Ver, por ej., E. Cafran: Le principe de la dualité. . ., Bull. Soc. Math. de
France, 24 (1896). También E. KauLer: Einfihrung in dze Theorie der Systeme
von szfcrermalglezchungen, Hambmgel Math. Einzelschriften, n° 16; Teubner,
Leipzig, 1934.
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Si A es el polo del cfrculo méximo determinado por Z y Zi, e 4ngulo « que

“habrén girado los ejes coordenados dichos al pasar de Z a Z; serd el dngulo
que forman PZ y Z A, m4s el andlogo e igual que forman P Z, y Z, 4, es.decir

PZA =—
_ 2
y como ZPA = w—;—, el trifngulo rectilétero PZ A d4:

- [22

© Fia’s.

Estas expresiones [22] y [21] son las férmulas de-transformacién que - permiten
pasar de las variables 01, @1, @ que fijan los ejes coordenados cuyo centro es Z,
a las nuevas variables 8, ¢, © que son las coordenadas del centro de la rotacién
que leva a coincidir la posicién primitiva de estos ejes (cuando tenian el cen-
tro en Z) con la actual, mas el valor de esta misma rotaciép.

- Diferenciando [22] y [21] y multiplicdndolas entre si segfin las reglas de la
multiplicacién exterior tal como se ha hecho anteriormente, se obtiene:

sen? 8; cos (¢ — o) [1 + tg? %]del gy da =

< %
= { 4 gen 6 cos? 6 sen 0; cos (¢ — ¢1) sen? —2—[1 + tg’—z‘]

+ 2 sen? 0 sen © sen 6; cos (p — ¢1) senﬁtg-%}dod@dc

Llamando, como en el texto ‘
dQ = sen 0, d0, dp1, dQo = sen 0 dO dop

' esta expresién se puede escribir
[1 + g —g-] 0 da = 4 sen“%[l + cos? 0 tg? —;-] 0y de
y teniendo en cuenta [21), queds finalmente

dQ de = 4sen"-§ dQodtv

que es la expresién {13] buscada.

Rosario, Instituto de Matematicas, Marzo de 1940.
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