CURVAS EXTREMALES
DE LA TORSION TOTAL Y CURVAS-D

POR

, L. A. SANTALO

ReEsuMEN. Curvas D de una superficie son las curvas, estudiadas por Dar-
boux, que en cada uno de sus puntos la esfera osculatriz es tangente a la su-
perficie. En este trabajo se establece que, bajo ciertas condiciones, estas cur-
vas coinciden con las curvas extremales de la torsién total, es decir, con las
curvas de una’superficie para las cuales es nula la primera variacién de la
integral [ t ds, siendo t (s) la torsién en cada punto y s el arco.

Se llama torsion total de una linea que une dos puntos A
B

y B, a la integral C = / tds, siendo 7 (s) la torsién en cada
A

punto y s el arco.

El problema que queremos resolver consiste en hallar las
curvas de una superficie que son extremales de esta torsi6n
total, es decir, que anulan a la primera variacién de la integral
‘C. Para ello aplicamos la férmula de Bonnet(1). !

' do

T= + T,

que relaciona la torsién T coa la torsidn geodésica t, y la deri-
vada respecto el arco s del Angulo o que forman en cada punto
el plano osculador a la curva y el plano tangente a la super-

ficie. De esta manera debemos estudiar primero las curvas:

B
exiremales de la torsion geodésica total, o sea, de Cy= / 7, ds.
' A

Encontramos el resultado siguiente: «Las curvas extre-

(*) Ver por ej. BiancHI, Lesioni di Geometria differenziale Vol. I pig.
296-298. Goursar, Cours d’Analyse t. I, pag. 622.
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males de la torsién geodésica total coinciden con las curvas-D
de la superficie». Se llaman curvas-D de una superficie aque-
llas que en cada punto su esfera osculatriz es fangente a la
superficie; ellas fueron estudiadas por primera vez por Dar-
boux (2). '

Para adaptar las notaciones de la ecuacién de las curvas-D
a las convenientes en los célculos sucesivos, en I obtenemos la
ecuacién diferencial de las curvas-D respecto el sistema de
coordenadas curvilineas formado por las lineas de curvatura.
Este sistema tiene la ventaja de simplificar mucho los calculos,
sobre todo para el problema de calculo de variaciones que se
resuelve en II. '

En II aplicando las formulas clasicas del cilculo de varia-
ciones se obtiene la ecuacion de las curvas extremales de la
torsion geodésica total y se ve que esta ecuacién coincide con
la anterior de las curvas-D. Se buscan' luego las restricciones
que deben imponerse a las curvas variadas para que estas cur-
vas extremales de la torsién geodésica total lo sean también de
la torsién total. \

En IIT se da otra demostracion directa del resultado pre-
cedente. '

En IV aplicamos los resultados anteriores al caso particular
de ser la superficie un toro.

| I. Curvas-D.

Hemos dicho que se llaman curvas-D de una superficie
aquellas cuya esfera osculatriz es, en cada punto, tangente a la
superficie. Vamos a hallar la ecuacién de las mismas.

1. Sea X=X (u,v) la ecuacién vectorial de la superficie.
Una linea de la misma vendra dada por dos funciones u=u (t),
v=v (t) de un parametro t. Si el punto Z (t) es el centro de la
esfera osculatriz a la curva X=X (u(t),v(t)) y r el radio,
se cumple la condicién vectorial

C(X—Dr=r®

(?) C. R. Acad. Se. Paris, 1871, pAg. 733. Bibliografia sobre estas cur-
vas ver en Encyklopddie derlMath. Wiss. I1I; D 3, pag. 181-182.
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y por definicion de esfera osculatriz, se deben cumplir también
las condiciones obtenidas derivando tres veces la ecuaciéon ante-
rior suponiendo Z y r constantes. Es decir

(X—Z)X’ =0
(X—2)X"+X2=0 (1)
3X'X” (X —Z)X”" =0

donde los productos son productos escalares de vectores y los
acentos indican derivadas respecto el parametro t; por ejemplo,
es X'=X,u+X,v.

Si la curva X=X (u(t),v(t)) es curva D, el centro Z
debe estar sobre la normal a la superficie, o sea, llamando V al
vector unitario normal a la misma, debe ser Z=X —1\YV,
siendo X\ un parémetro Sustituyendo esta expresién en (1), la
primera ecuacién se satisface cualquiera que sea X\ por ser
VX'=0, y las dos Gltimas dan

X2+ AVX” =0

_ : (2)

3X!X”+lvx”, :O
La ecuacién diferencial de las curvas D se obtendra elimi-

nando \ entre estas dos. Parece que la ecuacién resultante es

de tercer orden, sin embargo se observa que, derivando VX’ =0

dos veces, se obtiene

VX 4+VX"=0
V’,X)+2 V’X”—-}—VX,,,:O
De esta tltima ecuacién se deduce VX' y entonces eli-
minando- X entre las ecuaciones (2) resulta

3X’X!’ 2V)X)7+V”X}

X - vV’X? (3)

Esta es la ecuacion diferencial de las curvas D en la forma

dada por Darboux (3).

(*) DareoUx. C. R. Acad. Scien. Paris, 1871. Pag. 733.
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Para nuestro objeto conviene desarrollar mas esta ecuacibn
expresando los elementos que en ella figuran en funcién de los

coeficiente de las dos- formas cuadraticas fundamentales de la_

teoria de superficies.

2. Tomemos por lineas paramétricas u==conste., v= cte.
las lineas de curvatura de la superficie. Entonces las dos for-
mas fundamentales de la teoria de superficies dan

X2 —Eu'2+ Gv'2
(4)
VX' —Lu®+Nv2

siendo, como se sabe,

E=Xg2 G=Xg2 L=—V,X, N=—V,X,

donde los subindices indican derivadas parciales.
Derivando la primera de las expresiones (4) se obtiene

2 X’ X" =E, w1+ E utv

G, uv24+G,vifaEuu 426GV v’ (5)

y derivando la segunda

— (VX" V'X)Y=L,u3+4+L,u2v' N,u'v2
N,v34-a2Lu' u’42Nv v". (6)
Siendo u=cte. y v= c}e. las lineas de curvatura (lo cual
exige que X,X,=0, V,X,=V X,=0), expresando los vec-
tores Xyu, Xuy ¥ Xyv por sus componentes respecto el trie-

dro trirrectangulo formado por los tres vectores X,, Xv, V, se
obtienen las férmulas de Gauss:

Eu EV

qu= EXU—EXVI—FLV
Ev Gu

Xu\=ﬁ‘xu+ﬁxv+MV

X,

Gu Gv
v ;‘ﬁxu+2_§Xv+NV

y de aqu
V. X,

v,
con lo cw
\'A X”—

+ X, v)=
—LGG,
Sums:

relaciones
ducen a

queda

— 57 ((
+(2GD
Con

en la ecu
D que pu

y s

a(uv —
stendo
) a%ﬁ(
b=2t
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d=3(
e=2k

(*) Ver
Lezioni di
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y de aqui
Vuqu"—_l'— f_;; L, VuXuv—'—__aE]‘:j L, VUX'VV= QEE‘1 L'
(7
V X= N, V, Xy =— 2N, V, X, =— =N
con lo cual se tiene
VX = (Voo -V, V) (X w2+ 2 Xy, u' v -+ Xy, v+ Xy u”
+ X, v")= -—ﬁ[GLEu w34 (2GLE,—~NEE))u2v' + (2 ENG,
—LGG,)u'"v? 4+ ENG,v3]—Luu”—Nvv"

Sumando esta expresiéon con (6) y teniendo en cuenta las
relaciones de Mainardi-Codazzi (£) que en nuestro caso se re-
duocen a )

sEGL,=(EN-+GL)E,
2EGN,=(EN+4GL)G,
queda
2 V’ X”—I—V” X_’=
— 2= [(EL,+LE,)Gu*+3GLE,u?v+3ENG,u'v?

+(2GN,+NG,)Ev3]—3Luwu” —3Nv'v". (9)

Con las expresiones (g), (5), (4) obtenidas, sustituyendo

~en la ecuacién (3) se obtiene la ecuacion buscada de las curvas

D que puede escribirse en la forma
a(Wv’—vu’)u'v-4bubfcusveldu?vitfevs=0/(10)
siendo
“a=6(GL —EN)EG
b=»EG (LE,—EL,)
j¢=3(EG,—GE,) (GL—EN)+26?(LE,~EL,) (11)
d=3(EG,—GE,) (GL—EN)42E2(NG, —GN,)
e=2EG (NG, —GN,)

() Ver por ej. BLASCHKE, Differentialgeometrie I pig. 117. BiawncH,

Lezioni di Geom. differenziale Vol. 1, pag. 175.

8
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II. CURVAS EXTREMALES DE LA TORSION TOTAL.

1. Expresién de la torsidn total. 1. Sea t(s) la torsion de una
linea sobre una superficie y o (s) el angulo que forma su plano
osculador con el plano tangente a la superficie. Representando
por R, y R, los radios principales de curvatura y por o el an-
gulo que forma la tangente a la linea considerada con la pri-
mera direccion principal (aquella segin la cual el radio de cur-
vatura es R;), se verifica la férmula de Bonnet (%)

dﬁ 1 L
=+ (R—I—R—B) sen o cos . (12)

El segundo sumando de esta expresion es la llamada
torsidn geodésica.

Consideremos, como en el namero anterior, la superficie
X (u,v) referida a sus lineas de curvatura como lineas para-
métricas. Entonces, es sabido (¢) que los valores de los radios
de curvatura principales en funciéon de los coeficientes de las
dos formas cuadraticas fundamentales (4) son

I

N .

=L X
= R,

Adems4s, la dir€ccion de la tangente a la linea conside-
rada es la del vector X, u’' -+ X, v’, luego el dngulo » que for-
ma con las tangentes' X, y X, a las direcciones principales esta
determinado por

o (X' +X, V)X, Gv
CROEXe, (X w +- X, V) [G (Bw2 LGV

X0+ X,v) X, Ev
(X2, (Xou - X, V)% [E(BuztGvE]n .

COS 0 =

Con estos valores y (13), el valor de la torsién T toma la
forma .

(*) Ver por ej. BIANCHI, Lezioni di Geom. differenziale Vol. X, pag. 296-8.
GoUrsAT, Cours d’Analyse tomo I, phg. 622. )
(*) Por ej. BLASCHEE, Differentialgeometrie I phg. 95.
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ds , GL—EN wv
=% T VEG  EurGE (14)

3. Consideremos una curva de la superficie que una dos
puntos A y B de la misma. Llamando o4 y op a los angulos
que forman en ellos el plano osculador a la curva y el plano
tangente a la superficie, la torsidn total del arco de curva serd
(puesto que ds2=Eu'2{ Gv'?)

B B
GL—EN Ty .
(C= Tds:GB_°A+f EG [E u'2u+Gv'z]1/,dt (15)
A

A

El angulo o — oy es el incremento del angulo o al pasar de
A a B y puede, por tanto, ser mayor que 2.

2. Curvas extremales de la torsidn geodésica total. — 1.
Consideremos primero el ultimo sumando de (15) o sea la tor-
sién geodésica total entre A y B. Queremos hallar las curvas
para las cuales esta torsion geodésica total

B .
GL—EN u'v
C =/ VEG (Bt G vt (16)
A

es una extremal.

Se trata de un caso de problema de cilculo de variaciones
dado en forma paramétrica. En este caso si f(u,v,u’,v’) re-
presenta abreviadamente la funcién subintegral, la forma dada

por Weierstrass de la ecuacion diferencial de las curvas extre-
males es (7)

(v’ —v'u") £, oy — £ =0, (17)
indicando los subindices derivadas parciales y siendo

fou - b _ fyy

v'2 vy u?

(") Ver por ej. ToNELLI, Fondamenii di caleolo delle variazioni Vol II,
Pag. 96. GOURSAT, Cours d’analyse t. IIT, pag. 630.
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En nuestro caso es

f,=—3VEG(GL—EN) (Eu?+Gv2)y % uv

fur=—"L(EG)~ (Ew2 4 Gv2) {(E w2+ Gv?2) [(EN
+GL)(GE,—EG,)+2EG(EN,— GLy]Eu"
+(EN—GL)[(2GE,—3EG,) wsv?—EE,us]EG}.

f=5 (BG) ™ (Bu? + Gv2)#{ (Ew2+ G v?) [(EN
+GL)(EG,—GE,))+2EG (GL,—EN,)]Gv’
+(GL—EN)[(2EG,—3GE,)u?v*—GG,vs]EG}

Sustituyendo estos valores en (17) y simplificando (te-
niendo ademas en cuenta las relaciones de Mainardi-Codazzi (8))
se obuene la ecuacion

a(u'v vu”)uv+bu5—|—cu’3v’2—|—du’2v’3—|—ev5-—0(10)

siendo los valores de los coeficientes los mismos dados en (11).

Se obtiene pues:

Las curvas extremales de la torsion geodésica total, coin-
ciden con las curvas D de la superficie.

El estudio de las curvas extremales de la torsion geodésica
total se reduce por tanto al de las curvas-D. Por ser (10) de
segundo orden, dentro de una cierta regién de la superficie que-
dara determinada la curva extremal dando los extremos o bien
dando un punto y la tangente en él. En este Gltimo caso se ob-
serva que habrd seguramente curva extremal en cualquier di-
reccién de la tangente menos, tal vez, para las direcciones prin-
cipales u'=0, v'=0; para éstas es necesaria una discusion
para cada superficie y para cada punto partlcular

Veamos si estas curvas extremales de ng, dadas por
(10), corresponden a un méaximo o minimo. Para ello forme-
mos la funcién € de Weierstrass. Representando por f (u,v;

3

w, v') la funcién subintegral de (16), esta funcién C es(8):

(*®) Ver por ej. O. BoLza Vorlesungén diber Variationsrechnung. Leipzig:
und Berlin 1909. Pag. 243.




zig:

— 141 —

< (u, vy, v u, ;’) —u [fu (u, V;Tl’,_v’) —fy (u,v; w,v')]
' —f—; [fv (u, v;—u’,ﬂv’) — £y (u,v; ', v')]
En nuestro caso serd

€ (u,v; ', v'; E’,_\_") =

GL—EN [—[Gvs Gv3] , - [Eu® Eu® .
VEG {u[v_vs_WS]"“" [WS_WS]} (18)

siendo W= JEu?24Gv2 y W la misma expresion después

de sustituir u’,v’ por u'v’.
Una condicién neoesaria (°) para un minimo (maximo)
fuerte es que € =0 (€ <0) para valores de u,v, u’,v’ co-

rrespondientes a la extremal y para u’,v’ valores cualesquiera.
Esta condicién no se cumple para el valor anterior de €, pues

para un ‘mismo punto u, v, u’, v’ tomando u’ =0, V>0 la
funcmn € tiene el signo del producto (GL —EN)u’ y para

u’' =0, v'<0 el signo contrario. Luego.

«Las' extremales no son minimos ni mdzimos fuertes. En-
tre las curvas que unen dos puntos de una superficie no existen
las que proporcionan un minimo o mdzimo fuerte de la tor-
sién geodésica total» (19).

3. En cambio vamos a demostrar que para una regién sufi-
cientemente limitada y en la cual la diferencia GL—EN sea
distinta de cero (supongamos positiva), las extremales de la
torsion geodeswa total corresponden a un mdrimo (mmlmo)
débil mlentms se conserve v’ v’ >0 (u' v <().

(*) O. Borza loc. cit. pag. 244.
(*) Recordemos que una extremal v, — v, (u) referida a coordenadas no

' paramétricas se dice un ménimo (maximo) fuerte cuando el valor correspon-

diente de la integral es igual o menor (mayor) que el que toma para‘ cual-
-quier otra eurva v = v (u) tal que

[v (@) —v (u) [ <g
siendo ¢, independiente de u.
En cambio se dice que v, = vo(u) es un minimo (miximo) débil cuan-
do se impone a las curvas variadas la segunda condicién
[V (@) — v (u) | ey

siendo ¢, también independiente de u. Ver por ej. Borza, loc. cit. pag. 91.
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Para la demostracion es mejor emplear la forma no para-
métrica de la integral (16). Tomando u como variable in-
dependiente, queda

B
(Z"__ GL—EN v d
8= |7 VEG [EJGvere O
A

La condicién necesaria de Legéndre para el maximo es (1)
fyv <0 a lo largo de la extremal (siendo f la funcién subin- -
tegral). En nuestro caso es

-.0 o.M O a & o O

Por tanto, suponiendo GL —EN>¢, la condicién f, <0

I . s dv
se cumplird mientras sea v =% > Q.

. — MY

|
I
i frv=—3VEG(GL—EN) grovems

Fijo el origen A de las extremales (10), hay una regién
suficientemente limitada en un entorno de cualquier extremal
que pasc por este punto tal que para cada uno de sus puntos
pasara una extremal y una sola de origen A. Para esta region
la condicién anterior de Legendre f,, <0 es suficiente (12)
para asegurar que la curva extremal corresponde a un maximo

débil. '

’ '
[ 3. Extremos de la torsidn total. Veamos ahora la manera
l de pasar de las extremales de la torsion geodésica total a las
‘ curvas que hacen maxima o minima la torsion total (15).

1. Supongamos primero la superficie con solo puntos
‘3 elipticos, es decir, con curvatura positiva en todos sus puntos.
.= Sean A y B dos puntos de la superficie. La torsién total y la
‘ﬂ torsién geodésica total de una linea que une A con B estin re-
u’ lacionadas por (15)

T=Tg+6B—GA.

‘, Considerando solamente curvas con radio de curvatura p
distinto de cero incluso en los puntos terminales A y B, su plano

| (®*) Ver por ej. Hapamarp, Legons sur le Calcul des Variations. Paris,
Hermann 1910. P4g. 325.
i () HapAMARD, loc. cit. pag. 397. |

- -~
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osculador no puede coincidir en ningin punto con el tangente
a la superficie (pues en tal caso por el teorema de Meusnier
el radio de curvatura seria cero) y por tanto el maximo de
op—oj es n Este valor maximo no puede.ser alcanzado,
puesto que unicamente lo seria para op=0, op=7 en cuyo
caso el radio de curvatura en los extremos es cero y la curva
cae fuera de las consideradas. Con esta observacién es facil
demostrar que, dentro de las curvas con p==0, no hay ninguna
que corresponda a un maximo o minimo de la torsiéon to-
tal (13). .

En efecto. Supongamos por ejemplo GL—EN>0. En
este caso hemos visto que las curvas extremales de ‘Cg eran

maximos débiles (suponiendo que a lo largo de la extremal sea

dv . . . ;o s P
T >0; en caso contrario seria minimo y el razonamiento seria

parecido, observando que el valor minimo de la torsién total
seria Cg®—m). Sea Gy la curva extremal de Cg que une
A con B'y Cg° el valor correspondiente de Cg. El valor
méaximo de ‘C serd ‘Cg®—-n. Este valor no puede ser alcanzado,
puesto que Cg no puede superar a Cg® y para curvas con
p/=0 es op— op <. :

Sin embargo es posible encontrar curvas cuya torsion total
difiera de "Cgo-{--rr tan poco como se quiera. En efecto, dado
€;, tomemos sobre la curva G, extremal de C, dos puntos A,
y B, suficientemente préximos a A y B para que el valor
Cgt de la integral (16) de A; a B; a lo largo de la misma
Cy cumpla la condicion

(Cg1>(Cg°_—f %. (Ig)

En A y B tomemos dos planos cuyos angulos con los tan-

gentes a la superficie cumplan la condicién GB—6A=H—§1—;

Unamos A con' A; y B con B; mediante dos arcos que tengan,
en A y B dichos planos como planos osculadores y que en
A, y B, enlacen con la curva G, con los mismos planos oscu-~
ladores. Los puntos A; y By se pueden tomar suficientemente
proximos a A y B para que, ademéis de cumplirse (19), la
suma de las dos integrales (16) de la torsién geodésica de

A a A, y de B a B, sea, en valor absoluto, menor que —;l La

torsi6n total T de la curva A A, B, B asi construida sera
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T>—24Cr—F4n—3F=TI+4n—s¢
Tomando una sucesidén-e;, €, €, ..., que tienda a cero
tendremos una sucesion de curvas cuya torsiéon total tendera
al valor méaximo C,°+4 . Sin embargo este valor no es al-
canzado, pues la curva limite tiene en los extremos planos oscu-
ladores tangentes a la superficie y por tanto radios de curva-
tura iguales a cero.

2. Si los puntos A y B que se quieren unir por una extre-
mal de la torsion total son puntos hiperbodlicos o parabélicos
de la superficie, entonces es posible que el plano osculador en
ellos sea tangente a la superficie sin que el radio de curvatura
p de la curva sea cero. Esto puede ocurrir solamente cuando las
tangentes en A y B corresponden a direcciones asintdticas. En
este caso las extremales (10) pueden corresponder a un maximo
de la torsion total. En cambio, si aun teniendo la superficie pun-
tos hiperbélicos, los- A y B son elipticos o en ellos la tangente
no tiene una direccion asintdtica, se puede repetir el razona-
miento del namero anterior y se ve que la curva no puede co-
rresponder a un maximo ni minimo. Es decir: para que una
curva Gy, con p=/=0, que une A con B pueda corresponder a un
méaximo (13) de la torsién total es necesario que en estos puntos
C, tenga por tangentes direcciones asintéticas y por planos
osculadores los tangentes a la superficie.

4. Variaciones con planos osculadores fijos en los extremos
y curvas extremales cerradas. 1. Sea, como en el n°. 3, G, la
curva extremal de la torsi6n geodésica total que une dos puntos
A y B de una superficie con curvatura continua y positiva. Si se
consideran sélo curvas variadas que tengan en A y B los mismos
planos osculadores que C,, la diferencia op — oa (puesto que

no puede ser mayor -que 7) serd la misma para todas estas cur-

vas y por tanto G, serd también curva extremal de la torsion
total. Es decir, para superficies con curvatura positiva en todos
sus puntos, vale «Las curvas-Dison extremales de la torsidn total
enlre totas las curvas que unen dos puntos A y B y tienen en

ellos los mismos planos osculadores que la curva D ‘conside-
rada>. :

(*) 'Nos referimos a miximo o minimo débil. Con mayor razén no es po-

sible que correspondan a un méximo o minimo fuerte.

-~ b 5. B oW B o B N e o

7
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- Ademas, segun (2,3): «Para dos puntos A y B suficiente-
mente proximos, la torsién total de la curva D (vo=v,(u))
que los une es méxima (suponemos (GL —EN).v(>0 entre
Ay B; en caso contrario seria minima) comparada con las de-
mas curvas v=v (u) que unen los mismos puntos, tienen en
ellos los mismos planos osculadores y cumplen las condiciones

v —w@l<a, V@ —v@l<sy  (20)

para todos los puntos del arco AB y para ¢, &, suficiente-
mente pequefios».

2. Si sobre una superficie de curvatura continua y positiva
hay una curva D cerrada-con torsidon continua es ogp— g =0
(pues A =B) y como para otra curva cerrada cualquiera. con
torsién continua es también op — o5 =0, resulta: «Las curvas

'D_ cerradas son extremales de la torsién total».

Observando que todas las curvas de una superficie esférica _

son curvas D, resulta que la torsién total de las curvas cerradas’
de una superf1c1e esférica debe tener un valor estacionario. Y
en efecto es conocido (1¢) que la torsion total de las curvas
esféricas -cerradas es -nula. Es facil, por otra parte, demostrar
directamente esta propiedad. En efecto, representando por p
el radio de curvatura de la curva, el radio de la esfera oscula-
triz vale (15)

,_92+( )

siendo p’=d—p De aqui

, a .
/rds-fvr—z_—?— [ arcsen — L

y si la curva es cerrada y en todos sus puntos es p5=0, el valon
de esta expresion es cero.

‘(") Ww. FENGHEL, Ueber einem Jacobischen Satz der Kurventheorie. Tohdku
Math Journal, vol. 30 (1934). Esta propiedad caracteriza, ademés, a la super-
ficie esférica, em; el sentido que: ‘‘Toda superficie con curvatura de Gauss-
continua en todos sus puntos y tal que la torsién total de todas las lineas
cerradas de la misma sea igual a cero, ‘es una esfera. o una parte de superficie
esférica’’. Ver, L.. A. SANTALGO, Algunas propiedades de las curvas esféricas Y
ung caracteristica de 1@ esfera.” Rév.-Mat. Hispano-Americana, {Vol. X, 1935

(**) Ver por ej. BLASGHKE, Differentialgeometrie I phg. 33:.
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3. Si la superficie tiene regiones con curvatura negativa
no puede asegurarse que las curvas extremales de la torsion
geodésica total lo sean también de la torsién total, aun supo-
niendo s6lo como posibles curvas variadas con los mismos pla-
nos osculadores en los extremos. En efecto, en este caso podria
ocurric que para curvas «préximas» que cumplan las con-
diciones (20), la diferencia op —op difiera de op° —6A° en
un multiplo de 2. Se debe en este caso restringir las curvas
variadas posibles a aquellas que ademas de (20) cumplan la
nueva condicién

v (@) —vo” () [<e5 (21)

Entonces, como las direcciones de los planos osculadores
diferiran poco entre si, no es posible que uno de ellos dé un
nimero de vueltas mayor que el otro y si en A y B los planos
osculadores son los mismos sera og — oy == 6_° —063°. Luego,
para superficies con puntos hiperbélicos, se tiene: «Dentro del
campo de las curvas variadas que cumplen (20) y (21) y tienen
los mismos planos osculadores en los extremos o bien son
curvas cerradas con torsién continua, las curvas D son extrema-
les de la torsion total. Para arcos sufwbentemcnte limitados,
ellas correspon[den a un mdximo (13) si (GL — EN) vie>0 y

-a un minimo en caso confrario».

III. DEMOSTRAGION DIRECTA DEL RESULTADO ANTERIOR.

Vamos a demostrar directamente la propiedad fundamen-
tal anterior de que la condiciébn para que una curva de una
superficie sea extremal de la torsion total es que en todos sus
puntos, la esfera osculatriz sea tangente a la superficie.

t. Prescindiendo por un momento de la superficie, consi-
deremos en el espacio una curva X=X (s) que une dos pun-
tos A,B. Sean T(s), N(s), B(s) los vectores de modulo 1
tangente, normal principal y binormal. Una curva variada de
la anterior, con los mismos extremos, serd de la forma

X, =X () +¢ Y (s) (22)

siendo Y (s) un vector que es nulo para los valores extremos
del arco s.

don
y el
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La torsién 7 (s) de la curva variada X, (s) ser (1¢)

(X’IX”I Xl’”)
Tl“ X1" X{"—(X{X{’)’ (23)

donde los acentos indican derivadas respecto el parametro s,
y el numerador indica el producto mixto de los tres vectores.
Segin (22) es

(X1, XIJ’ 'X1337> — (X’ X’J X!’J) + 8 [(Y’ X’ X”) + (X’ Y?’ X’JJ) +
(X XY™ ] -y, (2)
X1’2 Xl’,2— (X11X1}9)2=X!’2 + 2 8 [X’! YJ’ +(X’ Y’) X”z] + E h2

donde limh;=0 (i=1,2) para ¢ —0.
Para obtener la ultima expresiéon basta observar que, por

ser la variable de derivacién el arco de X (s), es X2=1 y por
tanto X' X" =0.

Aplicando“las formulas de Frenet se dpduce
X!=T’ ‘X,J=XN’ X”’:—u2T+x’N+%TB

siendo x la curvatura y t la torsién de la curva X (s).
Como ademas TAN=B, NAB=T, BAT=N, se tiene

(Y’X"X")=(xB+<T) Y’

(XY X") = (—xB4xtN) Y”
(X’ X" Y”)=xBY"”

XY+ (X' V)X 2=xNY" + 2 TY

Sustituyendo estos valores en (24) y haciendo después la
division en (23), resulta

y=t4e[(xB—tT)Y 4+ 2 (BY’—<NY”)—
“BY’j4chy
=t+e[(xB—tT) Y+ £ (£BY”)]+¢h,.

con limhy=0.
e—0

(*) BLASCHKE, Differentialgeometric 1 pig. 27.
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El limite del cociente entre T, — T y ¢ para £ — 0, multi-
tiplicado por ¢, es la primera variacion de la torsidn; represen-
tandolo por dt sera (17)

dr=c[(xB—tT)Y 45 (L BY")]. (25)

. .
2. Consideremos ahora la torsion total C= f 1ds de la
' A

curva que une A con B. Para hallar la torsién total de la curva
variada X, (s) (22) hay que hallar primero el elemento de
arco de esta nueva' curva. Siendo X'=T, se tiene

ds, =} X', 2ds=

]/1 +2eTY Fe2Y2ds=[14+eTY +cehy]ds.

La torsion total de X; (s) serd pues

=yl = (1 b b)) (5T ey ds.

Como h; y h, tienden a cero con ¢, el producto de ¢ pon
el limite del cociente entre la diferencia T,—T y €, para €
tendiendo a cero, o sea, la primera variacién de la torsion
total, valdra

e
| a@=ef(KBY'+§(-‘;BY")) ds.
A

Imponiendo l;a condicién de que las curvas variadas deban
pasar por A y B y tener en estos puntos las mismas tangentes
y los mismos planos osculadores, debe ser

Ya=Yg=Y2=Yg=Y"2=Y"3=0

(*) Ver BLASCHKE, Differentialgeometrie I pig. 64. Aqui se cita un tra-
bajo de HAMEL, en Sitzungsber. Akad. Berlin 1925, pig. 5 que no hemos po-
dido consultar; ignoramos si en 6, ademés de la férmula (25) se encuentran
‘también algunas otras de las propiedades de las curvas extremales de la tor-
8i6n total que estudiamos en este trabajo. o

R —
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con lo cual la integral del segundo sumando de la expresién

subintegral es nula. Ademaés, integrando por partes (siendo
B’= — ‘CN),

B B B
/xBY’ds:[xBY] —[(x’B—er)Yds.
A A

A

Luego, con las condiciones dichas en los extremos, es
‘ . |
6’C=—e/(x’B——er)Yds .
A

Para que esta primera variacién sea nula para cualquier
valor del mddulo del vector Y es preciso que éste sea en
cada punto perpendicular al vector ' B — xtN.

Pero el 4ngulo que forma el radio de la esfera osculatriz
a una curva con la normal principal, cumple la condicion (1)

%

—Pr__
tanga_Pt_.

! %xT

o sea, tiene,la misma direccién de »° B — % tN. Por lo tanto:
el vector Y debe ser en cada punto tangente a la esfera osculatriz
a la curva.

Si la curva pertenece a una superficie, al considerar. varia-
ciones sobre la misma (o sea el vector Y siempre tangente a

_ella), para que la torsién total sea extremal es preciso por tanto

que la esfera osculatriz en cada punto de la curva sea tangente
a la superficie. Obtenemos asi de nuevo el resultado de II.

. S
- N
i

* IV. EseEMpLo. CURVAS EXTREMALES DE LA TORSION TOTAL
SOBRE EL TORO.

1. Como aplicacién: de los resultados anteriores vamos a
buscar las curvas extremales de la torsién total sobre la super-
ficie del toro o sea sobre la superficie engendrada por una cir-
cunferencia que gira alrededor de una recta que no pasa por su

centro.

b3
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Llamando 6 a la latitud de la seccién meridiana y ¢ al 4n-
gulo que fija esta seccién (Fig.
1) las ecuaciones paraméiricas
del toro, o sea las componentes
del vector X (8, 9) que define
la superficie (I, 1) son

v4

x=(a-}rcos §)senq,

y=(a--rcos §) cos o, \
z=rsen 0 0
. ¢ x Y
siendo r el radio de la circunfe- 4 v,
rencia meridiana y a la distan- X ' q
cia del centro de la misma al !
eje de rotacién. Las componen- !
tes del vector unitario normal /
son Fig. 1 7
V(—cos 6'senp, —cos § cosp, —sent 6).

l ,
Los coeficientes de las dos formas cuadraticas fundamen-

-tales seran .

E=Xg?=r® G=Xg=(a+rcos 6)2

(26)
L=—X§Vg=r N=—X¢ Vo=(a-rcos §)cos 0

Con estos valores los coeficientes de la ecuacion (10) de
las curvas D o curvas extremales de la torsién geodésica total
son

a=6ard(a-trcos §)3, =—6art(atrcos 6)2sen §,

con lo cual la ecuacién (10), después de simplificar, se redu-
oe a

(at-rcos ) (§¢" — 1" 9") —rsen 0. 626" =0.

Tomando ¢ como variable independiente, esta ecuacidn
equivale a

[ S —




nen-

(26)
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(a-rcosb) %_—{—rsen 6.62=0.

: ae  ao
Poniendo I — a5 ! queda

{a+-rcos 6) —:—g—'—l—rsen b.6=0
Yy una primera integraciéon da
; 0" =c, (atrcos 6) (27)

De aqui, por una integracion clasica,

2 ]/__r )
(P=Cg—,—“(:h/_2—_j arctg[ :+r tg:z—]

que puede escribirse en la forma

l(j::garci.;g[ %{_tg%clva‘?_I‘?(q}———cg)] _(28)

Esta es la €cuacién de las curvas extremales de la torsion
geodésica total o, lo que es lo mismo, de las curvas D de la
superficie del toro. La constante ¢, se determina dando el ori-
gen A de la curva extremal y la c¢; por la tangente en este
punto. :

2. Supongamos a >>r para que se trate de una superficie 'sin
lineas dobles.

La condicién g_: >0 que segin vimos en (II, 2, 3) debia
cumplirse a lo largo de la curva extremal para que ella pudiera
ser un méximo débil (18) equivale en este caso a 6’ >0 y segtn
(27) y por ser a>r esta condicién se cumple para todo punto de
la extremal si se cumple en uno de sus puntos (es decir, si
¢;>0). '

Considerando todas las extremales que pasan por un punto
fijo 6, ¢, sus puntos de contacto con la envolvente de todas

(*) En (II, 2, 3) se supuso GL—EN> O. Esto ocurre efectivamente
en el caso actual, pues seglin (26) es GL—EN = (a4 rcosf). ar>o.

S
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ellas :se determinan como es sabido por las raices de la ecua-
cion de Jacobi (19)

0(0 8y
D (c1,¢9) =0 (29)

donde el primer miembro indica el determinante funcional
respecto ¢y, ¢, de la funcién (28) y la que resulta al sustitair
en ella § y ¢ por 8, y ¢, Haciendo las operaciones se en-
cuentra que esta ecuacion (29) se reduce a ¢ — @, =0, es decir,
no tiene méas solucién que ¢ =¢,. Por tanto: «Las extremales
carecen de focos conjugados, ellas corresponden pues, para
cualquier arco, a un mdzimo débil de la torsion geodésica
total».

Tomemos, para mayor simplicidad, el punto 6 =0,
¢ =0 como origen de las extremales. La ecuacién (28) se re-
duce en este caso a

6=2arctgl[ E‘_i"_tg%cl Va2—r2q>] (30)
a—r
c; se determina por (27) que en este caso es §'g=c; (a-}r).

Se observa, estudiando (30), que: Condiciéon necesaria y
suficiente para que la curva extremal sea cerrada es que

I . .
?CH/ a? —r? sea racional. En efecto, en este caso siempre

7 I 5
habrd un entero k tal que — c, Ja?—r? 27k sea un mul-

tiplo de = y por tanto 6 tomard el mismo valor 6, que para

¢=0. Si ¢, Va2—r2=—z:— siendo p y q enteros primos entre

si, la curva cerrard después de haber descrito p vueltas al toro
en el sentido de sus meridianos (o sea segin 6) y q vueltas
segtn sus paralelos (o sea, segin ¢). Se observa también que
por ser 6 de signo constante, no existen curvas extremales
.cerradas que no den alguna vuelta al toro. ‘

Como ejemplos, en la Fig. 2 (a) estd representado el caso

[t ’ I s B
a=>5, r=3, ¢;=—, 0p=A4; en este caso es p=2, =1L
I

En la Fig. 2 (b) con los mismos valores de a y r es ¢, =+,

bo=1yp=1, g=2.

(*) HapAMARD, loc. cit. pag. 108.
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3. Si en lugar de la torsién geodésica total se considera la
torsi6n total, las conclusiones anteriores subsisten con tal de
considerar Gnicamente como curvas variadas_posibles aquellas
en que, no sélo § y 6 tienen valores proximos a los corres- —
pondientes de la extremal, sino también 6 (condicién (21)).

. Fig. 2 (a) Fig. 2 (b)

Con ello se evita que la variacion del angulo o que forman
el plano osculador a la curva y el normal a la superficie difiera
en un miltiplo de ® entre una curva y su variada.

4. Puede interesar hallar el incremento del dngulo o a lo
largo de una extremal cerrada, de las que hemos visto existian
en 2. .

Una manera de calcular el 4ngulo o consiste en observar
que el radio de curvatura p de la curva es igual por una parte

1 a Rseno (teorema de Meusnier)

0 fy oo s
y por definiccion de radio de

T curvatura geodésica es también
R N\ igual a pgcoso (Fig. 3). De aqui

R
o= —-
cot o

i Cuando las lineas coordenadas
son las de curvatura, R y pg
valen (20)

v Fig. 3

(*) BurascHKE, Differentialgeometrie I phgs. 91 y 175.

!
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R— Eu? 4 Gv'2
= LuwrfNve

I 1

e VEG (E w24 G v2)h

EG(u'v’'—u”v) ~%EEvu’3—|— (E Gu-—%G E)u2v
+(+EG,—GE,) wv?+LGG,v?

Y por tanto

1

coto = —
VEG (Lu2-- Nv2)VEuz 1+ G ve

EG (u:vu ___unv:> _%EEV u’3+ (E Gu.___;_GEu) uzvy’
+(+BG,—GE, ) wv2L L GG,v?

En el caso del toro que estamos estudiando, teniendo en
cuenta que tomamos 6 en lugar de u y que ¢ (correspon-
diente a v) es la variable independiente, sustituyendo en la ex-
presion anterior los valores encontrados en IV,1 y ademis
los valores de 6° y 0” en funciéon de 6, resulta

cotc =

. (312¢,2—1)rsenf (31)
aVr4r2e?(arc,? 4 (14 r2c,?)cost) :

Esta férmula encierra algunas consecuencias interesantes:

. I , n 1
a) Si ¢, = -=—, serd constantemente s= — y la curva es
Vir 2
, . . , Va2 — r2 .
geodésica. Si ademds ¢, J a2 —r?= vy es racional, se ten-
r

dréd una linea geodésica cerrada que al mismo tiempo es curva
D, o sea, extremal de la torsién geodésica total.
b) Si arc?—1—r2¢,2>0, 0 sea ¢;> =, coto
) : Fet>0, e
essiempre finitoy por tantoel incremento decalo largo de una
curva extremal cerrada es cero.

¢) Siarc?—1-—r2¢2<C, o sea

1 .
¢ < m————————_—r) (32)
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la expresion (31) de coto se hace infinito para algunos valores
de 0. Observando como va variando ¢ con 0 se encuentra que:
despues de describir una linea cerrada el incremento de o es
igual al incremento del angulo 6.

: . do .
d) Derivando la expresién (31) se encuentra que d—; tiene

signo constante si arc,?2— 1 —r?c2<0. En este caso la di-
ferencia op — o ird siempre cremendo

5. Observemos por ultimo que la torsién geodésica total
de las curvas del toro extremales de la misma, vale (aplicando

(16), (26) y (27))

4
_ acy 3G
(Cg*/vx+r2612 dCP Vif-r2c,? ¢

[o}

Eligiendo ¢; de manera que satisfaga a'la condicién (32)

Yy ademas de manera que c, Va® —r® sea racional, o sea
Cliag_r2=‘% (33)

siendo p, q enteros primos entre si, se tendra una curva cerrada
cuya torsion total valdra (segun (15) y la consecuencia c) del
namero anterior)

C=

rE=TokkE kil B (34)

Como es posible elegir p y q de manera que se cumpla
(33) y ademas que (34) tome valores tan grandes como se
quiera, resulta: «Sobre el toro hay infinitas curvas cerradas
con torsion continua y siempre de signo constante y cuya
torsion total toma valores tan grandes como se quiera.

Por ejemplo, sobre el toro engendrado por un circulo de
radio r=3 que gira alrededor de un eje dlstante del centro

una dlstancm a=>5, la curva

0 =2arctg[2tg %cp]
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A p Ly4 4 .
correspondiente a la ecuacién (30) para ¢, V a? —r?= — tiene

la torsién siempre positiva y al cerrar después de dar 4 vueltas

Fig. 4

segin 0 y 5 segin ¢ tiene una torsion total igual (segin (34))

a 27 (;:T+A).'Esta curva estd representada en la Fig. 4. i

! Rosario, Instituto de Matematica, enero 1941.




