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RIASSUNTO

Il problema trattato in questa Memoria consiste in deter-

minare le caratteristiche numerative (dimensione, ordine, mul-
tiplicita di sottouvarietd, ecc.) delle varietd generate dagli spazi
lirieari aventi determinati ordini di contatto colle curve tracciate
sopra una superficie immersa in uno spazio di un numero qua-
lwlque di dimensioni, per un punto semplice ordinario di essa.
1 primi due e lultimo paragrafo si riferiscono a considerazioni
generalz I paragrafi intermedi studiano dettaglzatamente i casi
in ‘cui l'ordine del conlatio ¢ <6, ponendo in evidenza le dif-
ficolta crescenti del problema. La tavola riassuntiva di alcuni
risultati numerici posta al termine della Memoria puo servire
pure a dare un‘idea di questo fatto mediante il ritmo di cre-
scimento dei numeri, Aliri risultati particolari, massime rela-
tivi dlle varietd subordinate, che sanebbe lungo indicare, pos-

sono ricercarsi nel testo. L'indice finale pud pure servire di
orientamento.
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ESTUDIOS NUMERATIVOS SOBRE LAS VARIEDADES DE CONTACTO
DE LAS SUPERFICIES EN UN ESPAGIO DE = DIMENSIONES
.POR
B ‘LEVI --L. A. SANTALO - C. DE MARIA

REsUMEN. — Cpmo esté indicado en el Prélogo, el problema que mnos propome-
mos tratar es la caracterizacién numerativa (dimensién, orden, multiplicidad
de ciertas subvariedades, ete.) de las variedades _engéndmdns por los espa-
cios lineales que tienen determinado orden de confacto con las curvas tra-

) zadas sobre una superficie de un espacio de un nﬁmero de dimensiones bas-
{ - tante elevado, pasando por un punto simple ordinario de la misma. Los dos
;, . primeros y el Gltimo pArrafo se refieren a-consideraciones generales. En
E los pérrafos que median entre estos se estudian en detalle los casos que

kN corresponden a los 6rdenes de contacto < 6, pudiendo el lector darse cuen-

ta de como las dificultades del problema crecen répidamente. La tabla

\\ " puesta al final de la Memoria, resumiendo una parte de los resultados nu-

méricos, puede servir para dar una idea de este hecho sobre la base del

répido crecimiento de dichos ntmeros. Otros resultados particulares, prin-

cipalmente los que se refieren a las variedades subordinadas, encontrard el

. lector en el texto. Para facilitar la orientacién pnede servir también el
indice que cierra la Memoria.

PROLOGO

Dada una superficie sumergida en un espacio de un nimero
de dimensiones tan grande como se quiera, ¥ fijado sobre la
superficie un ‘punto, la de)‘mwufn de una curva trazada sobre la

Y superficie y pasante por el punto depende de una funcidn arbi-
traria; se puede por tanto decir que esas curvas constituyen un
canjunto infinitas veces infinito. Sin embargo, es una nocidn ele-
mental la de que las tangentes a esas curvas en el punto fijado son
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una simple infinidad, y precisamente,.en el caso normal en que el

punto es simple para la superficie, constituyen un haz, cuyo plano

se llama el plano tangente a la superficie en dicho punto. Pero,

si como se ha dicho, la dimensién del espacio ambiente se deja

crecer sin limitacién prefijada, podrdn considerarse, siempre en el
punto dado, planos osculadores a las curvas, o espacios de tres
dimensiones con un contacto triple (cuadripunto) o espacios de di--
mensiones sucesivamente crecientes y con contactos igualmente

crecientes en una unidad para cada unidad que sube la ‘dimensién.
Ahora bien, la distribucidn de estas variedades lineales osculadoras
estd muy lejos de ser- tan simple como.lo indicaria el caso de las

rectas tangentes.

Para el caso de los planos osculadores la blbllograha que
conocemos nos da como primero en plantearse explicitamente el -
problema Pasquale Del Pezzo en 1886 en una Memoria publicada
en los Rendiconti della Accademia di Napoli con el titulo: Sugh
spazi tangenti a ua superficie o varietA immersa in uno spazio a
pit dimensioni. Demuestra Del Pezzo que los planos osculadores
{«?) llenan un cono cuddrico de 4 dimensiones (sumergido pues
en un espacio de 5 dimensiones), que tiene por vértice el plano
tangente (cuddrica 3 veces degencrada). Esta conclusidn es por
olra parte anticipable intuitivamente por quien considere que, si
la superficie, supuesta en un espacio de dimensién n, se ‘proyecta
de una recta genérica del plano- tangente sobre un subespacio de
dimensidén n—2, la superficie proyeccidn tendrd, como corres-
pondiente al considerado, un punto doble cuyas tangentes, imdge-
nes de los planos osculadores de la dada, forman un cono cuddrico
en un espacio de 3 dimensiones.

Ahora ocurre observar que este simple razonamicnto "puede
bien extenderse al caso de considerar espacios osculadores de ma-
yor dimension, pero las conclusiones deducibles por este camino
resultan en seguida mds bien insignificantes en comparacién de
la complejidad del.problema, de manera que entre éste y. el ‘estu-
dio de la composicidn de la singularidad del punio multiple en
la superficie proyeccidn, puede bien fodavia esperarse una correla-

¢cidn y aclaracidn mufua, pero nada que se.parezca @ una casi
identidad.

La investigacion que aqul se presenta y el método para con-
ducirla fueron proyectados'por el mds viejo de los-autores de este
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trabajo mientras precisamente se ocupaba de los puntos singulares
de las superficies entre 1897 y los primeros aiios del siglo; aun
fueron -entontrados entonces algunos de los primeros nimeros;
pero la pretensidn, acaso excesiva, de encontrar fdrmulas numera- -
tivas generales y otros intereses suspendieron entonces el trabajo.
Mientras tanto el problema se presentd sucesivamente por casos
particulares a otros autores, generalmente en modo incidental para
otras investigaciones y varios resultados particulares fueron pu-
blicados. En 1933-34 para dirigir un joven alumno, el Sr. Ce-

"+ lestino De Maria, en una tesis para optar al titulo de doctor en

matemdtica en la Universidad de Bologna, le propuse llevar ade-

“laiite, en modo sistemdtico, el problema, pero por casos sucesivos

en vista de la extrema dificultad de las formulas generales; de
esta manera pudimos determinar o confirmar varios de es-
tos numeros, la mayoria de los que estdn conszgnmios en el
presente trabajo. Mas ocurrencias vulgares vinieron a separar al

1,profesor del joven colaborador casi en seguida después del exa-

men que le otorgara el titulo; y, habiéndose sobrepuesto a aque-
llas otros acontecimientos de mucho mayor gravedad, nos falta

“en este momento toda noticia de él. Sin embargo hemos insertado

su nombre en el titulo como debido reconocimiento y afectuoso
recuerdo’ de esa colaboracidn.

Seguimos considerando. la investigacién objeto del presente
trabajo, digna de atraer la atencidn de algun joven geémetra;
por esta razdn, conjuntamente con el Dr. Luis A. Santald, mi
valioso y querido colaborador actual, decidimos revisar y com-
pletar en_alguna parte los viejos epuntes y Uevar el todo a una
redaccidn suficientemente defuutwa como para formar un con-
junto que pueda leerse con cierto interés. En particular el Dr.
Santalé ha cuidado la puesta al dia de las citas bibliogrdficas,
la correccion de algunos nimeros y la introduccidn de algunas
consideraciones generales al principio y como conclusion del tra-
bajo. Con todo, éste resulta todavia mds bien la sefialacién de un
camino que un problema acabado.

Particularmente el estudio de los ultimos dos casos (§§ 5
y 6; espacios osculadores de 5 y de 6 dimensiones) nos parece
muy instructivo para sefialar las dificultades del problema, cre-
cientes muy rdpidamente con la dimensién, para indicar los mé-
todos de enumeracion aconsejables para enfrentarlas y para dar
una idea de la riqueza de resultados parciales que por tal camino



pueden “obtenerse; de: tal manera que podrian ellos ‘quizd servir
de modelo para sequir adelante algunos pasos, por dimensiones
crecientes. Muestran también como ocurre que los detalles que
se presentim por considerar aumentan entonces . rdpidamente.

Los " ejemplos andlogos ‘no son raros, prmclpalmente en las
cuestiones algebraicas, como ésta.

B. Leut



§ i CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE LOS [p] -
OSCULADORES A LAS CURVAS DE UNA SUPERFICIE
QUE PASAN POR UN PUNTO

1. COORDENADAS BARICENTRICAS HOMOGENEAS. — Dados en un

espacio de un niumero de dimensiones tan grande como $e quiera
p-+1 puntos

PP ... Pp ) ) (1 1)
‘ y atribuido a cada uno de ellos un peso, respec.tivamente -
Gy ... ap . |
‘representaremos ‘con
aPy+a, Py +...+a,P, (1.2)

el baricentro de ellos. Se sabe que, al variar los nimeros a;, los
puntos (1.2) llenan un espacio lineal, cuya dimensién es < p,
Y es precisamente p si los puntos (1.1) son linealmente inde-
pendientes, es decir si ninguno de ellos se puede expresar en for-
ma andloga a (1.2) mediante los p puntos restantes. Si esto ocu-
rriera, podrian suprimirse en -el grupo (1.1) cierto nimero de
puntos, de manera que los que quedan sean linealmente indepen-
dientes entre sf, y que todos los demés se expresen por ellos
mediante una suma anéloga a (1.2); todos los puntos que se
expresaban antes por (1.2) se expresarén entonces de la misma
forma por medio de este nimero reducido de puntos. Podremos
luego siempre suponer que el grupo (1.1) sea constituido por
puntos linealmente independientes y que la férmula (1.2) repre-
-senta los puntos del espacio de p diménsiones determinado por
ellos. ‘
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Si los nimeros a; se multiplican todos por un mismo factor,
el baricentro no cambia; pero en la hipétesis hecha de que los
(1.1) sean independientes, a sistemas de valores no proporcionales
de las a; corresponden siempre puntos distintos. Los ndmeros g;
podrén luego Namarse coordenadas baricéniricas homogéneas de
los puntos (1.2).

Si el espacip ambiente —de un nimero de dimensiones tan
- grande como se quiera— se imagina referido a un sistema de
coordenadas cartesianas homogéneas zy, Z;,...,T, Y se supone

Pi=(zjiz)... .z,
las coordenadas del punto (1.2) serin expresadas por

r,=az0tayz 4. .. +azP  (r=0,1,..,n)
y la condicién de quelos puntos P; sean independientes se expresa
por ser /=0 el determinante de las z,i. Esta interpretacién de las
a; podré tenerse presente cuando resulte cémodo; sin embargo.
la concepcitén baricéntrica tendra siempre la ventaja evidente de
asegurar el significado intrinseco geométnco de las consideracio-
_ mes que siguen. N :

Si una ‘de las coordenadas baricéntricas, por ej. a, es nula,
el punto representado por (1.2) estard contenido en un subespa-
- clo que contiene los restantes puntos P;, pero no el punto P,
~ Cuando este caso se excluye podré asignarse a esta coordenada
un valor constante, por ej. 1y las coordenadas baricéntricas
dejan de ser homogéneas. Esto va a ocurrir frecuentemerte en
" lo que sigue.

:Siguiendo el simbolismo de Schubert, un espacio lineal de e
dimensiones se indicar& por un {p].

2. Un punto P(t), funcion de la variable numérica ¢, des-
cribe una curva al variar ¢{. Evidentemente.

P(t+h)—P(t)
3

es la representacién baricéntrica de un cierto punto, del ‘cual se
puede determinar el limite para h=0; este limite es por defini-
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cién la derivada del punto P(t) y, si P(t) est4 referido a un sis-
tema de coordenadas cartesianas, sus coordenadas serin las deri-
vadas de las coordenadas de P. )
Analogamente se definen los puntos derivadas sucesivas de -

P(t).
' En lo que sigue ‘tendremos siempre que considerar curvas no
singulares, es decir tales que en el entorno de los valores de la
variable que ocurre considerar existen todas las derivadas que sean
necesarias, y los puntos por ellas representadas son linealmente
. independientes, incluso el punto P(t) como derivada de orden 0.
En estas condiciones el punto P(t), conjuntamente con los pri-
meros r puntos derivados sucesivos define un [r] que se llamara
[r] osculador a la curva en el punto P(t). Se ve en segmda
q'ue, para los primeros valores r=1, 2, ... .esta definicién coin-
cide con la de la tangente, plano osculador, etc.

+ Es importante notar que, en consecuencia de la homogeneidad
de ll'.‘g coordenadas (sea las baricéntricas, sea las cartesianas), los
sucesivios puntos derivados de un punto, funcién dada de una va-
riable, Sufren una indeterminacién, la cual sin embargo tiene
como tnico efecto un desplazamiento sobre el [r]-osculador de
minima dimensién que lo contiene. En efecto, si se pone

P(t)=a,(t)Po+a, (P, +... 40, (1)P,
le(t) P(t) = k(t) ag (£)Po + k() @y (t)Py + . . . + k() a, ()P,

de modo que P(t) y k(t) P(t) serAn geoméiricamente ¢l mismo
punto, se tiene, segin una conocida férmula de Leibniz,

drk(t)P(t)

qir = RO POXE) +rk (1) PO-1(t) + ( Yk (t) P-2(t)

+. ..+ K(t) P(¢) (2.1)
los indices superiores- representando derivaciones.

3. Supongamos dadas dos curvas P(t), Q(z) que tienen un
punto comin; podremos suponer que corresponda a los valores
de t yt, t=1t=0; esto significa que, siendo

Ply=Za;()P;, Q(x)=2b;(1)P;,
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se realizan las igualdades

af0) _ b(0)  ._ o
Za(0) ~Zbg0) oL

- p)-

Diremos que las dos curvas tienen un oontacto de orden r si
exxste una sustitucién ‘!_.‘t(t) tal que

s ’ .
5 (Zagy~ Sy @
para
s=1,2,>..(.,r. o ‘\‘
El célculo se desarrolla facilmente poniendo \\

1 1

k(t) _.2 Ol h(t)_Zb'(‘t)
y aplicando la (2 1). Cada una de las ecuaciones (3 1) impone
- entonces para el correspondwnto #0(0) un sistema de ecuaciones
lineales que,.para admitir solucién simulténea, implican un sis-
tema de relaciones eatre los a;(0), a’;(0),...,a{%(0), 5{0), ¥;(0),

» bf)(0), que,son las condiciones de cx)ntacto de los sucesivos
6rdenes .

Un caso pm'hcular que se presenta frecuentemente en el pré-
sente estudio es el de las curvas racionales normales

P(t) =Py +aytP, +a,t2Py +. . . 4 a,teP, (3.2)

donde las o; representan coeficientes numéricos constantes. Po-
niendo

1 .
k(t) =m, k(t) (1+2 0:;!‘):1,

se obtiene en seguida, por la férmula de Lelbmz ya recordada, la
relacién recurrente:
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KOO = [oy 8, K (0) 5 5 W (O)

3, 8y K7(0) +-

ENRGECIE 4(3- 3

k & , (s 1)!
% N _ Si luego consxderamos, oonJuntamente con (3 2) otra curva
T anéloga
\ - : .
Q(t)=po+B{TP1+Sgt2P2+...‘ (39

las dos curvas tienen el pun@o Py comuin

S Pe=PO)=00);

“ellas son- tambxén tangentes en Py, pues para.s=1, (3 1y (3 8)
dan Jugar a la condicién

ay (Pg— Py) =By (Po— P,).7(0),
‘que_se realiza para -

=2

1

Pero, para s=2, (3.1) y (3.8) dan todavia

2 {I(‘as_alg) PO_"'12P1+ ag Py] .
a2
— (B =5y P°—"3=12‘P1+52P2](F11) }
B (Po—Py) T(0)=0; (3.5)
debe luego primero ser nulo el coeficiente de Py, lo que dé ];1

condicién

’ "'2 @y : .
== ()
isi ella estk reélizada, (8.5) se reduce a

B, (Po Py) 7(0)=0
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de la cual resulta
7(0) =0.

Repitiendo el célculo para los valores sucesivos de s se ob-
tiene que la condicion para que las curvas racionales normales
(3,2), (8.4) tengan en P, contacto de-orden r se expresa por

, o :

Gy Gg
ser las razones— ,—,—, ..
: By Be B3

. las’ potencias sucesivas de un mis-~

mo namero.

4. ESPACIOS LINEALES OSCULADORES 4 LAS CURVAS TRAZADAS SOBRE

UNA SUPERFICIE POR UN PUNTO. — Supopgamos ahora dada una su-
perficie cuyo punto genérico indicaremos por x; ser& luegq fun-
cién de dos pardmetros; coordenadas curvilineas sobre la superfi-
cie: . 4

z=z (u,v). o (4.1)

Se determina una curva sobre la superficie poniendo uy v
funciones de una variable t. Nosotros supondremos considerar
curvas por el punto .

Ty=2% (O, 0)

y las representaremos ordinariamente tomando como variable 2
la misma u y poniendo luego N

v=uv(u), v(0)=0. (4.2)

Indicaremos las derivadas sucesivas de v respecto u con sub-
.1
indices :

) dh
Vy =——.
AT dar

Debemos ahora calcular expresiones convenientes para las de-
rivadas sucesivas del punto z considerado recorriendo la -curva

T=1 (u, v(u)).
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Para este fin pongamos

|

- T r) ore

. F, =k§0( k/ Qurkovk vt (4.3)

N r—i T

\ Fri -_':LEU (r_l)m vy . (4. 4)

Con estas notaciones observamos que se verifica

OFF

v, =(-—i) Fjn. : (4.5)

Ademas, representando por un momento por (Fi)’ a la de-
rivada, de F,i respecto de u, considerando a v, como si fuera
constante,‘ se tiene

i ip? S ortiy ortig
k2
(Fiy= ( )[ouwr:ﬂauw U T gurtiggkn T ”1"“]
r-~i Corilg i 97 OrHig
=3 —_— .k —_— -
;:o( A )our—k—.’+1ouk+i vt A fl (k_.l)o,rk-suaukﬁ U1
r—iy ortg =l e r—i\)  Ortig
= _ —— &
( 0 )()u:—mov: ,f‘;i( A ) + (k_l)}our—k—iﬂ.()vkﬁ Y1
r—iy 04z .
+ () gme™
Yy como:
r—i r—i r—z+1
e )G =0 )
Y
A et N orHly .
F i =Z ( k )oum—k—io,,k+i el

resulta

(F.ri)’=Fr.+1i- . (4.6)



—14 —
Por consiguiente, de (4.5) y (4.6) se-deduce ",

dF
du

Fiy b F(r—i)o.  (47)

Con esta ley de derivacién es fécil ir obteniendo sucesiva—

mente la expresién. de las derivadas sucesivas de z (u,v(u)) me-
- diante las notaciones (4.3)'y (4.4). Se tiene, en efecto, suce-
sivamente:

dz

Pt
czll z F,, + F o, .
((%Z = F3-+ 8Fglvy+ Filug, ‘ ' (\? 8}
déz
d—usz‘_*_ 6‘F31 v+ 3 F,2 029->1—4F,j1‘v? +Fp by -
elcétera. -

La expresxén general de estas derivadas se demuestra que
se puede escribir -en la” forma
"

dp 1 y fs v,
7:_P=_plth Ipsl.. (r——k)l(k 1) *(v,') (4.9)

donde la sumatoria estd extendida a todos los valores positivos
posibles de los indices que cumplen las” condiciones

. li;ZI‘ Zpi‘_‘k’l Eplllzp-l—k_r
(4.10)
r+k<p hk=r :

siendo los X; dlstmtos entre sf (*).

(¥) Para la demosiracién de la férmula (4.9) se puede ver O. Srorz,
Ueber die singuliren Punkte der algebraischen Functionen und Kurven, Mathem,
Annalen vol. 8, 18753, p. 417. Ep este trabajo la férmula (4.9) aparece en
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5. ESPACIO AMBIENTE Y DIMENSION DE LAS VARIEDADES ENGEN-
DRADAS POR LOS ESPACIOS [p] - OSCULADORES A LAS CURVAS DE UNL
SUPERFICIE EN UN PUNTO. — Dada sobre la superficie una curva
C, con asignar una determinada fupcién v(u), el espacio [p]-oscu-
lacor a la curva serd el determinado por los puntos

de dw  de
du’ du? "7 dup

(6.1}

z,

Cuyas expresiones estin .proporciomadas por (4.8), (4.9). Al
veriar la funcién v(u) y por tanto la curva C, variardn los va-
lores de v;, vy, ..., v,; pero quedan fijos los valores de las de-
rivadas

o'z
sutau: (OSr=p, 0sksr); (5.2)

Los puntos F,, Fi, y (6.1) (ver (4.8), (4. 4) (4.8), (4.9)) re-
correrdn luego variedades que serdn o curvas racionales normales o
bien variedades de mayor dimensién definidas en modo deter-
minado por puntos correspondientes de dichas curvas, como.
indican las férmulas (4,8), (4.9).

forma algo distinta, pero se reduce a la anterior observando que la funcién
de Stolz estd ligada con la ¥, por

Or =%Fr

y teniendo en cuenta, ademés, que

oFr _ .., F _ .
_bm =k, —-av‘, r{ir—1)F:®,
y de una manera general
.
Z:’:’ =r(r—1)...(r—k41) Fok.
* -

La férmula (4.9) se- encuentra también, en forma m#s o menos modifi-
cada en F. ENrIQUES, Teoma geometrica delle equasioni e delle fungioni al-
gebriche, vol. I, libro IV, cap. 3 y en A. MAMBRIANI, Sulls derivasione di
ordine superiore delle funsiom‘ composte, Bollettino della Unione Matematica
Italiana, ‘afio XIV, 1985, p. 10. En este €ltimo trabajo, en el que se tratan
cuestiones mucho més generales, hay extensa bibliografia.
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El ntmero de los puntos (5.2) es

1) (p+2
14248+ ...+ (p+1)=" .§p+);

ellos determinan luego un espacio de dimensién

(p+1)(p+2) | _ p(p+3)
2 .2

Por otra parte, la totalidad de los {p}-osculadores considera-
dos dependiendo de p pardmetros v, es un sistema ooP de espa-
cios de p dimensiones, luego una variedad de duneusxon 2p.
Concluimos:

La variedad de puntos generada por los [pl-osculadores-a las
curvas de una superficie por un punfo no-singular .de ella, st
puesta la superficie sumergida en un espacio ide dzmen&zon
bastante elevada, es una V,, sumergida en un espacio de ‘di-

mensién BAETZL (p :3) .

Nos convendrd también considerar, con mayor generali-
dad las variedades parciales constituidas por los [p]-osculadores
que pasan por el rhismo [r]-osculador fijo. Representaremos
estas variedades por el simbolo W(p,r); la Vgp del anterior teo-
rema es pues la W (p,0); y representaremos por S(p,r) su
espacio ambiente (*) y. por o(p,r) la dimensién de éste; en
el parrafo anterior vimos que

a(p,o)=P_(P12t"l.. (5.9)

La W(p,r) estd constituida por un sistema oor-r de [p];
por lo tanto tiene dimensién 2p —r.

Se calcula también facilmente la dimension o(p,1) que es
- el nimero de los coeficientes F.* que aparecen en las dz/du!
para [ <p; esto es el nimero de los pares r,k tales que

r+k§P; k‘gr) rgll

(*) Este sfmbolo usa E. BOMPIANI, Sopra alcune estensioni dei teoremi
di Mcusnier ¢ di Eulero, Atti R. Accad. Scienze Torino, vol. 48, 1913.
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resultando
o(p,1) = ent [P(P4+4)] .(*) (5.4)

Para determinar el nimero o(p,r) para valores de rz=2
* puede servir, en principio, una consideracién andloga; pero se

debe observar que, en este caso, combinaciones lineales de la
horma

aFEc,+BFXcot. .. (5.5);

donde™ c;, cy, . . . representan monomios formados por las v, con
A=<r deben contarse como un punto Gnico aunque comprenden
varias F. S(p,r) es entonces el espacio determinado por S(p—1,r)
y por tales combinaciones lineales que aparecen en la expre-
sibn (4.9) de dpz/dur sin haber aparecido en las expresiones
andlogas de’las derivadas d’x/dul! para I<p—1. La diferen-
cia o(p,r)—o(p—1,r) es el namero de estas combinaciones
lineales nuevas. Para evitar confusiones en los simbolos escri-
bamos nuevamente la (4.9) cambiando la letra r por s, em
cuanto ahora la r ha cambiado de significado; tenemos pues

drz

dup_z Crne .- ,kF,"v{:v;:... (5.6)

donde los C,,,, ...., son coeficientes numéricos que aqui no in-
teresa puntualizar; los indices estin sometidos a las condiciones

N2, s+k=<p, k<s
Zpi=k, Zp;N=p+k—s. . (6.7)
Los términos de (5.6) se separan en dos clases:

10: s+k=p. 20: s+k<p.

(*) En teorfa de nfimeros se indica con [n] la parte entera del nlimero
n; habiendo utilizado la notacién de Schubert para representar espacios, an-
teponemos el signo ent para distinguir este significado aritmético.
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En el caso 19, sustituyendo s=p—ken Ia segunda (5.7) se
obtiene

;i\ =2k,

que, con la primera (5.7) da \,=2; siendo por hipétesis r=2,
todos estos términos se reinen luego en una sola combinacién
lineal (5. B), ciertamente diferente de todas las que se han pre-
sentado para valores menores de p.

En el caso 29, a cada término de (5.6) corresponde uno
con el mismo factor F* en la dr-lz/durl, que difiere sin em-
bargo de €l por el hecho que una de las X; tiene valor menor en
una unidad y por un eventual cambio en el coeficiente C,,,,...q
del cual nos vamos a ocupar después. Noétese que, al decir que
una de las A; disminuye en 1, debe entenderse que, si fuera el

correspondiente p;>1, quedaria todavia el factor v{"‘_l, dfeo-

tuéndose el cambio de indice en uno sélo de los factores de.la
potencia. Debe notarse también que la correspondencia entre tér-
minos de (5.6) y de drlr/dur! po es biunivoca, por cuanto la
reduccién del indice puede operarse sobre un factor cualquiera
con \>2 y reciprocamente al pasar de la derivada menor a la
mayor puede aumentarse en una unidad el indice de cualquier v,
que sea factor de ese término. Pero este particular no va a in-
fluenciar el razonamiento que sigue.

Distingamos ahora los términos considerados segun tengan en
factor alguna v, con Azzr42 o tengan -en factorv,, y v, de
indice <r o bien tengan tnicamente estos ultimos factores.

La ultima clase de términos no tiene interés porque se agre-
ga a los términos provenientes de la hipétesis 10 por definir un
punto que no varia al variar la v, de indice >r.

Cada producto de factores v, con A=r+1 define por opues-
to un grupo de términos que definen un punto de S(p,r) distinto
de ese primero. Si en tal producto existe un factor cuyo indice X
sea =r+2, disminuyendo en una unidad este A se. obtiene un
grupo de términos andlogo referente a §(p—1,r); y el correspon-
diente desplazamiento en los exponentes p; produce sélo la multi-
plicacién de todos los coeficientes C, 5, ...y por un mismo factor.
Por cuanto puede operarse el paso inverso de los términos
referentes a S(p—1,r) conteniendo un factor v, con Az=r+1
a términos referentes a S(p,r) con un factor v,, A=r+2, se
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sigue que los puntos asi definidos como pertenecienteé'a S(p,r) ya
pertenecen a S(p—1,r).

Quedan luego por considerar sélo los términos de (6.6) en
los cuales existe algin factor v, y ademés sélo factores de in-
dice menor. Agrupamos todos los términos en los que aparece
una misma potencia de v.: sea vf,; tendremos de ellos un

+ grupo de términos referentes a S(p—1,r) en los cuales aparece
‘051 multiplicado por factores dependientes de indices A\ <r; pero
en' ta-axpresion andloga a (5.6) para driz/dur-1 aparece nece-

(p=1)!

sariamente entre los multiplicadores de vi7} un término (—1)!

F s—(p—l)'—l que no puede provenir del multiplicador de v,
en (5.6), pues los términos de esta procedencia contienen el fac-
tor v,. Se sigue que el grupo de términos considerado define un.
punto de S(p,r) no existente en S(p—1,r).

El factor v, se encuentra en los términos de (5.6). con
los exponentes

I
1, 2, "".em[r—l-l. =v.

Inferimos luego que

o(p,ry—o(p—1.r)=v+1. (5.8)
p=p—(r+1)v;

serd

]t[p—x] =v 0sx=
er ) para U=x = p

ent[f_;’i]=v;i para p+i(r+1)—r<xsp-+i(r+1)
I‘-rl
i=12,...,v—1

Por tanto, utilizando (5. 8) como férmula recurrente, se tiene

o(p,r) —o(r,r)=(p+1) (v+1)
+ (r+1) (vH(v—1) + (v—2) +...+2)

= (u+1) (1) + (r+1) ("_+3)§(ﬂ
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. Por otra parte |
o(r,r)=r;
luego, finalmente

(p.r) = (1) () + () B

(L) (pt2)
2

1.

Aunque en el razonamiento se han excluido los casos r=0,1.
se nota por el clculo directo y comparando con (5.3) y (5.4),
-que la férmula queda vélida también para estos casos.

Tenemos asi el teorema general (*): \

La dimensidn de los espacios S(p,r) se expresa por '

v+1)(p+1p+2
G(P, r) —_(————————)(g ) -1,
siendo
A — ._p_ —_ i
.v__ent[r 1], p=p—(r+l)v.

(*) Este resultado se encuentra sin demostracién en MENDRL, The dimen-
sionality of a certain linear space in the Projective Differential Geometry of
a variety in Hyperspace, Bulletin of the American Mathematical Society, vol.
36, (1930), phg. 219. Ver también, LANE, A4 Treatise of Projective Differen-
tial Geometry, Chicago 1942, pag. 399.



j § 2. ALGUNOS TEOREMAS PRELIMINARES

"6 Una FORMULA GENERAL.— En un espacio de dimensién bas-
tante elevada consideremos dos series o1 de. variedades (U ol
{V#] de los drdenes respectivos ¢, s, estando cada serie en correspon-~
dencia biuniveca y algebraica (proyectiva) con un mismo paré-
metro u. Las dos series llenardn dos variedades respectivamente
W4, Z9%,,. Supongamos que para un punto genérico de W=,
pasan precisamente p variedades U,! y para un punto de Zdg,
pasan v variedades V. Finalmente supondremos, por simplici-
dad que los espacios ambientes de Wr,,, y Z¢,, son indepen-
dientes, de manera que si 7 y ¥ son sus dimensiones respectivas
el sistema total considerado estd contenido en un [m-fx-++1].

Consideremos ahora la variedad constituida por el sistema de
todas las rectas que unen puntos de una Uyt y una V¢ corres-.
pondientes al mismo valor del parfmetro u; serd una T5 e
contenida en dicho [n+4x+1]. de la cual nos proponemos deter- -
minar el orden p.

Notemos que dos generatrices de T' no pueden cortarse fuera
de Wr ., 02Z9,,; en efecto, en la hipétesis contraria se ten-
drian dos pares de puntos réspectivaments de W<,y y Z%,, so-
bre un plano el cual contendria luego un punto comin a los espa-
cios ambientes de dichas variedades, contra las hipétesis anterio-
res. También se nota que los puntos de apoyo de una generatriz
genérica de TH,, gs0bre W< ;; y Z9,;, determinan univocamente
un par de U, Vg correspond1entes y por lo tanto un valor del
pardmetro u; en efecto, el pnmero de estos puntos sobre Wt
pertenece, por, hxpétesm, aun numero finito, p, de Ut a las
cuales corresponden igual nimero de Vs, de las que a lo menos
una pasa por el segundo punto de apoyo. Los puntos de inter-
seccién de estas V# —que podrian también no existir — consti~
tuyen en todo caso una variedad de dimensién <q-—1, por cuya
razén, si la generatriz es genérica serd una sola la V¢ por dicho-
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punto. Con mayor precisi6n, si’del punto considerado de Wty
se proyectan esos eventuales puntos de interseccién, se obtiene una
variedad de dimensién <gq (contenida en TP ,.,); y al variar
luego el punto sobre W, se genera una variedad de dimensién
=p+g¢+l, que podria también no existir y que llamaremos R.

Para determinar el orden de T'?p.q, vamos a contar el nd-
mero de sus puntos de interseccién con un [n+4yY—p—gq—1]
genérico del [r4-x--1] ambiente; podra siempre elegirse esie
[ +x—p—g—1] de manera gue no tenga puntos comunes con
R, ni con W=, ni con Z%,y; en estas condiciones cada uno de
sus puntos de interseccién con T’ determina, por la generatriz que
lo contiene, ui valor del parimetro u.

Observamos ahora que proyectando de ese [7 4y — p q—1]
la Upt que corresponde a un valor arbitrario de u, sea u,, se ob-
tiene una variedad conica de dimensién n4+x—gqy orden t.
que cortard Z9,, en of puntos, para los cuales pasan ofv v%xe-
dades V¢* determinando igual ntmero de valorss u, de u. Uno
de estos serd w; siempre y s6lo cuando u, corresponda, por lo
dicho, a un punto de interseccién del [x+x—p—q—1] con T.
Si se repite el razonamiento partiendo de un valor uy y de la V*
correspondiente: se determinaran tsu valores de u.

La correspondencia entre los u, y los u; es luego una (obv;
sp) vy tiene otv-{-tsp. comcldencms Resulta

p ==otv - TS

Podemos ahora eliminar la hipétesis de que los - espacxos de
‘Wi, Y Z94, sean independientes, observando que si, en la
coptraria hip6tesis, los dos espacios se cortan segin un [3] y
éstan luego contenidos en un [r+x — 3], eligiendo iotro [3] sin
puntos comunes con este espacio, podran las dos variedades
W y Z considerarse como proyecciones desds este [] de otras
W'y Z’, proyectivamente idénticas a las dadas respectivamente,
més contenidas en espacios [n] y [x] independientes. Si" enton-
ces se considera la variedad T’ de'las rectas que unen puntos
de variedades correspondientes U’ y V’, proyecciones de las U
y V dadas sobre W’ y 2’ y luego se proyecta nuevamente todo
el sistema sobre €l primer [n+x — 8], desde ese [5] tomado co-
mo centro de. proyeccién, la variedad proyeccxén de- T’ sera la
T? iqss; en la,proyeccién todos los niimeros ;anteriores se con-
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servan, con la nica excepcién que, si el centro de. proyeccion
contiepe i puntos de T, el orden p disminuye en i unidades.
Si este caso ocurre, igual nimero de puntos en la proyeccién
son al mismo iempte proyecciones de un punto de una Ut y
uno de la Vg correspondientes. Se tiene pues el teorema:

Si. dos sistemas algebraicos ®' de variedades {U], {V} de
“grdenes respectivos t y s en correspondencia homogrdfica lenan
dlos variedades W, Z de drdenes respectivos < y o, de manera que
por i punto genérico de W -pasan p variedades U y por un pun-
to genérico de Z pasan v variedades V (lo que puede expresarse de
modo intuitivo diciendo que W y Z son multpiles, con multiplici-
dades respectivas pyv); siademds W yZ tienen puntos comunes
pertenecientes a i pares U,V correspondientes (teniendo en cuénta
las respectivas multiplicidades) el orden de la variedad reglada
constitutda por las rectas que unen los puntos de los pares U,V ~
correspondientes se expresa por

p=ctv-|;tsp.——i. (6.1)

Si en particular Wy Z son curvas, y por consiguiente U
y V puntos, serd necesariamente t=s=p=v=1y la férmula
se simplifica en - ' :

p=06+4ft—1L (6.2).

7. ALQUNAS APLICACIONES DE LA FORMULA ANTERIOR. — Como
primera aplicacién, vamos a determinar el orden de la variedad
generada por los [pl-osculadores de una curva racional normatl

Py+tP +12Py+...4-tn P, (7.1)

Procedemos por induccién considerando primero el orden de
la desarrollable de las tangentes, que puede definirse como la su-
perficie generada por las rectas que unen puntos correspondientes
al mismo valor de ¢ de la curva (7.1) y de .la derivada (*)

(*) Por comodidad expositiva esta derivada se ha calculado introduciendo
en (7.1) una variable de homogeneidad, y derivando respecto de ella, Ia que
después se puso nuevamente — 1; el procedimiento equivale evidentemente (por
el teorema de Euler) a derivar respecto de ¢ y tomar luego, en lugar de esta
derivada inmediata, la curva (7.2) combinacién lineal de ella y de la primi-
tiva (7.1).
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nPo+{(n—1)tP 4+ (n—2}t8Py+... + 10 1P, ;. (7.2)

Bastaréd aplicar la férmula (6.2) donde debe ponerse

las dos curvas tienen comtn el punto P,y la tangente en él
(cfr. n. 2); por lo tanto tendremos i=1, y la tangente comin
deja pensar en la posibilidad de i=2. Para decidir es necesario
aplicar el procedimiento de proyeccién indicado en el n. anterior.

Indicando con Q un punto fuera del espacio Py, Py, ..., P,
la curva

(nPo+Q)+(n—1)tP 4+ (n—2) P+ ... (7.8)

es una proyeccion de (7.2), y se ve facilmente que no tiene
puntos comunes con (7.1); la reglada definida por los puntos
de las curvas (7.1), (7.8) correspondientes al mismo valor de
t contiene la recta

>‘Po+(’!Po+Q)=()\+n)Po+Q
que pasa por Q y la recta infinitamente préxima
A(Po+7P) + (R P+ Q+ (n—1)tPy)=(A+n) P+
(An—1)tP,+0,

donde © es un infinitésimo que permite despreciar las potencias
>1; esta recta no pasa por Q; se sigue que, al proyectar des-
de Q el sistema formado por (7.1), (7.8) y la reglada que las
une, el punto P, comin a (7.1), (7.2) representa una sola ge-
neratriz. Obtenemos por tanto el orden

nt+(n—1)—1=2(n—1).
Para obtener ahora la variedad de los [2]-osculadores a (7.1)

dcberan considerarse los planos que unen elementos correspon-
dientes de la reglada

(B+n)Py+ (p+n—1)tP, +(p+n—2)8Py ... (7.4)
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y de la curva segunda derivada
n (n—1) Py+4 (n—1) (n—2)At P, + (n—2) (n—3) t2 Py +.. .; (ﬁ'. 5)
deberd ponerse en (6.1)
a=2(n—1), t=(n—2), t=v=s=p=1;

para ‘determinar i deberd repetirse el razonamiento anterior susti-
tuyendo a (7:5) la proyeccién

(n(n—1) P+ Q)+ (n—1) (n—2)t P, + ...
Y se notard que pasan por Q el plano
A (ptn) Po+(n (n—1) Py + Q)
y el infinitamente préximo
A (k1) Po+ A (ptn—1) T P,
+(n (n—1) P+ Q) + (n—1) (n—2) *Py;
pero no el sucesivo; se tendrd luego i=2
p=2(n—1)+ (n—2) — 2=3 (n—2).

El razonamiento prosigue evidentemente por induccién obte-
niéndose para los [pl-osculadores la féormula general

p=(n—p) (pH1). (7.6)

Es decir: el orden de la variedad generada por los [p]-oscula-
dores de la curva racional normal de orden n estd dado por (7.6).
Hay que observar que si p=n—1, la variedad de los
[n—1}-osculadores llena el {n] ambiente de la curva; entonces el
nimero p==n representa el nimero de [n— 1]-osculadores que
pasan por un punto, o sea, la multiplicidad del [n] ambiente.

8. Apliquemos ahora los resultados de los nos. 6 y7a re
solver este otro problema: se tienen dos curvas racionales norma-
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les Cy,Cy de ordenes n; y ny y contenidas en espacios [n,}, [ny]
independientes (o, por lo menos, suponemos que las dos curvas
0o tienen puntos comunes); suponemos establecida una corres-
pondencia proyectiva entre las dos curvas y correlativamente una
entre los [pyl-osculadores a C, y los [p;]-osculadores a C,, sien-
do correspondientes los espacios osculadores en puntos correspon-
dientes; se trata de determinar el orden de la variedad de los
{pL+ps+1) determinados por estos espacios dorrespondientes.

Bastara aplicar (6.1) con i=0, t=s=p =v=1y dando a
oy t los valores que corresponden por (7.6). Se obtiene

p=(n;—p1) (p1 +1)+ (ng—ps) (pz +1). i8.1)

Supongamos ahora que el problema anilogo se ponga: con-
siderando un némero cualquiera de curvas racionales normales
en espacios independientes, de los 6rdenes ny, ns, ..., 0,y las\ va-
riedades respectivamente de los [p;l-osculadores (i=1,2,...,r) a
los mismos puestos en correspondencia proyectiva; y supongamos
que se pida el orden p dela variedad de los [X p;+r —1] determi-
nados por estos [p;] correspondientes. Procediendo por induccién
como en el n. 7 se obtiene

p=2Z(n—pi) (pi+1). (8.2)

Se puede, por tanto, enunciar el teorema: .

Sean r curvas racionales normales de drdenes respectivos.
ny, N, . .., n, referidas entre si proyectivamente. Consideremos en
puntos homdlogos los espacios osculadores de drdenes py, ps, .. .,
Pr (p,"< n;) respectivamente y supongamos que estos espacios 0s-
culadores no tengan entre si punto comin. En estas condiciones
los espacios lineales de dimension X p;+r— ldeterminados co-
mo suma de cada grupo de espacios osculadores homdlogos, des-
cribirdn una variedad de dimension X p;+r y de orden dado
- por (8.2).

Ejemplos. 1°. Supongamos una cibica racional normal Cg
y una cénica C, cuyos espacios ambientes no tengan punto comin
y entre cuyos puntos exista una correspondencia proyectiva. Con-
sideremos los planos determinados por cada tangente de Gy y
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el punto homélogo de Cj. El lugar geométrico descrito por
todos estos planos serd una V3 cuyo orden se puede calcular por
la férmula-(8.2) poniendo n1_3 pi=1, ny=2, p;=0. Re-
.sulta que dicho orden es 6.

20, Consideremos en cambio la V; engendrada por los pla-
-.os determinados por las tangentes de C, y los puntos homélo-
gos de Cj, serd n, =2, pl_l ny=38, ps=0y el orden de di-
cha ¥ sera 1gual ab.



§ 3. VARIEDADES ENGENDRADAS POR LOS [2] Y [3]-
OSCULADORES EN UN PUNTO A LAS CURVAS DE
UNA SUPERFICIE QUE PASAN POR EL MISMO

Las variedades descritas por los [2] y [8]-osculadores a las
curvas de una superficie que pasan por un punto han sido ya
estudiadas, respectivamente, por Del Pezzo (*) y C. Segre (**).

Sin embargo vamos a obtener de nuevo los resultados de

estos autores utilizando nuestras notaciones, para que sirvanp de:

ejemplo e introduccién de la marcha que vamos a seguir en los
casos sucesivos. Al mismo tiempo estudiaremos algunos calos
de degeneracién que no fueron considerados por jlos autores
menciopados.

9. VARIEDAD ENGENDRADA POR LOS [2] OSCULADORES 4 LAS CUR-
VAS DE UNA SUPERFICIE EN UN PUNTO COMON. — Segtia lo. dicho en
el n.° 4 ysegin (4. 8) la variedad engendrada por todos los
planos osculadores en el punto z a las curvas de una superficie
z==z(u,v) que pasan por el mismo, es la variedad determinada
por los tres puntos

Lz, I o,+3,v, Ul F4Fle,  (9.1)

al variar v; y v, a todos los valores posibles.

Fijando primeramente v; y haciendo variar v, o sea, consi-
derando tinicamente las curvas de la superficie con una misma
tangente fija, los puntos I y II se mantienen fijos y el 1II
describe la recta que une lo3 puntos F, y F,1. Por tanto los pla-

(*) DeL.PErzo, Sugli spazi tangenti ad una superficie o od ung varietd
immersa in uno spazio di pid dimensioni, R. A. Napoli, XXV, 1886, phg. 176.
Ver también LANE, loc. cit.,, pag. 392.

(**) C. SEdRE, Su una classe di superficie degl’iperspasii legate colle equa-
zioni linears alle derivate parcisli @i £ ordine, Accad. Reale 8c. Torino, vol
XLII, 1807. Ver también LANE, loc. cit. phg. 397.
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‘nos osculadores describirdn un haz cuyo eje es la recta determi-
nada por los puntos Iy II, o sea, lNenarin un [8]. Este [3]
gerd el $(2,1) (n.° 5).

Como, segin (4.4), es Fil=xz, y el punto III para vy=o
. coincide con el Fi1, el S(2,1) anterior puede considerarse defi-
"nido_por los puntos i
N

\,

~,: z, W a, II:z, IV, F, (9.2)

Los tres .primeros determinan un plano fijo (el plano tangente a
la superficie en el punto z considerado) y el dltimo punto

F2 = zuu + 2zuu v + Ty ”12 (9 3)

al variar v, describe una cénica contenida en el plano determinado
per los puntes z,,, %, Z,,. Por tanto (*):

La variedad engendrada por los planos osculadores en un
panto a las curvas de una superficie que pasan por el mismo, es
él cono de 2°. orden y dimensidn 4 que desde el plano tangente
proyecta los puntos de la cdnica (9. 3).

10. CAsos DE DEGENERACIGN. — El cono V2 anterior puede
degenerar en dos casos:

a) Cuando el plano de la cdnica .(9.3) tenga punto comun
con el plano tangente a la superficie. Si estos planos unicamente
tienen un punto comun, ellos determinan un [4] que debe corite-
ner a la variedad de los planos osculadores, la cual, siendo de
dimensién 4, degenerard en este [4]. En este caso, los puntos
T, Ty, Ty Tyys Tygs Tyys POT estar contenidos en un [4), no son
independientes y existe por tanto una relacién de la forma -

Az + Bz, + Cz, + Dz, + Ez,,, + Fz,,=0. (10.1)

Para todos los pﬁntos.z(u, v) de la superficie para los que

(*) Esta variedad fué estudiada por primera vez por DExL PEzzo, loc. cit.
Ver.también LANE, loc. cit., pfg. 392. Mas generalmente, la variedad engen-
drada por los planos osculadores em un punto a las curvas de una variedad
de dimensién m, es un cono de dimensién 2m y ordem 2m-1 Ver LANE, loc.
eit. pig. 403.
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se cumpla una relacién de la forma (10.1), el cono cuadrico da
los planos osculadores a las curvas que pasa.n por ellos, degenera
en un [4](*).

Si el plano tangente y el de la conica (9.3) tienen una recta
comin, los dos planos determinan un [8] en el cual degenera la
variedad de los planos osculadores. Para que esto ocurra es
necesario y suficiente que se cumplan dos relacmnes de la for-
ma (10.1). :

b) Cuando la cdnica (9.3) degenera en una recta. Entonces
la variedad de los planos osculadores se reduce al [4] determi-
nado por el plano tangente y esta recta. Para que la conica
(9. 8) se reduzca a una recta, como z,,, %,, son dos puntos de la
cinica (correspondientes a v; =0, v;=w) y z,, es el punto de
interseccién de las tangentes en ellos, bastard que exista una re-
lacién de la forma z\
Az, + Bz,,+ Cz,,=0. (10.2)

. 11. VARIEDAD DE LOS [8] - OSCULADORES A LAS CURVAS DE UNA
SUPERFICIE EN UN-PUNTO.— Segin el n°. 4 y (4.8) el [3}-oscula-
dor .en el punto z a una curva de la superficie z=ax(u,v) estd
determinado por los cuatro puntos A

I: z, I: F,, 1II: Fe+Flv,, IV: F3+3F 1y, F,1v,.
L)

Al variar v;,v;,v; entre todos los valores posibles, o sea.
al considerar todas las curvas de la superficie que pasan por el
mismo punto z, el [3] determinado por los puntos (11.1) descri-
bira la variedad W(3,0) de dimensién 6 que es la. que: quere-
mos estudiar.

Supongamos primero que v; y v, permanecen fijos y ha-
gamos variar vg. - El punto describird una recta, mientras el
plano de los puntos I, II, II1 permanece fijo. Por tanto: la va-
riedad W(8,2) descrita por los [3]-osculadores en un punto a
todas las curvas de una superficie que pasan por el mismo y

™) ‘C. SeqrE, loc, cit.,, ha estudiado las superficies tales que imm todos
sus puntos se verifica la relacién (10.1).
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tienen en él un plano osculador comun, es un [4], que coincide
con el 8(3,2) (n.° §). !

Véamos ahora la variedad descrita por estos §(83,2) al variar
vy, quedando fijo todavia v,. Como la recta descrita por el punto
IV al variar vy pasa por el punto Py 1 (correspondlente a vy =0
para cualquier valor de v, cada S(3, 2) puede venir determinado
nor los 5 puntos:

Ip: z, I,: Fy, WI,: Fq1, IV, Fy, Vg Fg+38Ftu,.  (11.2)

Al variar vy, manteniendo fijo v,, los 4 primeros puntos
(11.2) se conservan fijos, mientras el punto V, describe la recta
que une el punto Fy con el Fgl. Por tanto:

La variedad W(3,1) descrita por los [3]-osculadores en un
punto a las curvas de una superficie que lienen en él una misma
tangente, es un [6], que coincide, en consecuencia, con el S(8,1).

Como este [b] contiene el punto F,!, en lugar de los puntos
(11.2) se puede también definir por '

Ib: T, IIb: Fl’ IIIb: Fll,
Vo Fgl, Vi Fy,  VI: 'Fy (11.3)
Yeamos ahora la variedad descrita por estos [5] al variar v,.
Como F,'=z, F;=4a,+x,v,, en lugar de los puntos (11.3)
pueden tomarse también
I: 2, I1;: =, 1l =,
IV,: Ft, V. Fy, VI Fy. (11.4)
Al variar v, los 3 primeros permaﬁecen fijos y determinan

el plano tangente a la superficie en el punto z considerado. El
punto F; describe la conica (*)

Fo(v)) = Zyy + 22,001+ Ty vy® (11.5),

(*) Obsérvese, de una manera general, que por ser, seghn (4.5), F i igual
salvo un factor constante a la derivada DVF' , el punto Fr; estd sobre el

espacio [{] osculador a la curva descnta por el punto F_ al variar v,



— 33—
y Fg' es un punto situado -sobre la tangente ala misma en el
punto correspondiente a cada valor v, (¥).
El punto F; describe la cibica

Fy(v,) =.xuuu + 82,0 ;1 + 8%, V12 + Ty 013 . (11.6)

Por tanto, para cada valor de vy, los 3 Gltimos puntos de
(11.4) determinan el plano que contiene la tangente a la cénica
(11.5) y el punto correspondiente al mismo valor de v, de'la
clibica (11.6). Al variar v,, segin el teorema del n°. 8 (ejemplo
20.), este plano describird una Vgb.

Teniendo en cuenta los resultados generales del n°. 5 se
puede por tanto enunciar:

La variedad W(8,0) descrita por los [3]-oscubadores en un
punto a las curvas de una superficie que pasan por el mismp es
una V& contenida en un [9]. Esta variedad coincide con la des-
crita por los espacios S(3,1) al variar la tangente (**).

Segtn lo dicho, esta Vg es el cono obtenido proyectando
desde el plano tangente como vértice, la ¥V, eigendrada por los
planos determinados por las tangentes a la conica (11.5) y los
puntos homélogos de la cibica (11.6).

Puede ser interesante observar que la V5 mencionada tiene
como puntos dobles todos los.puntos del plano de la conica
Fg(v,) (11.5). En efecto, proyectemos la V35 desde un punto
cualquiera de dicho plano sobre un hiperplano; Fg(v,) se pro-
yectard segin otra cubica Fyg*(v,) y el plano de Fy(v;) segun
una recta; la Vg5 se proyecta por tanto segin la variedad obtenida
proyectando desde esta recta los puntos de Fy*(vy), o sea es una

(*) En lo sucesivo indicaremos simplemente con F el punto genérico
definido por esta expresién, y por F (v,) la curva descrita por este  punto
al variar v,

(**) Como ya dijimos ecste resultado se encuentra en C. SEGRE, loc. cit. Ver
también, LANE, loc. cit. pig. 397. 8i en lugar de una superficie se considera
una variedad de dimensién m, la variedad engendrada por los [3]— oscula-
dores a las curvas de la misma que pasan por un punto es de dimensién 3m
y de orden

4 Sk—1 (2m—k—1 )
k—1 m—1

Ver E. BomMpiaN1, loc. cit, phg. 7.
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V48, ‘Puesto que el orden ha d;smmmdo en dos umdades, el
" “centro de proyeccién es doble para Vb

L En “conSécuencia la W(3,0) tendrd como doble el [5] que
" desde-el- plano’ tangente proyecta ‘el plano de la conica Fy(vy);
. este [B] es el espacio ambiente del cono W(2,0). Por un cambio -
-de -pardmetros u,v, cambia el plano dela cénica Fyg(v,), que-
«dando. empero,-siempre dentro' de ese [5]; se realiza asf la nece-
'saria invariancia respecto un camblo de pardmetros, de las con-
-Glusxones geométncas .

fo s 12 CAsos PE DEex.wcxéN DE LA VARIEPAD DE LoS [3] - osou-
mpox;zs A LAS CURVAS DE UNA SUPERFICIE POR UN PUNTO.— Hare-
-4 mes todayﬁa una répxda resefia de los posibles casos de degenera-
" cidn,. sobre la cual podréd amoldarse el problema anélogo ‘para las
= variedades osculadoras de mayor dimensién sin que tengamos
- gye. detenarnos mgyormente al tratar de estas variedades supe-
riores. ,
Shen Debe notarse que en todos los casos las variedades que esti-
“ ‘diames.quedan definidas: por asignar cierta correspondencia entre
- puntos.de curyas racionales normales. Observando que tales cur-
% vas definen -autométicamente la dimensién del espacio que las
! gontiene y que por una transfoxmacxén proyectiva de eése espacio
< dos curyas racionales normales de igual grado se cambian una en
" la otra ]lévéndese a coincidir los puntos correspondientes en una
: relacidn proyectiva cualquiera previamento establecida entre ellas,
resulta .que la degeneracl.é{l puede ocurrir solamente por efecto
"¢ de,ung, reduccién .de la dimension de los espacios considsrados,
" por efecto de dgpeudqncxas lineaJes entre los puntos definidos por
~ las derivadas parciales sucesivas del punto’z respecto de los para-
. melrosyu, v. Es evidents que tales eventuales dependencias linéales
" . se conservan por un cambio de parimetros.
. En seguida se deben distinguir dos casas segiin que la dege-
_raci6n \ya se manifieste en la W(2,0), o bien sea esta normal.

10, Se sabg que la. W(2,0) degenera en un [4] por el plano
tangente cuando la Fy(v,) se reduce a una recta. Si la Fy(v,) no
presenta degeneracién, la W(3 0) se reduce a la proyeccién de
~esta- Fy(v,) desde dicho [4]; ‘es por lo tanto una V¢* contenida
en un [8].

. 29, 8i la W(2,0) no es degenerada, una distincién es todavia
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necesarid, segun’ que: a) Fy(v,) no tiene puntos comunes con la
Fy(vy); b) Fg(v;) tiene puntos comunes con Fg(v,); ¢) Fg(vy)
es degenerada en una curva plana. .

a) En este caso'no se presenta otra novedad que una reduc-
cién de la dimensién del espacw ambiente de la W(3,0) en una,
dos o tres unidades.

b) Si puntos comunes a Fy(v;) ¥ Fy(v,) corresponden al mis-
mo valor de vy, en la aplicacién de la férmula (6.2) aparece un
valor de i>0, implicando una reduccién del iorden de W(3,0).
Tal reduccién no producen al contrario eventuales puntos comunes

" que corresponden, para las dos curvas, a valores distintos de v,,
presentindose entonces solamente la formaciéon de puntos multi-
ples de W(3,0). En el primer caso el valor de v, que caracte-
riza el punto comin define una direccién tal que las curvas de la
superfxcxe tangentes a ellas tienen plano osculador con contacto
maés elevado (cuadripunto). '\.

c) La degeneracién de la F,(vx) puede ocurrir simplemente
porque (ésta se cambie en una cibica .plana o porque la curva
reduzca el orden. En el primer caso .se producé en general sélo
una singularidad en la W(3,0) debida al punto doble de la ca-
bica. El segundo caso se produce porque, al expresar las z,,
Ly, Tugt: — como ‘combinaciones lineales de tres puntos del
plano de 1a’curva, se separa en los coeficientes un factor ‘comin
funcién lineal dé v, (en caso de ser 0 todas las coordenadas de z s
deberia considerarse tal el factor v; —o). El orden deducido de
la aplicacién de (6.1) se reduce en una unidad (salvo mayor
particularizacion), pero se presenta una particularidad anéloga a
la ultima observada en b) para todas las curvas tangentes a la
direcciéon que corresponde al valor de v; que anula el factor alu-
dido.

No consideramos interesante entrar en mayores detalles.




§ 4. VARIEDAD ENGENDRADA POR. LOS [4] - OSCULA-
DORES EN UN. PUNTO A LAS CURVAS DE UNA
SUPERFICIE QUE PASAN POR EL MISMO

13. VARIEDAD DE LOS [4] - 0SCULADORES. —E} [4]osculador en
el punto = a la curva definida por la funcién v=v(u), contenida

~ en la superficie z=2(u,v), vimos en el n°. 2 que es el determi-

nado por los puntos

I: =z,
I: F,,
III: Fo+ Filu,, ’ {13.1)

IV: Fy+3F;lv,+F,lo,,
V: F4+6Fslvg+3F22v22+4F21v3+F'11vé‘

Queremos estudiar las variedades W(4,1) (n. 4) descritas por
estos [4]-osculadores al considerar todas las curvas de la superfi-

" cie que pasan por el punto z.

Si v,, vg, vy permanecen fijos y se hace variar 04, los espa-
cios (13.1) describen el [6] determinado por los 4 pnmeros
puntos de (13.1) y la recta que describe el punto V al variar
v,. Este [5] es el 8(4,3) que coincide con la variedad W(4,3).

Este S(4,8), puesfo que contiene el punto F,! (correspon-
diente a v,=o), puede también determinarse por los puntos

I;: =z,
II,: F,, WI: Fa,
IV,: Fy, - V,: F34-8Fg, (13.2)

Ia: F4+6F31v2+3F22022+4F2103.

Manteniendo fijos v, v, y haciendo variar v, los puntos I,
II,, ...V, permanecen fijos y el VI, describe una recta. Por



tanto los S(4,3) anteriores, al variar vy, describen un [6]. Este
[6] es el 8(4,2) 0 W(4,2). '

Como el espacio lineal S(4,2) contiene el punto Fy! (corres-
pondiente a v3=wm), puede considerarse determinado por los pun-
tos

I,: =z,
IIb: Fl’ IIIb: Fll,
Ivb: Fz, Vb: Fg", (13. 3)

Vlb: F3, VIII): F4+6F3102+3F221‘22.

Manteniendo fijo v, -y haciendo variar v, los 6 primeros pun-
tos de (13.3) permanecen fijos y el VII, describe una conica.
Por tanto:

La variedad W(4,1), lugar de los [4]-osculadores en el punto
z a las curvas de una superficie que tienen una tangente comur,
es el cono de 20. orden obtenido proyectando desdz el [5] detar-
minado por los 6 primeros puntos de (13.3), la cdnica descrita
por VII, (¥). .

El plano de la conica VII,, mas el vértice [5], determinan
un [8] en el cual esta contenida la W(4,1). Este [8] es el S(4,1).

Queda por estudiar la variedad W(4,0) descrita por los [6]
determinados por los puntos (13.3), al variar vy y v..

Siendo Fy=z,+z,v,, Fil=x, en lugar de los puntos
(13.3) se pueden tomar los siguientes

I: =, 1. =z, I, z,

IV,: F,, V,: Fd, VI:F, (13. 4)
VII,: F,+6Fgtv,+3F,2v..

L]

Al variar v, y vy los puntos I, II, III, permanecen fijos:

sus combinaciones lineales llenan el plano tangente en z. Los pun-

tos Fy, Fyl, Fy determinan el plano m; que pasa por la tangente
a la conica Fy(v,) en el punto correspondiente al valor v, del
parametro y por el punto homdélogo de la cibica Fg(v,). Este
plano =, al variar v, describe una variedad X, de 3 dimensio-
nes que ya vimos en n°. 8, cjemplo 2°., que es de orden 5. El

(*) Ver LANE, loc. eit. pig. 399.
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punto VII,, al variar v, describe una conica C; que pasa por el
punto Fy de la cuértica

4(v1)—~( ) vyi (18.5)

ui‘l Jvé
y por el punto fijo Fy2==z,, de manera que las tangentes en
estos dos puntos se cortan en el punto Fg! perteneciente a la tan-
gente a la cibica F 3(v;) en el punto correspondiente al mismo
valor de v;. Al variar v, esta cénica C; describirs una superficie
35 cuyo orden es facil de hallar. Cortemos, en efecto, por un
hiperplano que contenga el punto x,,y el [3] de la cubica
F4(v,). Este hiperplano’ cortara a Fy(v,) en 4 puntos, por cada
uno de los cuales pasa una cOnica C, totalmente conte-
nida en el hiperplano, puesto que en él estan los puntos z,,=7F?
y Fgl. Fuera de estas 4 conicas el hiperplano y X, no pueden
tener otro punto comin, pues si fuera A uno de ellos, el plano
de la conica C,; que pasa por A tendria con el hiperplano los pun-
tos comunes A, Fy2, F3! y por tanto toda la C, estaria contenida
en el hiperplano. Por tanto la seccion de X, con un hiperplano
de los considerados se compone dc 4 cénicas, luego X', es de
orden 8, o sea, es una V,8.

Para cada valor de v, consideremos al cono cuadrico V2
que desde el plano 7, proyecta la C; correspondiente. Al variar
vy, este cono .V 2 describira una variedad V, que, proyectada des-
de el plano tangente nos darad la W(4,0) buscada. Para hallar
el orden de esta V; aplicaremos el teorema del n.© 6. En el caso
actual la Wy, esla 3, yla Z, es laY,. Por tanto es =38,
=5, t=2, s=1, p==v=1. Hay que observar que X, y &,
tienen comun el punto Fy? =z, que, como todo punto del plano
de la conica Fy, vimos en el n°. 11, que es punto doble para X;
ademas el plano =, que pasa por z,, y la conica C, correspon-
diente son tangentes en ¢l punto z,,, pueslo que la tangente a C,
cs la recta que une z,, con el punto de Fy correspcndiente a v, =o
0 sea €on Z,,, recta contenida en wt;.

Por tanto, el punto z,, hace que en cl teorema del n°. 6
s¢ deba tomar i=4 (dos unidades por ser z,, doble y dos uni-
dades por la tangencia). Luego el orden de la V, mencionada,
aplicando (6.1), serd igual a 14.

Proyectando esta V,14 desde el plano tangente se tiene la
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W(4,0). Por tanto, juntando con lo dicho en general en el no.
5, se tiene:’

La variedad W(4,0), engendrada por todos los [4}-oscula-
dores a las curvas de una superficie en un punto, es una variedad
de dimensidn 8 y orden 14 contenida en un [14}.

El orden de la V; anterior puede determinarse por otro mé-
todo. En efecto, si se corta por un hiperplano de S(4,0), bastard
hallar el orden de la V. que resulta como seccién. Cortemos por
un hiperplano H que contenga el [3] en el cual esti contenida

Fy(v,) y €l plano de Fy(v,) y corte al [4] que contiene a Fy(v,)
seghn un [3]. Este hiperplano H cortard a F (v,) en 4 puntos y
a X, segln 4 clnicas. A estas cdnicas -corresponden 4 planos ;.
contenidos en H, desde los cuales proyectando las conicas res- -
pectivas se obtienen 4 conos cuédricos, de dimensién 4, que for-
man parte de la interseccién. Resulta asi, como primera parte
de la interseccién de H con Vi, una variedad de orden 8. Falta
ver la parte de la interseccion que estd contenida en el [6] deter-
minado por el [3] de Fy(v,) y el plano de Fy(v;), que hemos
dicho pertenece a H. _

La V; cuyo orden buscamos es el lugar de los [3] determma—
dos por los puntos

IV,_.:,Fz,_ V.: Fgl, VI F, o
L (13.6)
“ VII: F,+6F;lv,3F 20,2

al variar vy y vy, y se trata de determinar la parte de esta varie-
dad contenida en el [6] determmado por el [3] de Fy(v) yel
plano de E,.

Supomendo fijado en la (13.6) el valor de v,, se determina
una V,2 componente de la V; considerada, cono cuadrico que pro-
yecta del plano-vértice FyF;1F; la cénica VII;; el [6] dicho
corta el plano de VII, segiin la recta Fg4l F,2, tangente a la cénica
en el punto Fy2. Se sigue que este [6] tiena en comim con la
V2 el [3] F3 Fy1 Fy2 Fy contado dos veces. Para obtener la inter-
seccion buscada bastard ahora hacer variar v,; F,Fyl Fy? es el
plano de la conica Fy(v,) y queda fijo. El [8] FyFy Fy2F,
recorre luego la V3, cono clibico que del plano-vértice Fy Fgt Fy?
proyecta la cubica Fy. Evidentemente este cono debe contarse dos
veces en la inferseccién por ser tal cada [3] generador, y queda



SRR I e S

—39 —

en- definitiva que' H corta-d V; segin.una_ variedad..compuesta
de 4»00nos .cuéidricos y uno ctbico doble, .0 sea 'de orden 8+6=14.

14. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA VARIEDAD W (4,0).— Varnos
a obtener algunas propiedades de la W(4,0) relacionadas con las
variedades que-hemos visto servian para su determinacién. Estas
variedades, tales como las = y X;.0el plano de lacénica Fy(v,),
no-son evidentemente intrfnsecas de la W(4,0), sino:que dependen
de los parémetros .elegidos. Sin embargo,.debe récordarse que urt
cambio de parédmetros induce en las derivadas parciales de cada
orden, una transformacién proyectiva, més una combinacién li-
tieal con derivadas de orden inferior que puede interpretarse co-
mo proyeccién de los espacios lineales determinados por éstas.
Puesto que la generacién de las"W(p,q) incluye siempre tales
proyecciones, como ya tuvimos oportunidad de observar al es-
tudiar la W(3,0) al final del n°. 11 y como lo.van a demostrar
las consideraciones que siguen para la W(4,0), se reestablece
por este camino la necesaria independencia geométrlca de la

-eleccién. de los pardmetros.

1o. Los puntos del plano de la cdnica Fz(vl) son multlples
de orden 6 para la variedad Vg -

Para ver el orden de multxphcldad de los puntos del plano
que contiene la cénica Fy(v,), proyectemos la variedad V; desdb
uno cualquiera de ellos, sea el punto z, sobre un hiperplano. La
clibica F4(v,) se proyecta en otra ciibica Fg*(v;) y la cuértica
Fy(v;) en otra cudrtica F,*(v;); el plano que contiene Fy(v,)
se proyecta en una recta R. La variedad X, (ver no. 13) se
proyecta en la variedad * ™ engendrada por los planos que des-
de R proyectan los puntos de Fy*(v,). La superficie X, (n°.
13) se proyecta en la superficie engendrada por cénicas C;* (pro-
yeccién de las conicas C, del n°. 13) que se apoyan en F,*(v,)
Y que pasan por un punto fijo P de la recta R (punto proyec-
cién del z,,) y cuyas tangentes en el punto P y en el punio co-
mian con F *(v;) se cortan en los puntos de la conica Fgl*(vy)
proyeccion de.la Fgl(v,).

- Al proyectar desde un plano generador de X,* la cénica
C,* correspondiente, ‘como la recta R y C,* tienen el punto P
comin, la proyeccién es el (4] determinado por R, el punto Fg*
de la cabica Fyg*(v,), el punto F3'* de la comica Fy1*(v,) y el
punto F* de la cudrtica F*(v,).
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Puesto que los puntos F3* y Fy1*, anilogamente a los corres«
pondientes Fy y Fyl de antes de la proyeccién, determinan la
tangente a la cabica Fg*(v,), el plano de los puntos Fg*, Fyi* y
F* es el determinado por una tangente a la cibica F 5*(v1) y el
punto correspondiente de la cuartica Fy*(v;). Segan el teorema
del n°, 8, al variar v; estos planos engendran una variedad de
orden 8. El cono de vértice la recta R y directriz esta dltima
variedad es la proyeccién de Vj, cuyo orden es, por tanto, igual a
‘8. Como V; es'de orden 14, esto quiere decir que el centro de
proyeccién z es punto multiple de orden 6.

Una confirmacién de este resultado se tiene en las observa-

ciones finales del n° 13, que nos han mostrado a la W(4,0)
como proyeccion, desde el plano tangente, de una ¥V, formada
por una serie de conos cuddricos, cuyos espacios Trecorren a sit
vez un cono cubico, cortindose los vértices de los dos conos en
rectas del plano de Fy(v,). »
Conviene notar que por un cambio de los pardmetros u,v
la conica Fy(v,) puede hacerse pasar por un punto cualquiera de

su propio plano; resulta asi evidente que los propios puntos de

"la conica no tendrén para la W(4,0) multiplicidad particular,
.aunque en el razonamiento precedente — referido a parimetros
determinados — estos puntos, y particularmente el z,, aparezca
bajo una posicién distinguida.

20. Los planos =, generadores de X, son dobles para V.
En efecto, proyectando la V; sobre un hiperplano desde un punto
cualquiera de un plano =1, se obtiene una Vg* que ,Gnicamente
difiere delaV; en esto que“la variedad Z,* corpespondiente a X,
en la proyeccx()n es ahora de orden 4 (por ser proyeccidn de 2,
que es de orden 5 desde uno de sus puntos). Todo lo demés
sigue 1gual como en el n° 13 para hallar el orden de V;, tnica-
mente que ahora serd =8, t=2, =4 y por tanto el orden
de V,* resulta 8+8—4=12. Habiendo disminuido el orden
en dos unidades, el centro de proyeccién es punto doble.

Como la W(4,0) es la proyeccién de V; desde el plano
tangente, se llega a la conclusion:

La W(4,0) contiene una variedad semicénica doble de orden
5, engendrada por {5), cuyo vértice es un [6] de multiplicidad 6,
el cual es cortado segin un (4] por cada [5] generador.
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15. LAS VARIEDADES DESCRITAS POR LOS -8(4, i).—Hemo§ visto
en el n° 13 que el espacio lineal- S(4,8), al variar v; describe
el nuevo es'pacio lineal S(4,2). También se vi6 que, al variar vy,

los espacios lineales S(4,2) describen un cono cuédnco V2, con- :

tenido en un [8] que es el S(4,1).

Falta ver la variedad que describe este.S(4,1) al variar L1
o sed, al variar la tangente a las curvas de la superficie. Como
S(4,1) es el espacxo de dimensién minima que contiene todos los
puntos dé (13:.8) para cualquier valor de v,, resulta que estard
determinado por los puntos

3

x

Fy, Ft :

F,, Fl, Fge ‘ (15.1)
Fy, Fgt

Fy;

en lugar de los cuales se pueden tomar

x

zll’ zU

Tyus Lyus Tyu (15. 2) .

Fy, Fgt
F..

Al variar vy, los 6 primeros de estos puntos quedan fijos.
Los otros 8 definen los planos determinados por las tangantes a

la cibica Fy y los puntos homélogos de la cuértica Fy; segun el

n°. 8 estos planos, al variar v, engendrarén una variedad de or-
den 8. Por tanto (¥):

Los espacios lineales S(4,1), al variar v,, describen una
Vo8 que es el cono que.desde el [5] determinado por los 6 prime-
ros puntos de (15.2) proyecta la V48 engendrada por los planos
determinados por las tangenies de la cibica Fg(v,) y los puntos
homdlogos de la cudrtica F,(v,).

(*) Ver LANE, loc. cit. pfig. 339.

R4



§ 5. VARIEDAD ENGENDRADA POR LOS [5] - OSCULA-
DORES EN UN PUNTO A LAS CURVAS DE UNA
SUPERFICIE QUE PASAN POR EL MISMO

16. EsTUDIO DE LAS VARIEDADES W(5,%).— Vamos a estudiar
las variedades W(5, () engendradas por los {5]-osculadores en un
punto a las curvas de una superficie que pasan por el mismo y
tienen en él un [{]-osculador comin (i=4, 8, 2, 1, 0).

Segiin el no. 4, cada [b6]-osculador en el punto z a las curvas
de la superficie z=x(u,v) que pasan por él, estd determinado
por los puntos

I: o, II: Fy, UL FytFylo,
IV Fy +3F; vy +Filo,, S ' (16.1)
F4+6F31v2+3F29v23+4F21v3+F 1y,

VI Fy+10F vy + 15F39 PRES 10(F31+F 2v,) vy
' +5F21v4+F 1y,

Si se mantienen fijos v;, vy vy, v, y se hace variar vy, o -
sea, si se consideran las curvas de-la superficie que pasan por z
y tienen en este punto un [4]-osculador fijo comin, los primeros
§ puntos de (16.1) permanecen fijos y el VI describe una ‘recta.
Por tanto: La variedad W(5,4) es un [6]. Ella comoule con
5(5,4).

El punto Fyt pertenece a W(5,4) (para el valor vy%:i) pa-
ra v, arbitrario y por tanto, en'lugar de considurar los puntos
(16.1), las variedades que llenan una W(5,3) puodun tnmblen
. definirse por los puntos siguientes:

Liz, I F, I Fg IV,: F, R
 Va: Fy+3Fsvy, o
V1, Fy+6Fglvy+3F 20,2 4F 1 v, .
VII,: Fy+10F 2 vy + 16F 32 v,2 4 10(F -8 vy) v
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Al variar vy, manteniendo fijos vy, vs, vg, los 6 primeros pun-
tos (16.2) permanecen fijos y el VII, describe una recta. Por
tanto: La variedad W(5,3) es un [7]; ella coincide con S(5,3).
"~ Como el espacio lineal W(5,8) contiene el punto Fg! (co-
rrespondiente a v,—=w) para valores arbitrarios de v;, vy, vy
en lugar de los puntos (16.2), para definir W(B 3) se pueden
tomar los siguientes:

L: z, II,: F,,. II: Fp,

IVy: Fy, Vu: Fpt, VI: F,, . R

VII,: F,+6Fv,+3F,20., (16.3)
VIII,: Fy+ 10F 2 v, + 16F 2 v? + 10(Fi--Fy2 v,) vg.

Manteniendo fijos v;,vs y haciendo variar vy, el espacio li-
neal ‘W(5,8) definido por los puntos (16.3) describe un [8],
puesto que los 7 primeros puntos de (16.3) permanecen fijos
y el ultimo describe una recta. Por tanto: La variedad W.(5,2)
es un [8]; ella concide con S(5,2).

El espacio lineal W(5,2) contiene el punto Fgt 4-F.2v; (co-
rrespondiente & vy=o) y por tanto, en lugar de los puntos -
(16.8), para definir W(5,2) se pueden tomar los siguientes:

I;: =z, 1I: Fy, III: Fg,

Iv,: F,, V. Fgl,

VI: F;, VII;: F 4 F,2v,, (16.4)
VII: F +8Fgtv,, )

IX,: Fy+10F 2 vg+ 15F 2 v,2.

Mapteniendo fijo v,, hagamos variar vs. Los puatos I, II..

.. VI, permanecen fijos. Los VII, y VIII, determinan una recta -
que, al variar v;, envuelve una cénica C,, puesto que las series des-
critas por los puntos VII, y VIII, son proyectivas y coplanares.
por tener el punto Fg! comtn. El punto IX, describe una cénica
C;. Cada tangente de G, y el punto correspondiente al mismo
valor de vy en C; determinan un' plano, el cual, al variar v;, por
el teorema.del n°. 8, describird una Vg4, Por tanto, la variedad
descrita por los espacios lineales W(5,2)=S8(5,2) al variar v,,
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o sea, la variedad W(5,1), es una Vst obtenida proyectando la
Vgt mencionada desde el [5] determinado por los 6 primeros
puntos de (16.4).

Hagamos ahora variar también v;. La variedad descrita por
los [8] definidos por los puntos (16.4) al variar v, y v, serd la
W(5,0) cuyo orden queremos buscar.

Como los 3 primeros puntos (16.4) son flJOS y definen el
plano tangente, nos limitaremos a considerar la ¥, descrita por
los [6] determinados por los puntos IV,, V., VI, V IL,, VIIIL,, IX,
al variar v; y v;. Podemos proceder como sigue:

Llamando H un hiperplano genérico que contenga los espa-
cios lineales ambientes de las curvas Fy(v,), Fg(v,), F(vy), H
cortard la V; segin una Vg del mismo orden que podré compo-
nerse de una parte (de igual dimensién) contenida en el [11] que
contiene dichas curvas y de una parte, externa a ese [11] cor-
tandolo, a lo sumo, segin una V. Esta segunda parte, por con-
tener necesariamente algin punto de la forma IX, y por estar
F1y Fq? contenidas en dicho [11] debe contener puntos de Fi.
Efectivamente H corta F; en 5 puntos que determinan 5 valo-
res de v;; a cada uno de ellos corresponde una determinacién
de los puntos Fy, Fyl, Fy, de las rectas Fgl + Fy2v,, F,+3Flv,
y de la conica Fy+ 10F,! v, +15F ;2 u,2. Repitiendo calculos que
preceden, se tiene que los [5] que. unen puntos correspondientes de
estas variedades forman una Vgt Se tienen asi 5 variedades Vgt
que dan lugar a una interseccidén de orden

5.4=20.

La parte de la interseccién contenida en el [11] ambiente de
F§, Fy, F, se descompone todavia en dos:

1o, Para v, fijo, VII, y VIII. definen, al variar vg, una cd-
nica envolvente, esto es, en cuanto nos interesa, un plano doble
F2 F1F,; este plano doble, proyectado de F, Fy1 Fy da lugar a
un [5] doble y se trata de determinar la V¥ llenada por estos [5]
al variar v;. Siendo Fy? independiente de v;, podemos despreciarlo
momentaneamente y considerar la Vg lugar de los [4] que unen
puntos correspondientes de I'y(v,). Fy1(v,), Fy(v,), Fy1(v,), Fy(v));
aplicando las foérmulas de los nos. 6 y 7 resulla que esta Vg
tiene orden

2+4+4=10.
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Esta V; tiene el plano de F,(v,) como doble; luego, pro-
yectada de F;?,.da lugar a una V® que, por ser doble, contri-
buye en la interseccién por el orden

8.2=18.

20. Todos los Vgt definidos por 1IV,, V., VI, VII,, VIIL, IX,
por v, fijo tienen comin con el [11] considerado el [6] Fy Fyl Fy
F2F1Fg?; se tienen asi todavia o1 i[5] que constituyen una
Vg cuya contribuci6én se debe todavia determinar. Si, como antes,
se desprecia momenténeamente el punto F,® que no varfa con vy,
la variedad de los [4] Fy Fot Fy Fyl Fy?® tiene orden G por. obte-
nerse como proyeccién de los planos osculadores de una ciibica
desde las tangentes a una c6nica; y los puntos del plano de ls
conica son dobles para ella. Por una observacién anterior el punto
_Fy? es equivalente a cualquier punto de este plano; por lo tanto
la proyeccién desde él tiene orden 3. Debe observarse ademis que
las Vgt definidas por IV,, V,, ..., IX, son tangentes a lo largp
del [6] de las curvas Fy(v,); Fg(v,) al [11] considerado, porque

_en este [11] estan la tangente Fy2 F,! de la cénica IX,, como tam-
bién todos los demés elementos 1V, V,, ..., VIIL; debe por lo
tanto la variedad de esos [5] contarse doble en la interseccién bus-
cada, obteniéndose asi una contribucién de

3.2=6
en el orden de W(5,0). Este orden resulta por fin
20+164+6=42.

Resumiendo concluimos:

La variedad W(5,0) engendrada por los [5]-osculadores a
las curvas de una superficie en un punto, es una variedad de di-
mensidn 10 y orden 42, contenida en un [20).

17. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA VARIEDAD W (5,0).— Vamos a
demostrar que: los puntos del plano de la cénica Fy(v;) son
maultiples de orden 12. ' .

Prescindiendo del plano tangente, bastard demostrar que los
puntos del plano que contiene la cénica Fy(v,) son miltiples de
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orden 12 para la V, engendrada por los [5] determinados por
los puntos IV, V.., IX, de (16.4), al variar v; y v,.

Proyectemos desde un punto cualquiera de dicho plano sobre

un hiperplano. La cénica Fo(v;) pasa a una recta Fo*(v,). El [4]
determinado por IV, V,, VI, VII, y VIII, pasa al [4] determi-
nado por la recta Fy*(v,) y la proyeccién de los puntos Fj, Fyt
y Fy, que es independiente de v;. Desde él hay que proyectar la
proyeccién de la conica IX, y ver luego el orden del lugar des-
crito por esta Vg2 al variar vy
. La proyecciéon de la conica IX,, al variar v; describe una
superficie de orden 14. En efecto, cortando por un hiperplano
que contenga el espacio ambiente de la proyeccién de Fy(v,) y
la recta proyeccién de Fy2(v,), este hiperplano cortar a la pro-
yeccién de Fy(v,) en 6 puntos, a cada uno de los cuales corres-
ponde una conica (proyeccién de las IX,) contenida en el hiper-
plano; como ademaés este hiperplano contiene la proyeccién de
la cabica Fy1(v;) y la proyeccién de la recta Fg2(v,), resulta que
su curva de interseccién con la superficie descrita por las cOnicas
proyeccién de las IX, es de orden 5.24+3+1=14.

El [4] determinado por la recta Fy*(v,) y las proyecciones
de Fy, Fgl y F, describe la variedad obtenida proyectando desde
Fy*(v;) la variedad engendrada por los planos determinados por
las tangentes a una cibica y los puntos de una cuértica, que por
el teorema del no. 8 sabemos que es de orden 8.

Por tanto, para aplicar (6.1), tenemos t=14, t=2, ¢=38§,
s=1, p=v=1, i=0y por consiguiente el orden de la pro-
yeccién de la variedad V, es igual a 30. Como se han perdido
12 unidades en el orden, resulta que el centro de proyeccién es
miltiple de orden 12, de acuerdo con el enunciado.

En consecuencia, la variedad W(5,0) contiene el [5] deter-
minado .por el plano tangente y el plano de la cénica F,(v,).
como multiple de orden 12.

18. LAs VARIEDADES DESCRITAS POR L0S 8(5,%). — En el no. 16
hemos visto que el espacio lineal S(5,4), al variar v, describe el
nuevo espacio lineal S(5,3). Analogamente vimos que, al variar
vy el espacio S(5,8) describe el nuevo espacio lineal S(5,2). Al
variar vy, este S(5,2) se vio también que describia- una varie-
dad V9

El espacio lineal $(5,1) debe contener. todos los puntos (16. 4)
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para cualquier valor de vy; es, por tanto, el [11] determinado
por los puntos

z, .

FI: Fll’

Fy, F, F?, E .
Fq, Fg1, Fg, : (18.1)
F, F2, .

Fy.

En lugar de estos puntos se pueden tomar los siguientes

A z,

zu: xu)

) Tuys Tups Tyws -

,,3 , F. P F. (18.2)
o . 8 £3s L3

F‘; Fg,ly

F,.

Al variar v, estos {11] describirdn una V,;, cuyo orden que- -
remos hallar. Como los 6 primeros puntos de (18.2) son fijos,
bastar4 determinar el orden de la Vg descrita por los (5] determi-
nados por los restantes puntos, al variar v;. Los planos determi-
nados por Fy, Fgl; Fe¢ son los planos osculadores a la cibica
Fg(v,) y por tanto engendran un [3] contado 3 veces. Los pla-
nos de los puntos F,, F,1, F5 son.los determinados por las tan-
gentes a la cudrtica Fy(v,) y los puntos correspondientes al mis-
mo valor de v, de la quintica Fy(v;); segim el teorema del n®.
8, estos planos describirin una variedad de orden 11. Aplicando
(6.1), es ahora, 1=3, t=1, s=11, s=1, p=v=l, 1--0 y por
consiguients el orden de la Vg es 14. Por tanto:

La variedad engemirada por los espacios lineales S(B,1) co-
rrespondientes @ un punto z de una superficie, al considerar to-
das las tangentés en el mismo punto, es la V,51¢ obtenida pro-
yectando desde el [5] determinado por los 6 primeros puntos
de (18.2), la Vl¢ descrita de la manera especificada. -




§ 6. VARIEDAD ENGENDRADA POR LOS [6]-OSCULA- .

DORES EN UN PUNTO A LAS CURVAS DE UNA
SUPERFICIE QUE PASAN POR EL MISMO

19. ESTUDIO DE LAS VARIEDADES W (6, i).——-seg{m el n°. 4, ca-

da [6]-osculador en el punto z a las curvas de la superficie
x=1(u,v) que pasan por él, est4 determinado -por los puntos: |

It 2, I:F,, II: Fo+Flv,
IV: F3+48Fglv,+F tu,,

F,+6Fl v+ 8F,2u,2 - 4F 1 v, Fily,, . (19.1)

VI: Fy+10F vy + 16F 32 v,2 + 10(Fgl+4-Fo2 vy) vy
. +5Fstv, 4 Fylu,,
VII: Fg+ 15F ! vy +45F 2 vy? + 16F 3 0,8 .
+10(2F ! 4 6F 32 v, + Fy? vg) vy

: + 15(ﬁ'31 + Fa2vy) v, 4 6F 1 vg+ Fil v,

. Si se mantienen constantes v,, vy, v;, vy, U; Yy se hace variar
vg, 0 sea, se consideran todas las curvas de la superficie que pasan
por z y tienen en este punto un [6]-osculador fijo comin, los [
primeros puntos de (19.1) no cambian y el VII describe una
-recta. Por tanto: La variedad W(6,5) es un [7]; ella coincide
con el S(8,5).

Como W(6,5) contiene el punto F;! (correspondxente a
vg==oo), se puede determinar por los puntos:

Iz, II:F, II;: F3,
IV,: Fy, V,: Fg+3F,lv,
VI,;: F +6F1vuy+8F,2v,2+4F 1, (19.2)
VIL,: F5 +10F 1 v, + 15F 32 v, + 10(Fg14-F2 v5) vy + 5F g vg,
VIII,: Fg+ 16F gt vy +-45F 242 + 15F % v,8
+10(2F 2 + 6F33 vy + F32vg) vg
+15(F3l + Fy2 vg) v4+6F21 V5.
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Al variar v;, manteniendo fijos v, vy, vy, vy, los 7 primeros
puntos de (19.2) permanecen fijos, mientras el VIII, describe
una recta. Por tanto: La variedad W(6,4) es un [8]; ella coin-
cide con el espacio S(6,4).

Como el punto Fgt pertenece a W(6,4) (para vy=o), este
espacio lineal puede considerarse determinado por los puntos

L: z, II,: F, III,: Fp,
IV,,: Fg, Vb: le,
VI,: F;, "VII,: F,+6Fglv, +3F2vs8, (19.3)
VIII,: Fy+10F 2 v, + 15F2 v + 10(F1+-Fy2 vg) vy,
IX;: Fg+16F;1 vy +45F 2 vg® + 16F 8 v 8
+10(2F 1 4 6F32 vy + Fy2 v3) vg + 16(Fgl 4 Fo? vp) vy,

Al variar v,, permaneciendo fijos v,, vs, vg, los ocho primeros
puntos (19.8) se mantienen fijos y el IX, describe una recta.
Por’ tanto los espacios W(6,4) describirén un [9]. Es decir: La
variedad W(6,8) es un [9]; ella coincide con el espacio lineal
5(6,3).

Al espacio lineal W(6,3) pertenece el punto Fjyt4-Fy?v,
(correspondiente a v;=w). Por tanto se puede definir por los
puntos

I:=2z 1II;:F, I1I.; Fll, IV,: Fy, V. Fi1, VI Fy,
VII,: Ft +F2v, VIII,: F, + 3F31 vy,
IX Fy+10F 2 vy + 16F 32 v,2, (19.4)
X.: Fg+15Ft v, + 46F 2v,2 4 15F 8 v,8

+20(F 1 4+ 8F 32 vy) vg + 10F 2 v,2.

Al variar v,, manteniendo fijos vy, vy, los nueve primeros
puntos de (19.4) permanecen fijos y el X, describe una co-
nica. Por tanto: la variedad W(6,2) es el cono cuddrico que
desde el [8] determinado por los nueve primeros puntos (19.4)
proyecta la cdnica descrita por el punto X, al variar vs. Es una
Vio? que es también la misma variedad descrlta por los espacios
5(6,3) al variar vy sin modificar v,, v,.

Hagamos ahora variar también v, manteniendo fijo v,. Los
puntos I, II, ..., VI, permanecen fijos. El plano determinado
por VII, VIII,, IX,, al variar vy engendra una Vgt encontrada
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ya repetidamente en los pérrafos anteriores, lugar geométrico de
planos determinados por las tangentes a una cénica y los puntos
de otra en una correspondencia proyectiva definida por los valores
del parametro v,. A cada valor de v, corresponde por otra parte,
sobre la superficie representada por X, para v, y v variables,
una conica. Debemos determinar el orden de la variedad lugar
de los conos que proyectan de los planos generadoresdela Vg las
correspondientes cénicas de X, ; para aplicar la f6rmula (6.1) ne-
cesitamos conocer el orden de la superficie X,.

Cortemos esta superfxcxe por un hxperplano que contenga los
puntos F,1, Fg2, Fy2; si P es un punto de la interseccién existen
valores vg0, v,0 tales que

P = Fy+16F 1 0,0 4 45F 2 v,0% + 16F 3 0,98
+ 20F 1 v39 + 60F % 0,0 40 ++ 10F 2 v,02;
el puato

P —20F ;1 v30 — 60F 32 v,0 030 — 10F g2 vg02
perteneceré al hiperplano y 5 la pﬁbica
Fg + ‘.15F51 vy + 45F 2 vg? + 16F % vy?,
para el mismo valor  v,=1v,9; reciprocamente si
P, =F¢+15F gt v,0 + 45F 2 1,02 4 16F 3 0,08

es un punto comin al hiperplano y a la cubica, serdn comunes
al hiperplano y a la superficie todos los puntos de la céonica

P; +20(F ! 4 8F3? v,0) vy + 10F 32 vg2.

Por cuanto el hiperplano corta a la ctbica en 3 puntos, a los
que corresponden 3 valores determinados de v,, se sigue que el
hiperplano corta a la superficie segin una curva compuesta de 3
conicas; la superficie tiene luego orden 6.

AGn més ripidamente, consideremos un hiperplano por el [5]
FeF1F2F3F1F® (serd tnicamente este [5] mismo si la su-
perficie se considera dentro de su espacio ambiente minimo); la
interseccién de este hiperplano (en particular de este [5]) con la
superficie corresponderd a v;==0 y ser4 la cubica
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Fo415F 1 vy + 45F 2 v,2 4 16F 8 vg8;

pero se nota que, por cualquier valor de v, nuestro {5] contiene
la recta que une el punto de la cibica con el punto F 1+ 8Fs2v,, '
que es la tangente en el primer punto a la correspondiente cénica
X, Se sigue que nuestro [5], o generalmente hiperplano, es tan-
gente a la superficie en todos los puntos de la cibica, que serd
doble para la interseccién. Se reencuentra el orden de la superflcw
3.2=8.

Para determinar el orden de la variedad W(6,1) formada
por los conos que proyectan las cénicas de nuestra superficie
de los planos generadores de -la anterjor Vg* podemos ahora
aplicar la férmula (6.1) con p=6,6=4,t=2,5=1 y obtenemos

4.2+6—i=14—1

Como la Vgt y la superficie X, tienen en comin el punto
Fg? que es doble para V3¢, debe ponerse i=2y se obtiene para
el orden buscado el valor 12.

La variedad W(6,1) es una V.12 obtenida proyectando desde
el [5] determinado por los 6 primeros puntos de (19.4) la V12
que acabamos de estudiar.

Vamos ahora a ocuparnos de la W(6,0), la variedad descrita
por los [9] determinados por los puntos (19.4) al variar vy,
vs, v3. Ella'es por lo tanto .una V,,; para determinar su orden
vamos a cortarla por un hiperplano que elegiremos en modo
conveniente; se tratard de determinar el orden de la V,; seccibn.

Elegimos nuestro hiperplano de manera que contenga los
espacios ambientes de la conica Fy(v;), la ciibica Fy(v,), la cuér-
tica Fy(v,) yla quintica Fg(v,). Este hiperplano cortara a la
séxtica Fg(v;) en 6 puntos, a cada uno de los cuales corresponde
una V12 del tipo estudiado anteriormente y que constituyen una
primera parte de la interseccion con W(6,0) y contribuyen por
tanto en el orden en

12.6="72. " (19.5)

Falta ver,ahora las variedades V,; que son parte de la W(6,0)
y estan contenidas en el espacio lineal suma de los espacios li-
neales que contienen Fy(v,), F3(vy), Fy(vy) ¥ Fs(v,).
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Se nota en seguida que los puntos I, II, III, ..., 1X;
de (19.4), siendo funciones de dos variables v;, v, determinan
una doble infinidad de [8), 0 sea una V¥,, que de por si no
constituye una parte de la interseccion buscada; tal parte se ob-
tendr4, al contrario, observando que cualesquiera que sean v; y v,,
la variedad descrita por X, tiene comtn con dicho espacio el pun-
to Fe? correspondiente a vy=o, de manera que pertenece a la
V), interseccién el cono que proyecta desde el punto Fy? la Vy,
mencionada.

Este cono, que indicaremos por V,,, se obtiene proyectando
desde el [5] determinado por los puntos

z' xu’ mur xuu’ zuu’ zUU (19' 6)

la variedad Vg engendrada por los [3] determinados por los puntos

Id: FS’ IId! Fsl, IIId: F4,
IVy: Fy410F v, +156F 20,2 (19.7)

de los cuales sélo el ultimo depende de dos pardmetros v,,v,.
Para v; constante IV, representa una conica; variando v, esta
conica describe una superficie cuyo orden se determina facilmente.
siguiendo un procedimiento acostumbrado; cortamos la superficie
con un hiperplano que contenga el [5] suma de los espacios de
F,l y F4?; este [5] tiene en comin con la superficie IV, la recta
F.2 (correspondiente a v,==w, v, variable) y, para todos los
valores de v, contiene la tangente Fy2 F,1 a la conica correspon-
diente; es pues tangente a la superficie en todos los puntos de la
recta, que valdra como interseccién doble. Ademas de esto el
hiperplano considerado corta la curva F; en 5 puntos a cada uno
de los cuales corresponde una cénica IVy, contenida en el hiper-
plano. El orden de la superficie IV, es pues

2.54+2=12.

Para determinar ahora el orden de la ¥y, definida por (19.7)
aplicaremos el teorema del n°. 8. Al variar v, I;, I, IlI; de-
finen una serie infinita de planos determinados por las tangentes
a una ciibica y los puntos de una cuértica en correspondencia pro-
yectiva; por la férmula (8.2) ellos llenan luego una V8. Pro-



yectando de estos planos las conicas de la V12 antes considerada
s2 cbtiene una variedad cuyo orden se determina todavia por la
(6.1) cuando se haya determinado el nimero de puntos eventual-
mente comunes. El espacio de la V312 y el de la V8 tienen en
comiin el [5] de F(v) Fy¥(v) cuya recta Fy? es comin a las dos
variedades y precisamente pertenece a la V,1¢ para vy=0, v; va-
riable y a la V8 para v,=o; se sigue que de ella sélo el punto
Fg3, que corresponde en ambos casos a v; = debe considerarse
como punto comin en el sentido del n°. 6. A la V8. pertenece
también, para v, =0, la recta Fg8 F 4, tangente en Fg3 a la c6-
nica IV, correspondiente al mismo valor de v;; esto implica que
el punto Fg3 deba considerarse como una coincidencia doble; ten-
dremos pues i=2 y obtenemos finalmente como orden de la
Vs definida por (19.7),

124+8.2—-2=26.

Para confirmar este resultado vamos a repetir el célculo
modificando el procedimiento en modo que la aplicacién de la
férmula (6.1) y el calculo consiguiente del nimero i toma as-
pecto un poco distinto. Cortemos la V5 (19.7) por un hiperplano
conteniendo el [8] ambiente comin de Fy(v;) y Fy(v,). Este hi-
perplano corta Fy(v;) en 5 puntos cada uno de los cuales deter-
mina un valor de v, y por consiguiente un plano F; F;' F, y una
conica IV, que proyectada de dicho plano da lugar a una V2,
que es parte de la interseccién buscada; obtenemos asi una contri-
bucién en el orden de

5.2=10.

Queda por considerar la eventual parte de la interseccién con-
tenida en el [8] ambiente de Fy(v;), Fy(v,); ya sabemos que en
este [8] est4 la variedad V48 estudiada antes, la que sin embargo:es,
para nuestro fin, de dimensién deficiente. Se completa esta parte
de la interseccién observando que para cada valor de v, la c6nica
IV, tiene un punto sobre la recta Fg? (correspondiente a vy=2%)
desde el cual se debe proyectar el plano correspondiente de la V,8;
se forma asi una V, cuyo orden determinamos todavia por apli-
cacién de la (6.1). Para determinar el valor correspondiente de
i, repetimos la observacién anterior, que la Fy2, aun perteneciendo
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a la Vg8, corresponde en ella a un valor determinado de v,
(v,=w), mientras que, como centros de proyeccién, sus pun-
tos corresponden a v, variable y a v;=o corresponde uinicamente
Fg3; tendremos pues i=1 y resulta, para el orden de la inter-
secci6n de nuestro [8)] con la variedad (19.7)

8+1—1=8.

+ Pero debe repetirse aqui la observacion hecha en otras oportu-
nidades de quealolargo de .esta interseccién el [8]yla variedad
son tangentes, por contener el [8] las tangentes, para v;=w, a
todas las conicas IVy; obtenemos luego para el orden buscado

10+8.2=26

idéntico al anterior.

Para formar la V, interseccién de la W(6,0) con un hiper-
plano, que era nuestro problema principal, debemos juntar la
variedad de orden 72 indicada por la (19.5) con la ahora estu-
diada. Pero nuevamente aqui observaremos que el [17] que con-
tiene Fy(vy), Fy(vy), Fy(vy), Fs(vy), es tangente a lo largo de
toda esta variedad a las cdnicas’ definidas por X, por v, y v,
constantes: debe por lo tanto esta variedad considerarse doble en
la interseccién, obteniéndose como orden de la W(6.0)

724+26.2=124.

La W(6,0) engendrada por los [6]-osculadores a las curvas
de una superficie en un punto es una V ,12¢ de dimensidn i2,
orden 124 y contenida en un ' [27].

20. VARIEDADES DESCRITAS POR LOS S(6,7).— En el n°. 19 se
ha visto que los S(6,5), al variar el {5]-osculador fijo, o sea,
al variar v;, describen un [8] que es el S(6,4). Este S(6,4), al
variar v, describe un [9] que es el S(6,3). Al variar v, estos
§(6,8) describen una Vo2 que es la W(6,2) ya estudiada.

Quedan por ver ahora las variedades descritas por los espa-
cios §(6,2) al variar vy y por los espacios S(6,1) al variar v;.

De (19.4) se deduce que el espacio lineal S(6,2) es el de-




terminado por los. puntos I, II,, ..., IX, de (19.4), més los
tres puntos

XI,: Fg+16F 51 v+ 45F 2 vg® + 16F58 v,

XII,: F1-+8Fg2v,, . A . (20.1)
XIIL,: Fg2

Por tanto §(6,2) es un [11]. Queremos estudiar la variedad
descrita por estos [11] al variar v,.

Por pertenecer, segin (20.1), a §(6,2) los puntos Fy?
F 1 4 8F,2v,, dicho espacio lineal se puede considerar determinado
por los puntos I, II, ..., VI, de (19.4) més los puntos

Fg2, Fg, F,, Fy+65F v, Fl+3F2v,, (20.2)
Fy+15F 1 + 45F 2 v,2 + 16F 48 v,°.

) Al variar v, los tres primeros de estos puntos y los I.

I, ..., VI, de (20,4) son fijos, y los ultimos determinan los
planos que unen los puntos de una cibica con las tangentes ho-
mélogas de una conica referida proyectivamente con ella. Se-
gan el teorema del no, 8, estos planos engendran una Vso. Por’
tanto:

Los espacios lineales S(6,2), al variar el plano osculador
fijo, manteniendo inmévil la tangente comin, engendran ufia Vy5?
que es un cono obtenido proyectando desde un [8] fijo .como
vértice, la variedad de orden 5 engendrada por los planos determi-
nados por las tangentes a una cdnica y los puntos de una cubica
referida a ella proyectivamente. .

De (19.4) se deduce también que el espacio S(6 1) es el
[15] determinado por los puntos

z,

Fl’ Flll

F?: lerF22: -

F3, Fg1, F2, F3, (20. 3)
Fi’ Fdli F4.21

F5r FSI;’

F,.
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o, lo que es lo mismo, por los puntos

z,
zu: zu) : -
zuw zuv’ -IUU’

zuuu’ 2:uuw Zyyvs
Fd.' F«ll! F421
F.’n F51’

Fg.

z

v ows . (20 4)

Al variar vy, los diez primeros puntos de (20.4) permane-
cen fijos y los [5] determinados por los seis restantes describen
la variedad engendrada por los [5] que unen los planos oscula-
dores a una cuirtica, las tangentes a una quintica y los puntos
de una séxtica, en puntos homélogos de una correspondencia pro-
yectiva entre las tres curvas. Segin la férmula (8.2) el orden de:
esta dltima variedad es 20. Por tanto:

Los espacios lineales. S(6,1), de dimensién, 15, al variar v,

describen una Vg2 la cual es el cono que desde el [9] determi-
nado por los diez primeros puntos de (20.4) proyecta la va-

riedad de orden 20 engendrada por los [5] determinados por los

seis ultimos puntos de (20 4).

Worasr®s "
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§ 7. ALGUNAS CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE
LAS VARIEDADES W(p, q)

21! ResULTADOS GENERALES soBRE 1A W(p,q) PABA

g 2 ent{p/2)— Examinando los casos particulares estudiados en
los pérrafos precedentes se nota ficilmente una manifiesta regu-
“laridad en los primeros pasos del razonamiento que cede luego
el paso a complicaciones crecientes al crecer el orden del contacto
cuando nos acercamos a la meta final de la estricta caracteriza-
ci6n de la variedad W(p,0). En este pérrafo nos proponemos
indicar los primeros fundamentos de la aludida regularidad, y del
modo c¢omo ella se pierde al ir avanzando. '
- Partimos de la férmula (4.9) que escribimos en la forma

¥ drz 1 Fk 0 \Prov P2 .
o P P e A 11!) (le) ces (211)

donde la sumatoria se entiende extendida a todos los valores po-
sitivos de los indices p;, X\, %, r que cumplen las condiciomes
£ . siguientes:
NSAS>A>...=2 (21.2)
o=k
2k=Zp\=ptk—r=p.

De la iitima condicién siguen en seguida las limitaciones:

k+r=<p, ksr

_ ME=ps prSent [_J_\P__] ; T (21.3)
. 1

por lo tanto, para’

BB
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ser4 siempre
+1 .
pr=1, Ay <ent [p—o'], Zom=k—1 (21.4)

" Se sigue que si en la expresidn (21.1) de dpx/dup se supone
dar valores fijos a las variables v, para los valores del indice

Xsentl-g-], las expresiones resultantes serdn lineales en las variables

v, restantes ( A=ent [&22—])

Debemos afiadir una observacién importante respecto de los
coeficientes. El coeficiente de v, en (21.1) serd

_p! 1 Fx v,\P
ot =372 5T (r-—k)l()\gl) a (21.5)
y, por (21.2), (21.4) debera ser
2(k—1) =Zppndgn=p—M+k—r
es decir .
k+r=p—x+2 (21.6)

Se sigue que el dominio de variabilidad de los indices p; );
k, r en la expresién (21.5) depende tinicamente de la diferencia
p—2X; y no de los indices p, A\, por separado. Poniendo

Cpr=Cpy ()\s ent [p22] ) )

concluimos que para cada valor determinado de p las derivadas
dp¥z/dur-v (v=0,1,...,p—1) se expresan en la forma:

doz .

Top = %00 CoVp+Oyp € Up g+ Ogp CoUp_o+ ...+ 0y p 6 Vp_y + Py
(21.7)

dP'lx

=0,y Cp U Gyp i €V
T 0p10p——1+ 1p11p—2+

+ Oye1p—1 €21 Up—x + Pp_.l
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drrz

duP—"_ Gop—z CoVpz + Pp_y
dpx-og

dupx—s [ P-x—s

donde

w1 n
x=ent[-p—2iJ, o=1,2,...,exlt[!é—2],

representando las o;; factores numéricos que no interesan aun-

que podrian escribirse facilmente, y siendo los P, como los ¢,
puntos que dependen unicamente de los valores fijados para las

variéblgs v; A =1,2,..,ent [%] .

Supongamos ahora que, ademés de estas v,, se quieran su-
poner fijados los valores de algunas sucesivas correspondientes a

ent[§]<\<ent[ ]+h O<h<ent[p21],

el sistema de las (21. 7) representa entonoes una W(p, eut[ ] +h)
y muestra que ésta coincide con el espacio ambiente definido

por contener un espacio lineal de dimensién ent [g] +h y con-

. p-t+
tener un sistema de ent[ 5
2

. p+1 .
siones 1,2,...,ent [——2—]—.h, cada uno de los cuales corta al

anterior segin un espacio de dimensién menor en una unidad
conteniendo la interseccién anterior. Se trata pues de un es-
pacio lineal de dimensién

ent[p]+h+2e t[p+] 2h=p+ent[£_l—'2-‘l]—h. (21.8)

Se puede, por tanto, enunciar:

Las variedades W(p ;ent[p/2]+ k), para 0 <h<ent [p;l]

son espacios lineales cuya dimension estd dada por (21.8) (¥). -

(*) Este resultado est4 enunciado, sin demostracién, en MENDEL, loc. cit.
Ver también LANE, loe. cit,, pag. 399.



— 60 —

Las W(p,q), para q>entl—g-] coinciden por tanto con

los S(p.q).
Para estudiar las W(p, q) para q<ent[—§] es necesario pro-
fundizar el analisis de los términos ¢, y por otra parte consi-
derar en (21.1) términos en los cuales klger;t[g-J.

Los primeros estin dados por (21.5), y por ser, en los tér-
minos escritos explicitamente en las (21.7), ‘

Xlzent[ ]-{-1

debera ser

-—1
o r +"<e"t[p ] zPl-Hl—-z em[p ]'

D
&~

se siguc que, hasta tanto que sea p=<6, es
Zemms1, A =1y =2

es decir que los ¢, dependen a lo sumo de una v, y en esta son
lineales; en efecto esto se ha preséntado en todos los casos con-
siderados.

Para p=T o 8, vale todavia la relacién Zp,y, <1; pero
€: Y ¢, vienen ‘a depender de dos variables, aun siendo li-
neales cn ellas; para p>8 se presentan términos de grado
mayor. -
Vamos a estudiar a continuacién los primeros casos que s
presentan para q<ent[p/2], distinguiendo separadamente, para
mayor claridad, los casos p=2m y p=2m+1.

22. Las variepapES W(2m,m—1), W(2m,m—2) y
W(2m + 1, m).-— Para estudiar directamente estas variedades re-
cordemos la propiedad obtenida en el no. precedente de que el
coeficiente de v, (\=en[(p+2)/2]) en la derivada de orden p
depende tnicamente de la diferencia p— X y no de los indices 4
Yy X por separado, lo cual se puede enunciar de la manera si-
guiente: i
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El coeficiente de v, (\=ent{(p+2)/2]) en la .derivada de
orden p es el mismo, salvo un factor numérico, que el coefi-
ciente de v,_, en la derivada de orden p—v.

Desde luego debe suponerse también

A—v=ent[(p—v+2)/2],
v<2A—p. - (22.1)

Con esta observacién vamos a estudiar separadamente las
siguientes variedades:

‘1°. Variedad W(2m,m—1). SegGn ya vimos, las varia-
bles ¥4y, Umsegs ---» Vg aparecen linealmente en todas las de-
rivadas (21.7) y por tanto el espacio lineal W(2m,m) puede
definirse por los puntos

C0s €1, C2s ---5 Cmimts Poms Pop—ys ---» Po- (22.2)

Segtin el tltimo teorema enunciado, los coeficientes de v,,
en las expresiones desarrolladas de Pg,_,y,Pop_s,... P, sonm,
salvo un factor numérico, los mismos c¢,_y, Cpogs ..., ¢ Por
consiguiente en la expresién de los puntos P; (i<2m), puede
suprimirse el término que contiene v, sin que varfe el espacio
lineal W(2m, m). Resulta asi que v,, aparece \nicamente en
la expresi6n desarrollada de Py, y segin (21.7), (21.1) y
{21.2) este punto es de la forma

Py,=A+Buv,+Cuv,2 (22.3)

donde los cocficientes A, B, C dependen unicamente de v,
Vg, Ug, -, Upyy- Oi estas variables se mantienen fijas y se hace
variar v,, el punto P,, describe una cénica y la variedad
W(2m, m —1) descrita por los espacios lineales W(2m, m) se-
ra el cono cuédrico que desde el [8m —1] determinado por to-
dos los puntos (22.2) menos el P,y proyecta dicha cénica.
Por tanto: :

La wvarieded W(2m,m—1) es un cono cuddrico, de di-
mensién 3m+1, obtenido proyectande ura cdnica desde un
{8m—1] como vértice.
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‘20. Variedad W(2m,m—2). Esta variedad es la engen-

drada por los espacios lineales W(2m, m) definidos por los pun-
tos de (22.2) al variar v,, y v,—;; veamos en cuales de esos
puntos aparecen estas variables.

Ya hemos visto que sin alterar el espacio lineal definido
por los puntos (22.2), podian suprimirse ciertos términos de
las P; de manera que v, apareciera unicamente en la expre-
sion de Py,. Por la misma razén, es decir, por el hecho de
que los coeficientes de v, , en las expresiones de Py, s,
Pop_ye..., Py, son, salvo un factor numérico, los mismos
Cm—2) €pygs -+, Co, pueden suprimirse en dichos puntos los tér-
minos, que contienen v, _, y queda que v, Y Up—; Unicamente
aparecen en los puntos ¢, Pep Popy, Pomes. Veamos la ex-
presién de cada uno de estos.

a) De (21.7) y de la formula general (21. 1) se calcula
que ¢, es de la forma

Cm1 = A+ 0 F? vy (22.4)

donde A; depende unicamente de v;,v,...,Up_s ¥ @, €8 un coe-
ficiente numérico.
b) Andlogamente se obtiene que, si m>8, Py, es de la
forma
(22.5)
Pop=8,+ Q11+ Ry vy i+ (M + Ny ) vy + 0 Fo2 2

donde a, es coeficiente numérico y S,,Q,,R;,M,N son ex-
presiones gue solo dependen de vy, vy, ..., V0.

Si m:=38, la expresién del punto Pg contiene un término
mas con el factor v,3; tenemos entonces la W(6.1) que se
estudié en el § 6.

Si m<8 no hay lugar a la consideraci6n de términos en
Vp—y por resultar m—1<2; como por otra parte debe ser
m—220, cae en esta hipdtesis sélo la W(4,0), estudiada
en el § 4.

c) El punto P,,_,, después de haber suprimido en él el
término que contiene v, de acuerdo a lo dicho en el caso 1.0,
es de la forma

Pyny =S5+ Qp vy + Ry 2. (22. 6)

By |
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d) El punto P,,._s, después de haber supnmxdo todavia el
término que contiene vy, es de la forma

Pyy_s =83+ Qs vp—y + Ry vy - (22.7)

En c) y d) los coeficientes Sy, Qg Ry, S5, Q3, Ry depen-
den tGnicamente de v,,vy,...,v,_s. Ademds, ellos no son inde-
pendientes ‘con los coeficientes de (22.4). Utilizando las foér-
mulas (21.1) y (21.2) para calcularlos se obtiene que Qy y
A, son iguales salvo un factor numérico, de manera que se
puede poner

Qu=B4y (22.8)
y ademés es
Ry=03F%, Ry=o,Fs? (22.9)
siendo ag, @, coeficientes numéricos.

Teniendo en cuenta estas relaciones el punto Py, o pue-
de escribirse en la forma (cfr. 22.4) :

’ Q, )
Py s=S8;+ (B - a—i) AV 4‘;1(41 0y Fe? vy ) U

=8+ (B - —:il) Al Um—1 +Cm-1Vm1

y por tanto el [3] definido por los puntos ¢,_s, Pom, Pom—y ¥
Py puede considerarse también definido por ¢, _;, Pop,
Psm1 y P*yp g, donde

) '
Proms=S,+ (B— a_i) Ay (22.10)

La variedad W(2m,m —2) se obtiene pues proyectando
desde el [8m—4] definido por los puntos

€0 C1s +++» Cm~2s Pam—3s Pymess -1 Py

la variedad V; de los [3] determinados por los puntos cpy
(22.4), Py (22.5), Py, (22.6), P*,, 5 (22.10) al variar v,,-,,
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Up,. Para hallar el orden de esta V; basta razonar como en el
§ 6 respecto de la variedad W(6,1) con la tnica diferencia que
la cénica

S+ Qv + Ry 02,

estd sustituida alld por una clbica. De esta manera el orden
de nuestra V; se reduce al valor 10.
Por tanto:

' Para m>8 la variedad W(2m,m—2) es una variedad
de dimension 3m-+2 y orden 10, obtenida proyectando una
V10 desde un [8m —4] como vértice.

Para m=3 rige la misma expresién para la dimensi6n,
pero los ordenes suben a 12 (m=3) y 14 (m=2) (8§ 6,4).

30. Variedad W(2m+1,m—1). Ya observamos en el ca-
so 1°. que segin (21.7), donde ahora es p=2m+1, la va-
riedad W(2m+1,m) es el espacio lineal determinado por los
puntos

0> €15 €35 ++5 €y Poinigs Pams--+» Po- (22.11)

La variedad W(2m+1,m—1) es la engendrada por es-
tos espacios lineales al variar v, Veamos, por tanto, como
aparece v, en los puntos (22.11).

Los puntos ¢y, ¢y, ..., ¢n-; N0 dependen de v, Yy -segin
el teorema enunciado al principio de este n°. 22, los. coeficien- -
tes de v, en las expresiones de los puntos Pgp_y, Pops,-o., P,
en los cuales aparece linealmente, son iguales, salvo un factor
numérico, a' Cp_y,Cm—g, .-, Cp- POr consiguiente, sin variar el
espacio lineal determinado por los puntos (22.11), pueden su-
primirse en las expresiones de Py, Pyps,..., P, los térmi-
nos que contienen v,. Queda asi que unicamente dependen
de v, los puntos siguientes:

a) El punto ¢, que segin (21.7) y (21 1), es de la
forma

Cn=A;+0, Fytv, L (212)

donde @; es un cocficiente numérico y A; depende ‘inicamen-
te de v, v, ..., 051
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b) El punto P, 4 que se:calcula facilmente'y es de la
forma
Pypin=As+ By vy, + 0o Fe? 0,2, ‘ (22.13)

c) El punto Py, que resulta ser de la forma
Py =43+ By v, + a5 Fy2v,.2. (22.14)

Como_ siempre, en las dos dltimas expresiones Ay, By, A,
B; son puntos que dependen tnicamente de vy, Vg, ...,VUp—g ¥
ag, 03 son coeficientes numeéricos. Ademds, ‘al calcular explici-
tamente By y A, se encuentra que son iguales salvo un factor
numérico, de manera que se puede poner By;=B4,, con lo
cual el punto P, se escribe

: o2 Q.
Pyn=4s+ (B— :3-) Ay v+ (A1 + 0, F3 o) v
1 1

Se deduce que el plano determinado por los puntos ¢,
Pyity Pom  puede también determinarse por los puntos cp, -
2m+1: P*Emr donde

Pron=as+ (B—2)Aom  (22.15)
1

La variedad W(2m+1,m—1) es, por tanto, la variedad
que desde el [3m —1] determinado por los 3m puntos que que-
dan en (22.11) al quitar los cp, Pypis, Pom, proyecta la Vg
engendrada por el plano determinado por los puntos c¢p, Popis
P*;,. al variar v,

Las rectas que unen ¢, con P¥,,, al variar v, envuel-
ven una conica, puesto que las rectas c¢p (Vy), P¥om (v,) tie-
ne el punto A; comin. El punto Py,., al variar v, des-
cribe una cémca siempre que Fy® sea mdependlente de Uy O
sea, siempre que sea m>1.

Por tanto, para m=2, la variedad V, es la engendrada
por los planos determinados por los puntos de una conica y las
tangentes a otra referida a ella proyectivamente; segin el no. 8
esta variedad es de orden 4. Por tanto se concluye:
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La variedad W(2m+1,m—1), para m=2, es una va-
riedad de dimension 8m+8 y orden 4, obtenida proyectando
una Vgt desde un [8m—1] fijo como vértice.

Para m=1, la W(3,0) es una V5 (§ 3).

23. VARIEDADES DESCRITAS POR LOS ESPACIOS LINEALES
S(p,1). — Llamando m a la parte entera de %, hemos visto

que las variedades W(p,m+h) con h=0 son iespacios lineales,
que por lo tanto coincidirdn con los ‘espacios S(p,m+v) tan-
gentes a la superficie segin un elemento [m + h]. De ahi se de-
duce que los espacios S(p,m+h) con h=1, ‘al variar v, 0
sea al variar el elemento [m 4 h]—osculador, maptenién-
dose fijos los elementos osculadores de orden inferior,describi-
ran el espacio lineal S(p,m+h—1). Queda el (problema de
estudiar, en general, las variedades descritas por los- espaclos }i-
neales S(p,h) con 1<h<m al variar v,

Vamos a estudiar unicamente el caso de la variedad descn—
ta por el espacio lineal S(p,1), al variar v, o sea, al variar la
tangente a la superficie. Distinguiremos dos casos segin la
paridad de p.

1.0 p=2m—1. — Por simple induccién de los casos
p=3, p=>5 ya estudiados (nos. 11,19), se obtiene que el es-
pacio lineal S(2m—1,1) es el determinado por los puntos

(23.1)
F o me1)s Flp—(m-a)s - F™ 2 (s
Fo_(m—e) Flp—(m-z): L F M2, (m—g)

La variedad descrita por el espacio lineal determinado por®

el grupo de puntos II, es la engendrada por :los espacios linsa-

M,


file:///in-/-K/
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les obtenidos como suma de un [m—1]—osculador a’'la curva
Fy (;n1), més un [m—2]—osculador a la curva Fp_(pe):- )
més un puito de Fp, tomados estos espacios ,osculadares en
puntos correspondientes a un mismo valor de v, en las curvas
mencionadas. Segin al n°. 8, el orden de esta variedad es

(p—2(m—1)) m + (p—2(m—2)) (m~1) + (p—2(m~8)) (m—2)
+... 4 (p-2).24p
o sea, puesto que p=2m—1:
Lm 48 (ml) +5 (m—2) ... + (Im-1)
—z<2;—1> (m—i+1).

El valor de esta suma se calcula facilmente recordando

que X i2=—16-— m{m+1)(2m+1) y resulta igual a
1 .
% m (m+1) (2m +1). (23. 2)

Por tanto: la variedad descrita por los S(2m—1,1), al
variar la tangente a la superficie, es la que desde el

m(m+1)
l 2 _1]

defmzdo por los puntos I de (28.1) proyecla una variedad de
orden— m({m+1)(2m+1) y dimensién

m(m+1)
—

2.0 p=2m. — Por induccién de los casos p=4, p=6
ya estudiados en § 4 y § 6, resulta que S(p,1) ésta determi-
nado por los puntos
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zl
zur Ty,
I zuu’ zuw 3uv:

(23.8)

IEd

Por tanto, como en el caso anterior de p impar, resulta
que el orden de la variedad descrita por los espacios lineales de- .
terminados por los puntos II al variar v, es de orden \

§2i(m—i+1)=—§—m(m+1) (m-+2) (234)

-1

Por tanto, la variedad descrita por los espacios. lineales
§(2m, 1) al variar la tangente a"la superficie, es la que desde el

5

determinado por los puntos 1 de (28.3) proyecta una varie-
dad de dimensién

m(m+1)
2

y orden% m(m+1) (m+4-2).




SIGNIFICACION DE ALGUNOS SIMBOLOS

Las letras u, v representan variables numéricas (parfmetros) -

_dv
dub

Las letras , Tuxp,... F, Fy ... representan puntos en un cspacio de un

nfimero de Qimensiones bastante grande.
z(u,v) punto corriente sobre una dada superficie

Lot yf = e tba extremo del vector derivada con origen en z(00)
ou®av
Los puntos F}, se ideran generalmente como funei de las va-

riables v,,

ent [%] parte entera del quebrado 2 .

v, variedad algebraica de dimensién m y orden n

W(p,q) variedad engendrada por los'jp]——osculadorea a las curvas de la
superficie lugar del punto z(uw),que pasan por el punto z(00) con [g|—os-
culador comtn (g<lp). ’

8(p,q) espacio lineal de dimensién minima que contiene W (p,g)

o (p,q) dicha dimensién. ’

ALGUNOS NUMEROS

Dimensién| Orden|a(p,q) Dimensidén) Orden|o(p,q)
W (1,0) .2 1 2 ) W (5.4) 6 1 6
7
w21 3 1 3 W (53) 7 1
W(20) . . 5 w(5,2) 8 1 8
i w(5,1) 9 4 1
w(3,2) 4 1 4 w(5,0) 10 42 20
w(3,1) 5 1 5
7
7(3,0) 6 5 9 W (65) 7 1
w(6,4) 8 1. 8
W(4,3) 5 1 5 W (6,3) 9 1
W(4,2 8 1 6 W (6,2) 10 2 11
W(4,1) 7 2 8 W (6,1) 11 12 15
W(4.0) 8 14 | 14 W (6,0) 12 124 27
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