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SOBRE CIERTAS VARIEDADES CON CARÁCTER DE 
. DESARROLLABLE EN EL ESPACIO EUCLIDIANO 

DE CUATRO DIMENSIONES 

POR 

L. A. SANTALÓ 

EESUMEX: Una vai-ii'clnd conteinílo oii un espacio cuclkliaiio ?i•dimensional y 
engeiulraila. por cc'^ csijaoios lineales E se dice que tiene carácter de 
desarrollable cuando tiene el mismo espacio lineal tangente para todos los 

• puntos de un niisniü h'^ generador. 
Eu este trabajo se caracterizan desde el punto de vista de la Geome­

tria Diferencial, ciertas variedades de este tipo que estau contenidas en 
• E' Se consideran: I. Variedades desavrollables do 2 dimensiones engendra­

das por rectas que pasan por una línea fija. I I . A'ariedades desarroUables 
de tres dimensiones engendradas por planos. I I I . Varied.idos de 3 dimen-. 
siones con carácter do desarrollable engendradas por :x:' rectas. 

Se obtienen además ciertas relaciones que deben cumplir las líneas 
o superficies do E, para que por ellas pasen variedades desarroUables con de­
terminadas propiedades 

INTRODIÍCCIÓN 

Representemos por E„ el espacio lineal de n dimensiones. 
Es bien sabido que las superficies regladas desarroUables de E^ 
se caracterizan por tener el mismo plano tangente para todos los 
punios de una generatriz. Generalizando esta propiedad, se dice 
que una variedad formada por Qo« espacios E,„ tienen carác­
ter de desarrollable cuando el espacio lineal tangente a la varie­
dad es el mismo para todos los puntos de un E,„ generador (i). 

Limitándonos a las variedades contenidas en el espacio 
euclidiano de 4 dimensiones, habrá que considerar los casos: 

a) Variedades bidimensionales (superficies) formadas por 
rectas. 

17 y 
r » . -j,. 

. 5=- ' 

,1 

i 

(') Ver C. SEGRE [8] pág. 111, A. TERRACINI [12] n' 20 (los paréntesis 

cuadrados so refieren a la bibliografía al final). En alemán estas variedades 
se llaman torscn, ver H. GEMCKE [3] pág. 416. 

V I - ; . - • * • •<TS¿--^t-iHr-«i*.*-4."f'í«^,"*(*•'-.<*•' ^•-:-,,*.\^4^, 
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b) Variedades tridimensionales formadas por ODI planos. 
c) Variedades tridimensionales formadas por c»2 rectas. 
En los casos a) y b) las variedades son efectivamente desa-

rrollables en el sentido de ser aplicables isbmétricamcnte sobre 
un espacio lineal de 2 y 3 dimensiones respectivamente. Basta 
observar, en efecto, que en ambos casos la condición .impuesta 
equivale a decir que un elemento generador infinitamente pró-
.\imo a otro cualquiera está con él en un mismo espacio tan­
gente; por tanto, en el caso a) toda generatriz :Corta a otra infi­
nitamente próxima y en el caso b) todo plano generador corta 
a otro infinitamente próximo según una recta. Por esto a las 
variedades de- los casos a) y b) las llamaremos, simplemeiile, 
variedades desarrollables. 

En cambio, para el caso c), que equivale a decir que ge­
neratrices infinitamente i próxijnas están en un mismo Eg, no 
siempre ocurre que la variedad sea aplicable isométricamenté 
sobre un E3, y por tanto conservaremos el iiombre de varie­
dades con carácter de desarrollables. 

En este trabajo vamos a estudiar algunas particulares va­
riedades de estos diversos tipos, ligadas con una línea -o una 
superficie fija de E^(2). 

T. SUPERFICIES DES-MÍROLI-ADLES QUH: PASAN POR L'.W 

LÍNEA F U Á . 

§ 1. Fórmulas conocidas. 

i. Supongamos en E^ una ^ linea fija dada por su ecua­
ción vectorial 

.Y =.X (s) (O 

referida al arco s como parámetro. 
Al vector X' (s), de módulo uno, lo representaremos por 

T y se llama vector tangente. El vector de módulo uno, que 
tiene la dirección de X" (s), se llama vector normal principal 

O Debo expresar mi agradecimiento al Sr. B. Levi por ciertas simplifica­
ciones en los cálculos y acertadas indicaciones sobro diversos puntos del trabajo. 



o normal primera y lo representaremos por A'. En el E3 defi­
nido por los vectores X', X". X'" hay un vector de módulo uno 
perpendicular a X' y a X"; lo llamaremos vector segunda nor­
mal o binormal y lo representaremos por B. Finalmente al 
vector unitario de E^, que es perpendicular al E3, determinado 
por los vectores anteriores, lo llamaremos tercer normal o iri-
normal y lo representaremos por D. 

Los A vectores T, N, B, D forman el telraedroide funda-
menkd vinculado a cada punto de la curva ( i ) ; todos ellos 
son funciones del arco s y sus derivadas se expresan por las 
fórmulas fundamentales siguientes que generalizan a E.̂  las 
clásicas fórmulas de Frenet-Serret de la teoría de curvas .ala­
beadas (^) 

r'=y.,i\' , /V' = —r-ir + x,/?, 
fí'= — y.„ iV + xg D, D' = — y.^B. (a) 

y.j, x,, X3 son, respectivamente, la primera, segunda y ter­
cera curvatiu-a de la curva ( i ) . 

Se sabe que la condición para que la curva ( i ) no esté 
contenida en un espacio lineal de menor número de idimensio-
ncs, es que las curvaturas no sean constantemente cero. Si 
y-^ = o la curva está en un E^; si x, = o es una curva plana y 
si Xj = o es una recta. 

§ 2. Superficies desarrollables que pasan por una linca. 

•I. Una superficie reglada que pase por la curva ( i ) se 
podrá representar por una ecuación vectorial de la forma • 

y(s,.\)-=z(s)-f.\í/(s) (3) 

siendo U (s) un vector de módulo i función de s. 
El plano tangente en el punto s, \ de la superficie (3) 

es el determinado por los dos vectores y , = X'-¡-.\(7' y 7). = L ' . 
Para que este plano sea independiente de X (condición;para que 
la superficie sea desarrollable según la definición) es necesan.o 

(') Ver, por.ej . [5], p. 16; [3], p. 417. 



y suficiente que los 3 vectores X' = T, U, U' estén en un pUmo. 
Vamos a expresar analíticamente esta condición. ^ • 

El vector U (s) se puede descomponer en sus componentes 
según el tctraedroide fundamental vinculado a la curva; sea 

Í7 = ctj T + a, N + oj /? + ü^ D 

con la condición 

• fcu= + a , 2 = . i 

"(-'.). 

(5). 

que expresa que U es de módulo unidad. 
Derivando (4) y aplicando las fórmulas de Frénet-Serret 

(2) se obtiene 

U' = („ ' j _ a, -A,) T - f («1 y-, + a's — «3 y-.) ^• 

• ( a ¿ Y..-, • «'„ T— a, -/.,,) U 4 - (a , X 3 '-3 T a ' , ) D . 
(6) 

' La condición para que T, U, U' estén en, un plano, es quo 
la característica de la matriz formada por las componentes de 
estos 3 vectores sea igual a a. Representando, para abreviar, 
por e^, Co, 63, Cj a los coeficientes respectivos de T, ¡\', B, D 
en (6) , dicha matriz es 

y por tanto, escribiendo que son nulos todos los menores de 
tercer orden y poniendo ya en lugar de e¡ sus valores, se ob­
tienen las condiciones: 

(1) a, a'3 . (a.y -]- a.¡-) •/,„ — a^ a^ Xj — L4 a^ y.3 

(II). «2 a'4 — a'r, cij —- ctj Uj x, — u^ â j -/.̂  -|- u., a^ Xj = O 

(II I ) cíg a'^ — a'3 a^ — a, a^ y., - j - {a^^ J - a^-') X3 = o. 

{1¡ 

Estas ecuaciones, junto con (5) , serán, pues, las condicio­
nes para que la superficie (3), en la. que U eslá dado por (fl), 
sea desarrollahle. 
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Las tres condiciones (7) no son independientes. En efecto, 
escribiendo que es igual a cero el determinante obtenido aña­
diendo a la matriz anterior una nueva fila igual a la segunda, 
se obtiene la relación; 

«̂  I — ag II -|- a, III = o. (8) 

Prescindiendo del caso a2 = ao = Uj = o, 0 ^ = 1 que co­
rresponde a la tangente, por la cual pasa la superficie formada 
por las tangentes a la curva o superficie tangencial que desde 
luego es desarrollable, en «1 entorno de otra generatriz cual­
quiera, la relación (8) reduce a dos las ecuaciones (7). 

Supongamos, por ejemplo, a^'f-o. La tercera ecuación (7) 

será una consecuencia de las dos primeras. Dando arbitraria­

mente el cociente —-=a(s) , el sistema de . las dos primeras 

ecuaciones (7) permite encontrar - -
a . 

una vez fijados los 

valores iniciales de estos cocientes. Sea —^=fe(s), —̂  =c(s). 

Los coeficientes a¿ que determinan la superficie desarrollable es­
tarán dados por 

de 
Db-

(7): 

-.10-

a - b e yi -La2-L02-|-C2 

En resumen: Los cosenos directores a- que determinan 
las generatrices de una superficie desarrollable que pasa por la 
línea (1) están dados por el sistema (7); para determinar una 
de estas superficies desarroUables en el entorno de una deter­
minada generatriz, se puede dar arbitrariamente uno de los 

cocientes -^ (a¿-/--o, ¿ = 2,3,4) y la posición de dicha ge'ne-

ratriz inicial. 

§ 3. Casos particulares. 

1. DesarroUables cuyas generatrices están contenidas en el 
£3 osculador. Supongamos que se c[uieran hallar las superfi­
cies desarroUables para las cuales es constantemente â  = o. 



o sea, cuya generatriz está siempre en el correspondiente E3 
osculador a la curva (*).. 

Las dos últimas ecuaciones de (7) dan respectivamente 

«o 0 3 X 3 = o , « 3 3 x 3 = 0 . 

Si la linea (i) no está contenida en un E3, es y..¿ •-•o y es­
tas condiciones exigen que a^ = o. Con esta condición, la pri-' 
mera ecuación de (7) da «2 = 0, luego: 

Sí h línea no eslú contenida en un E¡, la única superficie 
desarrollahle que pasa por ella y cuyas generatrices están cons­
tantemente en el correspondiente E^ osculador, es la superficie 
tangencial. 

Si la línea está contenida en un E3(>'-3 = o) hay infinitas 
soluciones, formadas por las infinitas superficies desarrollables 
que, como es sabido; pasan por una línea de E3(^). 

2. Desarrollables con 03 = 0. Para hallar las superficies 
desarrollables cuyas generatrices están siempre contenidas en el 
E3 determinado por T, l'V, D, bastará hacer en (7.) 03 = 0. 

a) Caso X3-/-0. La curva no está contenida en un E3. Las 
ecuaciones (I) y (III) de (7) dan 

"2 ("2 ''^2 — "•i •''•3) = 0 . 3 ) = o . (9). 

Si «2 = 0, la segunda de estas ecuaciones da a , = o y por 
tanto so obtiene la superficie tangencial. Lo mismo si â  = ü. 

(') Se llama E3 osculador a una curva al E, determinado por los vecto­
res T, N, B. 

.(') Para liallar las superficies desarrollables de uu E, que pasan por una 
línea del mismo, el problema se plantea de la misma manera que lo estamos 
haciendo en Ei. Si T, N, B son los vectores tangente, normal principal y bi-
normal de la linea en E¡ y el vector unitario Í7(s) que define la superficie 
reglada (3) se escribe Í7(^') =z ai T + a^ .Y -)- as B, la condición de desarro-
llabilidad es 

" 2 « 3 - 'H 'j-'i + (r'r + 'H') Zi = 0 (•) 
como ae obtiene directamente, o bien liaeieiido a, — ü, x- = O eu las ecuacio­
nes (7). En este caso z, es la curvatura ordinaria y y.™ la segunda curvatura 
o torsión. 

A partir de (*) se puedeu obtener fácilmente todas las conocidas super­
ficies desarrollables que pasan por una linea alabeada del espacio orlinario: 
evolutas, superficie rectificante, así como sus principales y clásicas-propiedades. 
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Si et, / o , a^ o, se tiene, de (9) , 

( 1 0 ) 

La ecuación [-]) ( I I) se puede escribir en este caso 
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O sea, según (10) 

/ a o \ ' I o. 
- * 4 - i X, = 0 , 

2 x = . _ '-f-3-V. 
a, X, \y.„J ' •^4 '^1 ^ ' - 2 ' 

Los cosenos directores a, estarán dados, por tanto, por 

.(̂ 0 

o. I 

Ï 0 £ ' v-+(í:)'+^ey 
( " ) 

donde los acentos indican derivadas respecto al arco s. 
Luego: Excepto la desarrollable tangencial, hay una sola 

superficie desarrollable que contiene a la línea (1) y cuyas 
generatrices están constantemente en el E¡ determinado por los 
vectores T, N, D. Los cosenos directores de esta desarrollable 
única están dados por (12). . 

t ) Caso 7 .3=0 . La curva está contenida en un E j . La 
ecuación (7) (I) nos da o., = o, con lo cual la (7) ( I I ) se 
reduce ' a aĵ  a^ y.^ = o. Para satisfacer a esta última ecuación 
debe ser, o bien cî  = o (superficie tangencial), o bien a^ = n, 
en cuyo caso queda a j = 02 = 1X3 = 0, 0^==: i , c]ue correspondo 
a la solución «vidente, del cilindro formado por las rectas nor­
males al E3 que contiene la línea, a lo largo de esta. 

5 . Desarrollables con ci, = o. Se trata de hallar las super­
ficies dcsarrollables cuyas generatrices están contenidas en el 
correspondiente E3 determinado por T, B, D. 

a) Caso Xj/'-O. La curva ( i ) no está contenida en un E3. 
Las ecuaciones (I) y ( I I ) de (7) se escriben en este caso 

, 33(01X1 — 0 3 X 2 ) = o, cii(ai-/-i — a 3 ' ' - 2 ) = 0 -
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La solución ct3=o, llevada a (7) (III) da aĵ  = o, que co­
rresponde a la superficie tangencial. Análogamente, 1X4== o co­
rresponde también á la superficie tangencial. 

Para ^3';'O, «47 o, resulta 

" 3 '••1 

La ecuación (7) (III) se escribe 

©'+(•+&)>.=»• 

Poniendo — ==cottp, esta ecuación se transforma en 
" 3 • . 

— — -j -y.— = O, de donde 9 = / y-, ds -J- c. 
sen^ cp ds sen^ cp 

Se obtiene pues la solución 

o, -^ = •*A — , 
2 -/-i y-4 cot cp ]-y.2-' -L x^s ( I - f col^ cp) 

( i 3 ) 

siendo cp = [ y.j ds -|- c. 
Luego: Exceptuada la desarrollablc tangencial, las superfi­

cies desarrollahles que pasan por la línea (í) y tienen sus r¡c-
nernlrices constantemente en el E.¡ determinado por los vectores 
T, B, D están determinadas por (13). Existe una familia de 
tales superficies, cada una de las cuales está determinada por 
el valor de la constante c. 

Se observa que, para dos desarrollables distintas, el ángulo 
que forman entre sí los planos determinados por T, U de cada 
una de ellas, se conserva constante a lo largo de la línea. 

b) Caso x3 = o. La línea ( i ) está en un E3. En esto caso 
valen las mismas fórmulas ( i3 ) , para las cuales será cp = c y 
a cada valor de esta constante corresponderá una desarrollable 
distinta. 

ü. Desarrollables normales. Para hallar las superficies 
desarrollables cjue contienen a la curva ( i ) y cuyas genera­
trices están constantemente en el E3 normal a la misma, debe­
remos hacer aĵ  = o en las ecuaciones (7). Se obtiene 

•.>i'k;||tóiS^(#-
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(I I ) 0-2'^'i "4" '2+' '3«4' ' -2+"2 "3''S — O 

(III)^ Oj ct'j — a; a'j —u., Uj y.„ - j - (a^^ _j_ a^2) X3 = o. 

Se verifica además 

(IV) <̂2̂  + »3-+ "i^ = ^' «2 "'2-fr "3 "̂ '3 + "i "'i = *̂ -

Multiplicando (I) por 03, (II) por a^ y sumando, teniendo 
en cuenta (IV), se obtiene 

",'2 = 03 y., ( i - ' i ) i 

con lo cual (II) y (III) dan 

m 
¿Ï--1 

a , = a, y.., 

Se observa que las ecuaciones (i4) son las que definen una 
rotación de la generatriz cuyos cosenos directores son a ,̂ a.^, a^ 

•alrededor del eje instantáneo co (-/.j, o, y.j). Por consiguiente, 
dada una generatriz inicial cualquiera, las ecuaciones (i'i) de­
finen una desarrollable normal única que la conliene. Además, 
dado un sistema de generatrices iniciales, al describir las res­
pectivas superficies desarrollahles normales, ellas conserv'irán 
invariable su posición relaliva{^). 

Este resultado, generaliza el teorema clásico de que las 
desarrollables normales a una curva fija del espacio ordinario 
se corlan bajo un ángulo constante a lo largo de la misma. 

Si la curva está contenida en un E3, es '•'•3 = 0 y el.sis­
tema de las ecuaciones (i/i) se reduce a: 

( r 5 ) 
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queda dcp=-/ . , ds y por tanto 

( i 6 ) 

Esta expresión, jun to con el hecho de ser a^ = cons., nos -
dice que para las curvas de E,^ contenidas en un E«, las (¡encra-
trices de toda desarrollable normal forman un ángulo conslanb.i 
con. la trinornial D y que el ángulo que fornia el plano deter­
minado por, ellas y por D con el plano determinado por D y 
B está dado por ('J6). 

5. Desarrollables cuyas, generatrices tienen posición invaria­
ble respecto el íetraedroide fundamental. Queremos ver his 
condiciones para que existan superficies desarrollables para las 
cuales los cosenos directores ct̂ , a¡, u.¡, a^ de (4) sean constan­
tes. Para ello deberemos hacer, en el sistema (7) , ci'̂  = n'¿ = 
= a'3 ^ a'^ = o y queda 

(I) (a,2 _j_ a^-) y.o — a^ a^ y.^ — ci¿ cî  Xj = o . 

(II) a^a^-/., —ajU,>-.i-f-a.-,a3Xg = o (17) 

( I I I ) — a2a^ - / . 2 - r ( "3H-« i - )> ' -3=0 . 

Supongamos que y.¡ no es conslantemejite cero. Para 01̂  = 0 
o bien a, = 0, se observa que este sistema exige que sea, ade­
más, 03 = 0, «j = I ; esta solución corresponde a la superficie 
tangencial, que evidentemente es desarrollable para toda curva. 
Para a j ^ o o bien ĉ ^ = o (con ^2,^^'j-0) el sistema anterior 
se reduce a la ecuación única a, Xo — «^r.., = 0, o sea, la su­
perficie desarrollable correspondiente será 

:o , a. X, a . 
(18) 

y por tanto, si a^ y a^ son constantes, debe ser Cte. 

Supongamos ahora que todas las a,- ( ( ' = i, 2, 3, 4) sean 
distintas de cero. De la ecuación (HI ) se deduce que si las ",-

X , 
son constantes, también lo será el cociente - ^ v entonces (1) 

y.3 - ^ 

no dice que - - también es constante. 
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Recíprocamente, si — y •'- son constantes a lo largo do 
" 2 " '^3 

la línea, las ecuaciones anteriores nos determinarán las genera­
trices que describen desarrollables y conservan su posición in­
variable respecto el tetraedroide fundamental. 

Como las ecuaciones (17) no son independientes, pues ya 
vimos que entre ellas existe la relación (8), eí sistema (17) re­
presentará un cono. Para estudiarlo observemos que, como 
suponemos ^-37' o, o-i'j'-o podemos cortar por el liiperplano 
a^ = I y se obtiene una línea sección cuyas ecuaciones, en 
el sistema de ejes rectangulares cuyas coordenadas son a ,̂ Uj, 
ctq. son 

" l ' - 2 

( '9 ) 
•3 „ 2 I '^3 

X., K-2 a„ = -~ a. 

Estas ecuaciones representan una cúbica racional normal.-
Por tanto, si XJ-ZTC, el cono formado en cada punto de ,una 
curva por las rectas que describen desarrollables conservando 
su posición invariable respecto el tetraedroide fundamental, es 
un cono de tercer orden. 

Este cono sólo puede degenerar en el caso de ser x3 = o, es 
decir, en el caso de estar la curva contenida en un hiperplano. 
En este caso el cono anterior se descompone en un cono cuadrá-
tico de revolución contenido en el hiperplano T, N, B que con­
tiene la curva y cuya ecuación en el mismo hiperplano es 

("2- + «3^) ''•2 — "1 "3 '̂ 1 = O' 

más el plano determinado por las ecuaciones 

(^o) 

m 
a,-

«2 = O, CI3 y. , — • « j y.^ = 0 . 

En resumen: Prescindiendo de la superficie tangencial, la 
primera condición que debe cumplirse para qué exista una 
superficie desarrollable cuyas generatrices tengan posición in-

V 

variable respecto el tetraedroide fundamental, es que - ^ = C t e . 
y.3 

.jí^|k¿^^|iÍ^H!-,'Srty.'^¿ 
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Ell. este caso, cualquiera que sea x^, existe la superficie única 
definida por (18). Para que existan • otras superficies, debe 

cumplirse además la condición — = Cíe. Entonces, cada punto 
y.., 

de la curva es vértice de un cono de 3er. orden cuyas genera­
trices, invariablemente unidas al tetraedroide fundaniental, des­
criben superficies desarrollables. Este cono sólo puede degenerar 
en el caso de ser ''•3 = O y entonces se descompone en un cono 
cuadrática de revolución (representado por (20)) más un plano. 

,6 . Superficies desarrollables cuyas generatrices están cons­
tantemente en alguna de las caras del tetraedroide fundamental. 
Considerando en conjunto los resultados anteriores, se llega a 
las conclusiones: 

a) Si X j / ^ o , do las superficies regladas descritas por cada 
uno de los vectores T, A', B, D que forman el tetraedroide 
fundamental, sólo es desarrollable la superficie tangencial. Si 
X3 = o, es también desarrollable la engendrada por los vecto­
res D. 

b) Excepto la superficie tangencial, no hay tampoco en 
general ninguna desarrollable cuyas, generatrices estén constan­
temente en una de las caras del tetraedroide fundamental. Para 

que esto sea posible es necesario y suficiente que — sea cons-
•''•2 

lante; entonces, por el n° . 2 (fórmulas (12)) se nota la exis­
tencia de la única superficie con las condiciones dichas, que 
está definida por 

a, a, I 
« 1 = 0 , a.¿ = fí, -—=—i-==: 

r>'-3H-v 

§ á. Conos y cilindros. 

Las ecuaciones (7) que expresan la. condición para que 
la superficie reglada (3) sea desarrollable se pueden escribir 

«1 ''•1 + ^'2 — «3 -̂2 '•2 '••> ' 0^X3 _ a 3 X 3 - f - < ^ 
= p . (21) 

Con esto se comprueba que, efectivamente, los vectores 
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T; U, U' están en un plano, que es la condición para que la 
superficie sea desarroUable. En efecto, según (6) -y (21) se 
tiene 

V = (u'j — «2 -/.ĵ  — \i a^)T -\- |3 U. 

La condición para que la superficie 

Y{s,\) = X{s) + \U{s) 

( 2 3 ) 

(23) 

sea un cono, se encontrará escribiendo que para una cierta 
función \ = X(s), el vector 1 ( Í . ^ ) termina en un punto fijo, 
o sea. la derivada respecto s es cero. Se tiene, según (22) y 
(23) • • •• 

^=T-{-\U' + yü = (I + .\ (a ' , - a, X, - |3 aj)) r -

+ ( X ' ^ \ | 3 ) 0 - . (2^.) 

Como so trata de una expresión vectorial, para que sea cero 
deben ser cero los dos coeficientes de los vectores T y U, o sea 

i - | _ X ( a ' j _ a 2 X j — P a i ) = o , X'-fX[3.-=o. 

De estas igualdades se deduce 

(a', — a.-,-/., — 1?. a , ) ' 
P = 

(c t ' j — a j y . j — | 3 « , ) 

(a5) 

(36). 

Teniendo en cuenta el valor de ¡3 dado por (21) , la ex­
presión (a6) será la condición para que la superficie desarrolla-
ble (23) sea un cono. 

El vértice del cono se deduce despejando X de (20) y 
sustituyendo en (23 ) ; será el punto 

Y 
a., •/., u. 

i3a^ 

(27) 

' De aquí se deduce que la desarroUable será un cilindro si 
se cumple 

a'j^ — Og -/.j — |3 aj^ = • o . C28), 

'é¿ 
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Observación. La expresión (27) liemos visto que da el 
vértice del cono en el caso de que la desarroUable lo sea. En 
el caso general, la primera de las igualdades (25) nos da la 
condición para que la tangente a la línea Y (s, X (s)) situada sobre 
la desarroUable tenga la dirección de la generatriz U, o sea, la 
condición para que dicha línea sea la arista de retroceso de la 
desarroUable. Luego: en general, la ecuación (27) es la de la 
arista de retroceso de la superficie desarroUable (23), siendo 
U = a^T-{-a.,N-\-a¡Bi-a^D y |3 dado por (21). 

§ 5. Casos particulares. 

Vamos 1 a estudiar ahora las condiciones que debe cumplir 
la curva X (s) para que las superficies desarroUables particula­
res estudiadas en § 3 sean conos o cilindros. 

I. Caso aj = o. En el E3 determinado por los vectores T, 
N, D vimos que había una sola superficie desarroUable, dada 
por (12). Veamos la condición para que sea un cono. 

Para « 3 = 0 , según (21), podemos tomar 

a. 

y entonces (26) toma la forma 

(a\ — «2 Xj • «0' = ^ K -
" OÍA ' 

(29) 

que se puede escribir ' , 

o sea, por una ifitegración 

siendo k una constante. Dividiendo por â  y sustituyendo los 

cocientes por su valor deducido de (13) resulta 

¡X-'ÍWdiSfc^^í 
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Recíprocamente, si se cumple esta condición, se cumplirá 
(29) y la superficie dcsarrollablc (28) será un cono. Si A: = o 
la superficie será, según (28), un cilindro. 

Este resultado se puede enunciar: La condición necesaria 
y suficiente para que los E.¡ determinados por los vectores T., 
N, D pasen por un mismo punto, es que entre las curvaturas 
de la curva X (s) exista la relación (30). Si en ella es k = o, 
dichos Eg pasan por un mismo punto del infinito. 

2. Caso 02 = 0- Er* t̂ ste caso ya vimos que existían infi-
nilas superficies desarrollables, dadas para los distintos valores 
de la constante c en las fórmulas ( i3) . Se trata de establecer 
las condiciones necesarias y suficientes para que entre estas 
superficies haya algún cilindro o cono. 

Siendo «2 = 0; las ecuaciones (21) dan P — zA. O. 
y la condición (28) para que la superficie sea un cilindro se 
escribe 

a ' j — - i (a ' . — a^xg): 

o sea 

(29). 

3 los 

/ a , \ , a, o. 

Teniendo en cuenta (i3) esta condición equivale a 

Observando que, según ( i3) , es Xgds = dtp, esta ecuación 
se integra inmediatamente, dando 

10" logsencp = Cte. 

(') Suponeinoa 03 i O, lo cual ocurre efeetivamcute, pues según vimos en { 3, 
n ' 3, con las condiciones ai =z O, a, =. O, solamente existe la superfioie tan­
gencial como única superficie desarroUable, y ella no puede ser cilindro ni cono. 
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Por consiguiente, siendo c una constante, la expresión 

- - s e n í/y.3cls-fe ) = C t e . (82) 

nos da la relación que debe existir entre hs curvaturas de una 
curva de E^ para que por ella pase un cilindro cuyas genera­
trices estén constantemente en el E^ determinado por T, B, D. 

La condición para que alguna de las superficies dadas por 
( I 3 ) sea un cono, según el valor de |3 antes encontrado y se­
gún (36) será 

1 / / '· \ 
^1. ( a 3 — a ^ • / .„ ,)-

^4 -̂3 
( « ' j . - T ^ ( « ' 3 — " i ' ' · 3 ) ) ' = ( « ' l 

"•3 , " 3 ""3 . 

que puede escribirse 

Teniendo en cuenta (i3) esta relación se escribe 

( i i f i + ^ . «>' ^) ' ^ ((Ï;-)' -^~^^' ^') •"••"̂  <̂<̂' ^ '=«• 

Recordando, como antes, que -/.3ds = dcp, esta ecuación 
se integra como en el caso precedente y se obtiene 

{—) sen if - f , - ^ eos cp = Cte. (cp = /'y.., ás -J- c}. (33) 

Esta será la ecuación intrínseca de las curvas de E^ por las 
cuales pasa algún cono cuyas generatrices están constantemente 
en el £ , determinado por T, B, D, es decir, de las curvas para 
L·s cuahs dichos E3 pasan todos por un punto fijo del espacio. 

3. Caso Oj^O. De las ecuaciones (1/4) y (21) se deduce 
p = o. Luego, para que una superficie desarrollable normal sea 
un cono, debe ser, según (26), 

( « 2 "- i ) ' : 0 . (34) 

Esto nos dice que a, Xj es igual a una constante. Según 
(27) el vértice del cono será 
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2) 

na 
:\-
0. 
or 
;e-

Y = XA—~-U 
a„y.. 

(35), 

y por tanto el vector Y — X tiene módulo constante, es decir, 
los puntos de la curva equidistan del vértice del cono, que.es 
un punto fijo. Por consiguiente: si alguna de las superficies 
dcsarroliablés normales a ki curva es un cono, la curva está 
contenida en una hiperesfera. 

El radio do esta hiperesfera, según (35), vale fí=-í—.Do 

aquí Y de las ecuaciones (i4) se deduce 

ttr,: 
fíx, ''' W R r-i2 /.,,• 

.,=.J-K + <.,.,)_^(ïi-(^)') 
(36) 

y como la suma de los cuadrados de los tres cosenos vale la 
unidad, se tiene 

(37), 

53) 

las 
nl.e 
:iro. 
•io. 

uce 
sea 

3/,) 

Si en lugar de las curvaturas se ponen de manifiesto los 
radios de curvatura, esta expresión se escribe de manera más 
simple 

•fí2 =p^2 + (p^ p'^)2 4_ (p3 £ i _|_ p3 (p^ p 'J ' ) í . (38) 
Pa 

Como R es constante, escribiendo que la derivada del se­
gundo miembro de (87) o (38) es igual a cero, se obtendrá la 
condición necesaria y suficiente que deben cumplir las curva­
turas o los radios de curvatura de una curva de E^ para c¡u6. 
esté contenida en una hiperesfera. Las expresiones (37) o 
(38) dan, entonces, los valores del radio de la hiperesfera. 

á. Cilindros y conos cuyas generatrices están invaiiahh:-
niente unidas al tetraedro fundamental. Entre las superficies 
desarrollables estudiadas en § o, n". .T queremos ahora ver si hay 
conos o cilindros. 

que.es
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Supongamos, pues, que a^, a,, Oj, a^ son constantes y 
que, por tanto, también lo son los cocientes (deducidos de 

( 1 7 ) ) . 

•'a'-'-i 

Por (21) es (3 = — Xj y según (28) la condición para que 

la superficie desarrollable sea un cilindro es que 

a , Xj -I- ¡3 a^ = üi, Xj -J- —̂- "i '̂ 3 = O, 

o sea, suponiendo "^¡,'¡-0, 

"2 "1 ~¡~ "3 ''1 ^= O' 
"''•3 

y sustituyendo el valor de — deducido de (Sg) 

^̂ 3 «2^ + «3 («3- - f '^r) + «3 «1^ = "3 ("1- + 2_L n.2_L = 0. 

Esta igualdad sólo puede realizarse si a.¡~o. En este caso 
resultaría |3 = o y por tanto la condición anterior de ser la 
superficie un cilindro se reduce a a 2 - / . j = o , de donde, «2 = 0 ; 
con esto , la ecuación (III) de (17) exige a su vez que ct̂  = o 
(se supone y-2,'i'-o). De aquí, puesto que la superficie tangencial 
nunca jDuede ser un cilindro, se deduce: Por las curvas con 
y.¡~/-o no pasa ningún cilindro cuyas generatrices tengan posi­
ción invariable respecto el tetraedroide- fundamental vinculado 
a la curva. 

Veamos las condiciones para que pasen conos. 

Tomando, por (21) , | 3 = - ¿ - / . j , según (26) , la condición 
a m ­

para que la superficie desarrollable sea un cono es 

( ' '2 '<l+-^.«3' '^3)' 

("2' ' '-3+r^a3''-3) 
°4 
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Según las igualdades (SgV esta condición equivale a 

°-3 
a. 

K("2«&+r^«3)]' 
X , 

CÍO) 

y de aquí (recordando que las a,- son constantes por hipótesis), 
resulta, 

s~^c 

siendo s el arco de la curva y c una constante. 
De (Sg) se deduce ahora 

ab 
•/.„ = 

" 3 c -s 
a., 

°-3 
c -s 

a. 

(4i) 

Recíprocamente, dada una curva alabeada de E.j, cuyas 
ecuaciones intrínsecas sean de la forma 

^ c-j-As 'c-\-As ' "̂  c + A s ' (M) 

siendo A, c, Ci constantes, vamos a demostrar que esta curva 
está sobre un cono cuyas generatrices tienen posición invariable 
respecto el tetraedroide fundamental vinculado a la curva. En 
efecto, comparando (4i) con (/ia) se deduce que debe sçr 

-3- = — A • 

además, según (Sg) y (/I2) es 

.2 4 -

Oo a^ "i('^3- + «.r) 

De estas igualdades se deduce que existe un cono único 
con las condiciones dichas, cuyas generatrices están dadas por 

I v̂. 

.iíj/sés*»4;aáifc* í̂*í̂ ííf-,í, r í 
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= -A, 
2_-4-A2 

a 

A ( , 1 +-A'^ 

(4^) 

siendo a,b los valores dados por (-'|3). 
En resumen: La condición necesaria y suficiente para cjac 

exista algún cono que pase por una línea -alabeada de E^, con 
X3-/-O, cuyas generatrices tengan en cada punto posición in­
variable respecto el letraedroide fundamental, es que las ecua­
ciones intrínsecas de la curca sean de la fornia (à2). En este 
caso el cono es único y sus generatrices están dadas por (àú). 

I I . V A R I E D A D E S TR1D1MF.NSI0NA.I.ES D E S A R R O L L A D L E S EN E ^ QUE 

PASAN PON UNA LÍNEA. 

Consideremos una linea fija en E^ y por cada uno de sus 
punios un Ej (o sea, un plano); estos Eo, suponiendo que su 
posición varíe de una manera continua a lo largo de la curva 
dada, engendran una variedad de tres dimensiones. Considere­
mos un E3 tangente a la variedad: cuando este E3 es el mismo 
para todos los puntos de un mismo plano generador, la variedad 
se dirá desarrollable. Esta definición equivale a decir que dos 
planos generadores infinitamente próximos están en un" mismo 
Ej y por tanto se cortan según una recta. 

Vamos a estudiar las diversas variedades desarrollables de 
este tipo que pasan por una liíiea dada de Ej. 

§ í. Condiciones generales. 

Sea X=¿X(s) la ecuación vectorial de la curva dada. En 
cada uno de sus puntos consideremos dos vectores L/j, U., de 
módulo uno y perpendiculares entre sí, o sea, con la condición 

L'i. IL, = o. (0. 
Siendo. L\ y L', funciones de s, la variedad tridimensional 

engendrada por los planos que ellos determinan será 

Y{s.X„\-;)=X{s)-^-KÜ,{s)^X,U,{sy. , ( 2 ) 
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'A) 

Esla variedad será desarroUable cuando para todos los pan­
tos del plano s = etc. el E3 tangente sea el mismo. El E3 tan­
gente a (2) en el punto s.̂ .̂-Xo es el determinado por los vec­
tores 

ue 
on 
n-
n--
:tR 

(). 

y. = X' -f- \ u\ +.A, V'., y-,, = Ui, y>, = ü,. (3) 

US 

su 
va 
"0-

no 

ad 

los 

no 

de 

Para que este E3 sea independiente de X̂ , X, es necesario 
y suficiente que los cinco vectores X'= T,L\,U~,,L'\,U'2 estén 
en un mismo E¡, o sea, que la característica de la matriz for­
mada por las componentes de los vectores anteriores sea < 3. 

Esta condición necesaria y suficiente para la desarroUaDíli-
dad de (2) se puede e.xpre.sar más cómodamente considerando 
dos casos. 

1er. .caso: Los vectores 7", L\, L'o están en un plano. En. 
este caso se puede elegir f/̂  := T y la condición única para que 
(2) sea desarroUable es 

{T, í/,, U\, l]\) = o, (^) 

indicando con {T,U^,lj\,lJ'2) el determinante formado por 
las componentes, respecto el telraedroide fundamental vinculado a 
la curva en cada punto, de IÒ.5 vectores que figuran'en esta c.'c-
presión. 

2°. caso: Los vectores T, L/jiL^j no están en un plano. Pa­
ra expresar que los cinco vectores T,L\,IJ2,IJ\,L¡'2 están en 
el E3 delerniiiiado por los 3 prmieros, bastará escribir que 
7', í/j^, Í79, í/'j pertenecen a un mismo E3, o sea 

En 
de 
ón 

{T,V^,U.,.U\)=o (5) 

y que además T, L\, U,, Lj'.y también están en el mismo E3, 
o sea. 

{T,U„U„U\_)=^Q (6) 

nal 

; 2 ) 

Luego: La condición (ü) o las condiciones (5) y (6) según 
•el caso, son las condiciones necesarias y suficientes para que la 
•variedad (2) sea desarroUable. 

^>mt»s::mmM 
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§ 2. Casos particulares. 

1. Variedades engendradas por las caras del teíraedroide fun­
damental. Consideremos todos los casos posibles siguientes: 

a) L'1 = T, ll2 = ¡y. Según las fórmulas de Freriet de la 
Parte I (2), lá condición (A) se escribe 

(T. N, -/., A', — xj T -I- x, S) = o 

la cual es satisfecha idénticamente y por tanto nos dice que la 
variedad descrita es desarrollable. 

b) L"i = T,C/2==fí. Es 

{T, B, xj N, — X, A' + xg D) = xj X3 (T, B. N, D) = — x, y.^ 

y por tanto la variedad sólo será desarrollable en el caso dé 
ser X3 = o. , 

c) U^=^T,U2 = D. Es 

(r,Z).x,A/,-y.3B) = - x , x 3 ( T , Z ) , A ' , f i ) = - x , x 3 . 

o sea, la variedad no es desarrollable, excepto si x 3 = o . 
d) U^ = N, V.2 = B. Las condiciones (5) y (6) devienen 

respectivamente 

. iT,N,B, — r.^T + K,B)=o-

(T, N. fi, — %, N + X3 D) = X3 {T, N, B, D) = X3 = o 

y por tanto la variedad únicamente será desarrollable en el caso 
de ser Xj = 0 . ~ 

e) L'i = A', Í/2 = D. Se tiene 

(r,/Y, z), — X, r + x , s) = x, (T, A', A fi) = —'̂ 2 
(T, A', D, - X3 B) = - X3 (T. N. D,B) = ^,, 

, luego según '(5) y (6) la variedad no es desarrollable. 
f) V\ = B, U2 = D. Se tiene 

(T, B, D,-~ y-a A' + X3 Z)) = — -^^{7, B,D,N) = — Xg 

{T,B,D, — 'K,B)=o 
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rte 

so 

y por tanto, supuesto v-^-j-o, tampoco se cumplen las condi­
ciones (5) y (6). 

En resumen: Suponiendo una línea de E^ no contenida en 
ningún E¡ (o sea, con y-3'/-o)i de las variedades engendradas 
por las caras del telraedroide fundamental vinculado a la curva, 
solamente es desarrollable la descrita por el plano osculador. 

• Si la línea está contenida en un Ej evidentemente todos los 
planos contenidos en él engendrarán el mismo Ej, el cual, des­
de luego, es desarrollable, como ha resultado también de los 
cálculos anteriores. ' 

2. Caso en que el plana generador, pasa por T. Conside­
remos ahora las variedades engendradas por planos que con­
tienen en cada punto la tangente a la curva. Es decir, supon­
gamos f/j = T y U.^ un vector unitario cualquiera contenido en 
el Ej determinado por los vectores A', B, T). 

En este caso, poniendo 

U,^a^N-ya,B + v.^D (7) 

y aplicando las fórmulas de Frenet ((2), I), se obtiene 

í/'g == — "2 '̂ 1 ^ ~r (^'2 — '•'"i ''^2) ^ + 
- 1 - (a , x , - L . a'3 — a j Xj) fí-f (ag X 3 - f - a ' J D . 

Con esto, el primer miembro de (4) queda 

{T, U„ y., N, U',) = {T, a, B. y, N, («3 X3 -X- a',) D) -f .• 
+ (T. a, D, X, ¿V, («2 X, + a'3 - a, X3) B) 

= ''•1 [«4 "-'3 — «.I»'* + «2 «4 ''•2 — (̂ 3̂̂  + °S ^-sl 

y por tanto, la condición para que la variedad considerada sea 
desarrollable es 

•̂ 1 «'3 — "3«'d + «2 «1 ''•2 — ("3^ -I- »4^) "''-3 = O- (8) 

Esta ecuación (8) se satisface siempre que la superficie 
descrita por el vector U2 sea desarrollable. La cuestión es evi­
dente desde el punto de vista geométrico puesto que entonces 
la variedad tridimensional es desarrollable por estar formada 
por los planos tangentes a una superficie desarrollable. Tam-
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bien analiticamente se puede comprobar observando que la 
ecuación (8) se satisface para los valores de ct,, a,, â  dados 
por las ecuaciones (i/i) de la parte I. El recíproco, sin embar­
go, no es cierto: la variedad tridimensional piuede ser dcsarro-
llable sin que lo sea la superficie descrita por t/j- En efecto, 
basta considerar el caso de la variedad engendrada por los pla­
nos osculadores (determinados por T,N) la cual es desarrolla-
ble, sin que lo sea la superficie engendrada por las normales A'. 

Recordando la nota (^) de § 3, I, la ecuación (8) se pue­
do interpretar diciendo que los valores de a,, a ,̂ â  soluciones 
de (8) son cosenos' directores de generatrices de superficies 
desarrollables del espacio ordinario E;; que pasan por una linea 
del mismo cuyas ecuaciones intrínsecas sean x.j = Xo (s). 
«s ^=-/.g (s), siendo */-2 la curvatura ordinaria y v..^ la torsión. 

Por tanto, recordando las propiedades de las superficies 
desarrollables que pasan por una línea en el espacio E3 (que 
pueden obtenerse inmediatamente de la ecuación (*) de la nota 
(^)) se obtiene: 

Para que la variedad descrita por el plano delerminado 
por T y el vector í/j dado por (7) sea desarrollable, es nece­
sario y suficiente que se cumpla (S). En particular: 

a) Para â  = o el ángulo cp que forma L\ con D es tai 

que. cp = cpo-{-/x3ds. 

b) Para «3 = 0 hay la soluciÓ7i 0 0 = 1 , â  = o (que co­
rresponde a la variedad engendrada por el plano osculador T, 

•:-' • ' . Xg y.2 

c) Para a j = o hay la solución única 013 = 0, a.-,=-i (que 
corresponde a la variedad engendrada por el plano osculador 
T,N). . ' , 

d) Con la condición de ser a.,, a.^, a^ constantes, .solamente 

existe solución si la curva dada es tal que —=^cte. En este 
•''-3 

casO; los vectores Ü.2 que junto con T determinan planos c¡ue 
engendran variedades desarrollables forman, en cada punto, un 
cono cuadrático de revolución definido por 

"2 "i ''•2 — ("3^ + »4^) ''•3 = o 

respecto el triedro N,B,D. 
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3. Caso en que el plano generador pasa por A'. Pongamos 
en este caso 

L\ = iY.. Uo = íhT + o..¿B~'ra.íD, (9) 

íS 

a 

) , 

!S 

te 
:a 

íí 

¡r 

le 

le 

i.e 
in 

<le donde 

V'i = — •/•i r + xg B 
ü', = a\T + ( a , Xi - a, -/.,) A' + (a'3 - a , y.,) B -\- {a, y., + «',) D. 

La condición (5) para que la variedad engendrada por el 
plano determinado por los vectores U^, LK de (g) sea desarro-
llable, queda 

{T, U,, U.. U\) = {T, A', « 3 6 + a i D , y . . B) = 
= ttj^ Ho ( 7 \ A', D , B) = — « j -/.̂  = 0 , 

lo cual exige a | = o ; con esta condición, la (6) nos da 

(T, l \ , U., U'o) = {T, A', «3 fi, a, y... D) = 
= a32y.3(r ,A' ,B,D)=a32-/ .3 = 0. 

Luego: Si y-^'f-o la única variedad tridimensional desu-
rrollable engendrada por planos que contienen constantemente 
el vector normal N es la engendrada por el plano osculador. 

Si y.3 = o, la única condición es que sea a^ = o, o sea, 
que el plano esté constantemente en el E3 que contiene la curva, 
lo cual es, por otra parte, evidente. 

á. Caso en que el plano generador pasa por B. Sea 

L'i = Z?, L'2 = a / f + a , A ' J - a j D , ( l o ) 

y de aqu i ' 

U\=.-y.,N + y.,D 

•U\ = {o.\ - a^ y.,) T + ( a , / . . . J - a ' ,) A' + 
- f {a, y-, — a.̂  •/.3) B -[- a'̂  D. 

La condición (5) se escribe 

{r, U„ U„ V\) •= {T. B, a. A' + a, D, - x. A' + X3 D) = 
= (T, B, a, N, y.., Ó) + {T, B, a, D, - y., N) = 

= —(a2 ' ' ' 3 - | - ' ^ i ' ' - 2 )=o , (11) 
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y la (6) 

(7', ü„ U,. V',) = {T, B.a,N-l- a,D, (a, x, + a'^) A' -f a', D) 

, = ( T , B.c,N,o.\D) + {T.B.a,D.{a,y<,+a',)N) 

=^ — a,a\-l¡-a^{a^^/.^-{-a\)=0. (12) 

Si a2 = o, (11) nos dice que también debe ser ô  = o y 
entonces sería U^^T; este caso no puede tratarse, por tanto, 
mediante las ecuaciones (5) y (6); debe hacerse por la (4) y 
entonces ya vimos que el plano T, B engendra una variedad que 
no es desarrollable. 

Si a2'/''3> (12) se puede escribir 

y como, según (11), es • '4 queda 

" 2 ''•i '^3 ^ ' ' - 2 ' 

y por lo tanto los cosenos directores a¡ que figuran en (10) es­
tarán dados por la condición a "̂ -f- a^'^ -|- â ^̂  = j y además 

« o 

..,2(J)' ".''.''•3 x^y-gü 
( i 3 ) 

Si — = cte. la solución es 

= 0 , (i/i) 

En resumen: Los únicos planos que, pasando conslanle-
mente por la segunda normal B engendran variedades tridi­
mensionales desarrollables, son aquellos que coiilienen, además, 
el vector U^ definido por (10) con los valores (13) por los 
cosenos a,. 

5. Caso en que el plano generador pasa por D. En este ca­
so será 

U^ = D, [72 = 017' +a^A ' + ajfí, (15). 
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de donde 

Í ; ' „ = ( a \ — . «2 Xj) T - j - ( a ^ X j - f a'o — a, x„)/V 
-f (a, x, + a',) B + «3 •/.3/). 

La condición (5) se escribe 

(T, U„ U„ U\) = {T,D. a,N + a, B.-y., B) = - â  x, = o, 

y la (6) 

{T, V„ U,. U',) = (T, D, a. A- + «3 B, (a, x , + a ' j _ a, x.) N 

+.(«2''-2+«'3)«) 
= {T,D, a, /Y, (a., X, J- a'3) B) + (T, D, «3 B, 

(a^X^ + a'2 — OjX,) A') 

= «2 (ag Xo-f-a'3) — Ug (ai^-i + d'a—03X3) = O. , 

Suponiendo y-¡-/-o, la primera condición da 02 = 0, con lo 
cual la segunda se reduce a 

'"3("l ' ' - l — "3 ' ' - 2 )=0 . 

Si «3 = 0 resultaría U2 = T, solución que hay que excluir, 
pues eslo caso debe tratarse tal como se hizo en el n° . 2. 

Suponiendo ct j^ro queda, pues, la solución 

02 = 0, a^ = o, - ^ = (16) 

Luego: Los únicos planos que pasando constantemente por 
la trinormal D engendran una variedad tridimensional desarro-
üable son aquellos que contienen, además, el vector t/o definido 
por (15) con los valorea (16) para los cosenos a-. 

i-

s, 
)S 

i). 

§ 3. Superficie y línea de estricción de las' variedades tridimen­
sionales desarrollables. 

1. En el espacio euclidiano tridimensional se llama linea 
de estricción de una superficie desarroUable, aquella línea (que 
se demuestra existe siempre, o se reduce'a un punto) a la cual 
son tangentes todas las generatrices de la superficie. 
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En las variedades desarrollables tridimensionales de . Ej 
engendradas por planos, vamos a demostrar que también todos 
los planos generadores son tangentes a una superficie (que pue­
de degenerar en una recta o en un punto) que se puede llamar 
superficie de eslricción. Veremos además que esta superficie 
es a su vez desarrollable 5" por tanto que los planos generadores 
da la variedad tridimensional desarrollable son los planos oscu-
ladores a una curva de E^; ésta se llamará línea de eslricción 
de la variedad (8). 

2. Superficie y línea de eslricción. \ a vimos en § i que 
es necesario distinguir dos casos, según que el vector tangente. 
T esté contenido o no en el plano determinado por U^, U.,. 

I. Si T está contenido en el plano f/j. Uo. se puede tomar, 
sin restricción alguna para la generalidad, 7'='{71. La variedad 
desarrollable supongamos que sea 

Y\s,\,^2) = X-i-\T + \^U.,. 'M) 

Por la condición (7, [/,, T', U'o) = o de desarrollabilidad 
(4), se deduce que Vv está contenido en el Ej determinado por 
T, t/,: T' y por tanto se puede poner (9) 

U'. :nr+ví/„ + Tr'. (18) 

Queremos hallar Xj y X» como funciones de i de manera tal 
que la tangente a la curva X = Y {s.\\(s),'k.2{¿)) esté conte­
nida en el piano generador T.Uo- Para ello, derivando (17) y 
teniendo en cuenta (18) queda 

• ^ = (I + 'Vj + X2 M) 3' + (V, + X, v) b\_ + (Xi + X, T) r , (19) 

(') C. SEGRE en [8] píg. 89 en lugar de líuea o superficie de estricción 
utiliza loa nombres de línea o superficie o, en general, espacio singular. A loa 
puntos de cada recta generatriz o plano generador que pertenecen al espacio 
singular los llama focos o puntos singulares. Ver también A. TERBACINI [11]. 

(°) En este razonamiento queda exceptuado el caso de que T, ü„ T' estén 
en un mismo plano. Entonces, como T ' = zi-V, la variedad desarrollable es la 
engendrada por los planos osculadores T,N; en este caso trivial, la superficie 
do estricción es la formada por las tangentes a la curva y la línea de estricción 
la curva misma. 
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y para que este vector esté en el plano T, U, debe ser 

. \ j - f X , T = o. (20) ' 

Esta ecuación representa una recta en el plano generador 
T.U^' todos los puntos de la misma, al variar s,'describirán 
curvas cuya tangente está en dicho plano T, t/,- La recta (20) 
engendrará, pues, la superficie de estricción cuya ecuación será, 
por tanto, (según (17). y (20)) 

Y = X —K{-cT — L'2). ( 2 1 ) 

Esta superficie es desarroUable; en efecto, basta observar 
que, según la manera como se ha determinado, para cualquier 
punto de una misma generatriz el plano tangente es el plano 
T.U.. 

La línea de estricción de esta superficie desarrollüble se 
puede hallar .determinando ^'¡,{s) de manera que la recta tan­
gente a la curva Y (s) = X — ^zi'^'^ — ^2) coincida con la 
generatriz, o sea, tenga la dirección del "vector-xT — Í72-

Escribiendo, pues, la proporcionalidad entre las componen­
tes homologas de los vectores Y' (19) y TT — í/, se obtiene 
la condición (20) y además la 

O sea, teniendo en cuenta (20) 

I X , ( T ' |Ll V T ) = O. 

La ecuación de la línea de eslricciún de la superficie (21]) 
y por tanto de la variedad desarroUable (17) es, por tanto, 

y = x 
T |.l \- T i-T-U,), (23) 

donde T, n, v están determinados por la condición (18), que se 
puede escribir siempre si la variedad (17) es desarroUable. 

Ejemplo. Consideremos por ejemplo, la variedad desarro­
Uable mencionada en § 2, i, b), o sea, 

Y = X- fXiT + X2Í72 siendo U2 = >^3N-^y.^D. 
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Teniendo en cuenta las fórmulas do Frenet ((2), I) y 
después de transformaciones inmediatas, se obtiene 

U':, •• 3V "2 T' 

de donde u = — x, •/.,.v=-^-^, T = ( - ^ - ) - ^ . Con estos valores, la 

ecuación (28) nos da la línea de estricción. En particular si se 

trata de una curva con — = cte. resulta que la línea de estric-

ción es 

Y = X + - /Y + -•--D. 

II. Consideremos ahora el caso en que T no está contenido 
en el plano Í7j, í/j. Entonces, según § i, la condición de desa-
rrollabilidad es que los vectores U'i y í/'g estén contenidos en 
el E3 determinado por T, L¡i, L/g- Por tanto se podrá poner 

t^'. = Hi T + V, U, + T, U2, V, = u,T + v„ U, + T̂  í/g. (2/,) 

Con esto, considerando X^ y X̂  como funciones de 5, es 
(derivando (2)), 

cíY 
^ = (r + 'S Hi + h l·h) T + {y, -I- Al V, + X, y,) U, 

. ' -!-('V, + X,T, + X„T,)t/,. (25) 

Por tanto, para que la tangente a la línea 1 '= X-¡-X^ (5) L\ 
"h-^2 (•'') '̂2 6Stc en el plano determinado por f/̂  y í/o debe ser 

i - r^ i l -h + >̂ 2H2 = o- (26) 

De aquí se deduce que todas estas líneas están sobre la 
superficie reglada 

Y (s, X,y = X (.,) + X , U, (s) - - ( i +X^ ^O U, (s). (2-7). 

Esta superficie os la engendrada por las rectas definidas 
por la ecuación (26) situadas en el plano determinado por U^, U^-
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Esta superficie es desarrollable, puesto que, en efecto, a 
lo largo de cualquier generatriz el plano tangente es siempre el 
determinado por la generatriz misma y la tangente a la linca 
anteriormente considerada que pasa por el punto correspon­
diente. El plano tangente es, pues, el determinado por [/ĵ , U.^. 
Luego, esta superficie (27) será la superficie de estricción. 

Para hallar la linea de estricción de la superficie (27), 
bastará buscar -\i (s) de manera que la línea resultante Y (s) = 
Y (^s,\i(s)) tenga por plano osculador el plano tangente, que 
es el determinado por U^, U.-,. 

àY 
Pongamos Y 

ds 
El plano osculador es el determinado 

por y e Y". Para que este plano sea el Ü\,U2, como 1 ' por la 
condición (26) ya está contenido en este plano, sólo deberá 
cumplirse la nueva condición de que también Y" se exprese 
como combinación lineal de Ui y Un; teniendo en cuenta (24) 
y (26) y derivando nuevamente (26), para que el resultado se 
exprese como combinación lineal de Í7ĵ  y Uo debe ser 

{\\ + X, vj + X. V,) u^ -|-(X'2 - f Xj T̂  - f X, T,) 1.4 = o. (28) 

Añadiendo la condición (26) queda que, la línea cuyos 
planos osculadores son los generadores de la variedad desarrolla-
ble (2), está deterniinacla por las funciones Xĵ  (s) y X, (s) defi­
nidas por el sistema 

I + -̂ i Mi -f" -̂ 2 M2 = O . 

(•Vi -i- \ V, + X, V,) Hi H-(.V2 + '\i Ti + \ , T.) H, = o, (29) 

donde los ¡x-, v¿, T¿ ( i = i , 2) están dados por (2-'i). 

Ejemplos. Vamos a limitarnos al caso en que la curva 
originaria X = X (s) tiene las tres curvaturas constantes. Apli­
caremos el sistema (29) para determinar la línea de estricción 
de las variedades desarrollables estudiadas en S 2, 4 y S 2, 5. 

a) Variedad desarrollable engendrada por los planos deter­
minados por L \ = , 6 y lJn = y-2^ — ''s^^ (estudiada en § 2, A)-

Siendo y-i, r., y X3 constantes, será 

IJ\ = — -/.o A' -f y.g D = - . L'o 

U'o = - X, y., T - f (x. / + X3S) B = - y-, -/., T - f (x,2 -1- X3Í) í / „ 
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o sea, comparando con (a/i), 

Hl = Vj = 0 , Ti = I , H o . = -/-i X, , Vo = 

Con estos valores, el sistema (29) da 

I 

V + '̂ s-. ^2-0. 

Xi = o,. ,\.,= 

Es decir: Pora eZ caso de ser y.¡^, -/-j. ''•3 constantes, la varie­
dad tridimensional desarrollable estudiada en § 2, 4, esíá /oc-
mada por los planos osculadores a la curva 

_ L A ' - - ^ -D. 
• X , Xjy..;, 

Teniendo en cuenta las fórmulas de Frenet ((2) I), se 

encuentra Y'='- "̂  fi. Esto nos dice que las tangentes a-
y.j -X.2 

esta curva son en cada punto paralelas al vector B correspon­
diente a la curva dada. Además, según el valor de X', sé reduce 
que la línea de estricción encontrada solamente se reduce a un 
punto (en cuyo caso debe ser Y' = 0) en el caso de ser x,=x3=o. 

b) Vai-iedad desarrollable engendrada por los pL·nos deter­
minados por Ui = D y iVj = X2T-|-'''•1 6 (estudiada en § 2, 5). 

Siendo, por hipótesis, x ,̂ x ,̂ Xg constantes, será 

U\-=: HB-
X , 

• u. 

o sea, comparando con (2/I) 

f̂ i = ^ ^ , = 0 , Ti = p , = 0 , V , : -1 '-3. T, = 0 . 
•1 "I 

Con estos valores el sistema (29) da 

, ^ • 2 -

"2 '-3 

Esto nos dice que la variedad desarrollóle tridimensional 
estudiada en § 2, 5 está formada por los planos osculadores a 
la curva 
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y = x — -D. 

Siendo Y' = T -{- ~ B se deduce que diclia curva no puede 

reducirse nunca a un punto. 

§ h. Variedades desarrollables envolventes de los E.¿ que son 
caras del tetraedroide fundamental. 

Nos proponemos buscar cuáles son las variedades desarro­
llables . tridimensionales que pasan por una línea (obtenidas 
en § 2) que son las envolventes de los E3 caras del tetraedroide 
fundamental. 

J. Variedad tridimensional envolvente de los E¡ determi­
nados por T, N, B. Para hallar la variedad envolvente de la 
familia de los E3 definidos por 

y = j - f x7' + ,uA' + vfi 

bastará hallar los puntos Y (s) de estos espacios para los cuales 
la tangente Y' está contenida en el E3 definido por los mismos 
T, N, B. Es 

, y _ (I _ ,u y.^ J_ y) TJ^(\y.^- V r., + t̂') A' 4-

( ,u- , . , ,+v ' ) f i+vx3D; 

Para que este vector Y' pertenezca al E3 definido por T, 
N, B debe ser v = o y entonces la variedad envolvente es la 
.engendrada por Y = X-Y-\T-\-\iN. Por tanto: Los £3 de-
lerminados por los vectores T, lY, B envuelven la variedad desa-
rrollable engendrada por los planos osculadores. 

2. Variedad tridimensional envolvente de los E^ determina­
dos por los vectores T, N, D. Como en el número anterior, 
hiendo ahora ' • • 

y == X- f .\ T - f i-i ,¥-f V D 

y = (I -^ ,u •/.,+\') r + (X y., + ^c) N + 

file://-/-/iN
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para que Y' esté contenido e.i el E-¡ definido por T,i\,D debe 
ser |j y.g — vy.3 = o. La variedad envolvente es, pues, la engen­
drada por los planos 

que no es otra qu.e la variedad desarrollable obtenida en § 2. 
2, b). ., , . ' . 

5. Variedad tridimensional envolvente de los E¡ determi­
nados por los vectores T, B, D. En este caso es 

y = .Y-f X r-f-|a 5 4-V D 

y == (I + X') T 4- (.\ y., - li -/o) A' + (F'' - V X3) B -i-iix -/.3 + V) D 

y por razones análogas a las de los números precedentes, la va­
riedad ~ envolvente será 

Y = ,Y + X {y., T -f 7-1B) -f vD, 

que es la variedad ya encontrada en § 2, 5, como única varie­
dad desarrollable engendrada por planos que pasan constante­
mente por la binormal D. 

^1. Variedad tridimensional envolvente de los E¡ determi­
nados por los. vectores T, B, D. En este caso es 

y = 1' + X N + |.i /? -f V D 

Y'=^{i-\y.,)T^{:..)N^{...)B^{...)D^ 

y para que el vector Y' esté-contenido en el E, definido por 
N,B,D debe ser i—Xy-j = o. La variedad envolvente es, por 
tanto, la engendrada por el plano 

y = X - | - - - A J - H B - •D. (3o) 

Esta variedad se diferencia de las anteriores en C{ue los 
planos (3o) no pasan por el punto X de la curva. Son los 
planos paralelos al plano determinado por B,D que cortan a la 

normal principal A' a una distancia — === Pi del punto de la 

curva. 
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I I I . V A n i E D A D E S TRIDI.MI'.SSIONALES EN E ¿ , CON CARÁCTER DE 

DESARROLLABLES Y QVE CONTIENEN UNA S U P E R F I C I E . 

^ í . Resumen de las nociones fundamentales sobre superficies 

en E^. 

i. Ecuaciones fundamentales. Sea X = X [u.v) la ecuación 
vectorial de una superficie en E^. Por comoclidacl en los cálcu­
los supondremos que las líneas coordenadas u==cle. y ü = cte. 
son perpendiculares. Será, por consiguiente 

X „ . X , = o ( I ) 

y además pondremos, como de costumbre, 

( • ^ ) 

Consideremos en cada punto de la superficie dos vectores 
^ ( I ¡ , D ) , i \ ( i i ,U) normales entre sí y normales al plano tangente 
a la superficie en el mismo punto. Pongamos las notaciones 

r a Y f y 
-'-' S ^ ^ U » -5(1 ' ^ l í 

N^Ï,X,,= -l,X, 

\ además 

• ç„ z„ .¥ j= n /Y„¡, = — n, A„ == —n» -Vu 

/Vj^ n Xu„ = — iii, X„ (3) 

& = n ? » - = — 5 n » -

L M 

Ò' --= n £,. = — n , Ç 

Con estas notaciones, las ecuaciones fundamentales de la 

teoría de superficies en E^ s o n ( ' ° ) : 

('•) Ver SERVANT [10] , 
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Çii = /?j A'„ -f- n X,. + & n 

S„ = m'A'„ + / i 'X, .+ b'ti 

H,. = ni\ Xa -\- n\ Xv — f>' 5 

iV. 

En estas ecuaciones vectoriales, los símbolos \ ,. y son los 

clásicos símbolos de Christoffel que se expresan mediante E, G 
(2) y sus primeras derivadas parciales respecto u,v{^^). 

§ 2. Variedades Iridiinensionales.de E^ con carácter, de desarro-
llables que contienen a una superficie dada. 

í. Condiciones generales. Supongamos en cada punto de la 
superficie X^=X{u,v) un vector U =L! {u,v) de módulo uni­
dad. El conjunto de las rectas definidas por estos vectores for­
mará una variedad de 3 dimensiones de ecuación 

Y (u, V, X) = A' (u,v) -j-W (u, v). (6) 

Esta variedad se dirá que tiene carácter de desarrollahle 
cuando el E3 tangente sea el mismo para todos los puntos de 
una misma generatriz. 

El Eg tangente en un punto u, v, X es el determinado por 
loj tres vectores 

y-, = í / , y„=A-„-f-xL'„, y ; = A - „ + x t / „ . (7) 

Para que este E3 sea el mismo para cualquier X, debe cum­
plirse, según el 'caso, 

1°. Si L' no está en el plano A',„ A\„ debe ser 

(Í/,A',„A„Í;„)=O,' (Í/,A„,A„Í;;„)=O, (S) 

donde los primeros miembros'indican abreviadamente los deter­
minantes de cuarto orden cuyas filas son las componentes de los 
vectores respectivos. 

La primera-condición expresa que Í7u está en el E3 defi­
nido por los vectores V, Xu, A',.., y la segunda que í/„ está tam­
bién en el mismo espacio. 

(") Ver por cj. BLASCHKE [1] p. 115. GRAUSTEIN [4] p. 136. 

••^-«^^Iff^mr 
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2'^. Si í/ está en el plano.Y», X^, bastará que se verifique 
la condición única, , 

{Xu, X„, [/„, C/,) = o. ':9) 

2. Expresiones de (/„ y ,U^. Como los vectores Xu, X^, 
£, r\ forman un tetraedroicle rectangular, se puede expresar U por 
sus componentes respecto el mismo. Sea 

De aquí, teniendo en cuenta las relaciones fundamentales 
de § I, se obtiene 

[;„ = (...) X u + ( . . . ) .Y„+(c„ + a L - - 6 , 1 / - e & ) ^ 

U,= {...)Xu + {...)X\-\-{c, + aM-\-bN--eò')^ 
(̂ 0 

Los coeficientes de X,,, X^ no se ban puesto de manifiesto 
porque no interesarán en lo sucesivo. 

§ 3. Condicipnes generales para que la variedad tenga carácter 
de desarrollable. 

1. La generatriz U está cu el plano tangente. En la ex­
presión (lo) será c = e = o. La condición para qiic la varie­
dad (6) tenga carácter de desarrollable es, en este caso, la con­
dición (9), que según (11) se escribe 

(Xa, X„ (a L + Ò M) S, (a/l/i-h Ò A\) n) + 
-h (Xu, X„, {aL,-i^b M,) n, (aM + b N) 1) = o, 

o sea, 

{aL + b M) (aM^-[-Ò A'O — {aL^-^bM^) (aM -\- hN) = o, 

que se puede escribir en la forma 

^2 ( L M , — M L , ) + a b ( L N ^ — N L , ) -f Ò2{M A\—A'M,) =0 . (12) 



40 

, » • • : • 

Esta ecuación nos dice que, en general habrá en cada punto 
dos direcciones según las cuales las recias tangentes a la super­
ficie formarán una variedad tridimensional con carácter de 
desarrollable. Estas dos direcciones están dadas por la ecuación 
(12) y se llaman, según los autores, direcciones asinlóiicas {^~), 
direcciones conjugadas (i^) o direcciones características {^*) do 
la superficie. 

2. La generatriz U no está en el plano tangente. En este 
caso las condiciones para que la variedad tenga carácter de 
desafroUable son las (8), que teniendo en cuenta ( n ) , se 
escribirán: . 

La primera 

{U, Xu. X,:, L'„) = (c 2, A'„, X,. (c„ - j - a Li + Ò Mi + c h) n)" 

.-r(en,A'u, .X,,(c„-}-aL-|-ò M — eb)^.)=o, 

o sea, ! 

c (e„ - j - a Li + 6 /l/i + c b) — e (c,, + a L -|- 6 ¡\1 — eh) = 0 . (13) 

La segunda 

{U, A'„, X,., Ü\:) = (c H, A',„ A,, (e„ -f «/J/j + 6 ¡\\ + c &') n) 

-I- (e n, Au, A„ (c, -L « M -f Ò A' — e b') ?) = o, 

o sea, 

c {e,^-a M^-Jr b h'\-r cb') —e (cr-^ a M 4- h N — eh') =0. ( l i ) 

(") Ver por ej. KOMMERELL [6], pág. 554, H. GERICKE [3] pág. 420. 

Eji estos trabajos las asintóticas se definen por la ecuación diferencial 

CX.X.X ,X )it"+{X,X,X ,X )„.'v'+ (X ,X ,X ,X )i" z=0. 

Teniendo en cuenta las ecuaciones fundamentales (o) resulta, efectiva­
mente, que esta-ecuación es equivalente a la (12). Para las propiedades de las 
líneas asintóticas sobre una superficie de E, y la condición para que todas las 
lineas de la superficie lo sean, ver los trabajos citados. También E. E. 
LE\T [7] n ' 48. 

(") E. E. LEVI [7] n ' 39, 48. 

(") C. SEGRE [9] n» 13, 14. E. BOMPI-VN"! [2] n' 3. A. TERR-ÍCIXI [12] n' 5. 
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§ à. Caso particular. 

1. La generatriz U está en el plano normal. Supongamos 
que b está en el plano determinado por los vectores 2, i|, es 
decir, 

.í/ = c^ + e.n. 

Para determinar c, e de manera que la variedad tridimen­
sional tenga carácter de desarrollable, habrá que.hacer eii ( i 3 ) 
y ( i 4 ) a = ò = o, con lo cual quedan las ecuaciones 

. ce„ — e c u + ( c 2 - ! - e 2 ) f > = o 

ce„ —eCt , - | - ( c2 - | - e2 )b ' = o, 

o sea 
^ ü . 

^) 

•o. 

íA) 

: O. 

iva-
las 
laa 
E. 

- - ( are tg —^ = & , ( a re t e ; - - ) = ó' . ( i 5 ) 
Su^ ° el cv ^ e-

Para la compatibilidad de estas ecuaciones es necesario y 
suficiente que se cumpla la condición 

d b (u,v) _3b' (u,!i) 

6 V o u 
( iG) 

Esta condición, teniendo en cuenta los valores de b y b' 
dados en (4) , equivale a Ç., H;, ^ C¡;q„, o también, sustituyendo 
las derivadas parciales de ^, i\ por sus valores expresados en ( 5 ) : 

m ni\ E — n n\ G — m' m^ E -\- n' n¡^ G. 

Finalmente, sustituyendo en esta expresión los valores dados 
en (4) , se obtiene que la condición ( i 6 ) equivale a 

E (M i\\ — ,V M^) -I- G (L Mj_ — M Lj) = o. (^7) 

\ a m o s a obtener el significado geométrico de esta condi­
ción. Recordemos que las llamadas direcciones asintóticas de la 
superficie son las de los vectores «j Z„ - j -ò^ Z^., fl2^""r^2-^i' 
•donde a^.b^ y 02,0 , son las raíces de la ecuación (12) . Para 

file:///amos
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que estas direcciones asinlólicas sean perpendiculares es pre­
ciso que 

(fli Xu-\- 61 A\,). {a., X,: 4- bo A\,) = 0 . 

Haciendo el producto y teniendo en cuenta ( i ) y (2) que­
da o^flg/í-j-òj 60 G = 0 . Siendo a^.b^ y Oo'''2 l'̂ s raices de 
(12) esta condición equivale a (17)- Por tanto: Para que (exis­
tan variedades tridimensionales con carácter de desarrolíables 
engendradas por recias que pasan por cada punto de una super­
ficie y estén situadas en el plano normal correspondiente, es 
condición necesaria y suficiente que la superficie sea tal que 
sus direcciones asintólicas, dadas por (12), sean perpendicu­
lares. 

Cuando esto sucede se dice, según Guichard. cjue dichas 
líneas forman una red de líneas de curvatura de la superficie 
y gozan de notables propiedades (̂ ^̂  

Supuesto que la superficie cumpla la condición (16), la 
variedad tridimensional desarrollable se determina fácilmente. 
Llamando cp aL ángulo que forman las generatrices U con el 

vector normal T\ (O sea, cp ^ are t g — ) , según (ló) será 

9 = / b (u, v) du -|- / &' {o, v) dv -\-a¡^. 
o o 

Por tanto: La variedad desarrolL·L·le queda determinada 
dando un valor inicial de 9 para un punto determinado. Dadas 
dos variedades distintas, correspondientes, a los valores iniciales 
cpj, cpg, la diferencia cp̂  — cp2 = íij—a.,, o .seo, el ángulo que 
forman las generatrices respectivas, se conserva constante para 
todo par de generatrices homologas. 

Rosario, Instituto de .Matemática, marzo de ig.'ia. 

( " ) Ver, SEKV.4NT [ÍO] p. 100. 
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