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SOBRE CIERTAS VARIEDADES CON CARACTER DE
. DESARROLLABLE EN EL ESPACIO EUCLIDIANO
DE CUATRO DIMENSIONES

POR

L. A. SANTALO

RESUMEN: Una variedad contenida en un espacio cuclidiano n-dimensional y
engendrada por oc« espacios lneales E_ se dice que tiene caricter de
desarrollable cuando tiene el mismo espucio lineal tangente para todos los
puntos de un ‘mismo E_ gencrador.

En este trabajo sc caracterizan desde el punto de vista de la Geome-
trin Diferencial, ciertas variedades de este tipo que estan contenidas en
© E' Se consideran: I, Variedades desarrollables de 2 dimensiones engendra-
~das por rectas que pasan por.una Iinea fija. IT. Variedades desarrollables
~de tres dimensiones engendradas por planes. III. Variedades de 3 dimen-.
siones con ecardeter de desarrollable engendradas por o~?® rectas.

Se obticnen ademds ciertas relaciones que deben cumplir las lineas
o superficies de E, para que por ellas pasen variedades desarvoiiables con de-
terminadas propiedades

InTRODUCCION

Representemos por E, ¢l espacio lineal de n dimensiones.
Es bien sabido que las superficies regladas desarrollables de I,
se caracterizan por tener ¢l mismo plano tangente para.todos los
puntos de una generatriz. Generalizando esta propiedad, se dice -
que una varicdad formada por o espacioé E,, tienen carde-
ter 'de desarrollable cuando el espacio lineal tangente a la varie-
dad es el mismo para todos los puntos de un E,, generador ().

Limitindonos a las variedades contenidas en el espacio
euclidiano de -4 dimensiones, habra que considerar los casos:

a) Variedades bidimensionales (superficies) formadas por
rectas.,

.

() Ver C. SEGRE [8) pag. 111, A. TERRACINT [12] n® 26 (los paréntesis
cuadrados se refieren a la bibliografia al final). En aleman estas variedades
se llaman torsen, ver H. GERICKE [3] pig. 416.
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b) Variedades tridimensionales formadas por ! planos.

¢) Variedades tridimensionales formadas por w2 rectas.

En los casos a) y b) las variedades son cfectivamente desa-
rrollables en el sentido de ser aplicables isométricamente sobre
un espacio lineal de 2 y 3 dimensiones respectivamente. Basta
observar, en efecto, que en ambos casos la condicion,impuesta
equivale a decir que un elemento generador infinitamente pro-
ximo a otro cualquiera esta con él en un mismo espacio tan-
gente; por tanto, en el caso a) toda generatriz.corta a otra infi-
nilamente préxima y en el caso b) todo plano generador corta
a otro 1nf1mtamentc préximo segin una recta. Por esto a las
variedades de- los casos a) y b) las llamaremos, simplemente,
variedades desarrollables.

En cambio, para el caso c), que equivale a decir que ge-
neratrices .infinitamente proximas estan en.un mismo E;, no
siempre ocurre que la variedad sea aplicable isométricamente
sobre un L, y por tanto conservaremos el nombre cle varie-
dades con cardcter de desarrollables. ‘

En este trabajo vamos a estudiar algunas particulares va-

riedades de estos diversos lipos, ligadas con una linea -0 una

superficie fija de E, (2).
]. SLPLRFICIL; DESARROLILABLES - Q(.F PASAN POR UNA
LINEA FLIA.
§ 1. Férmulas conocidas.

1. Supongamos en E4 una. linea f1Jd dada por su ccua:
cién \ectoual

X=X (s) - (1)

referida al arco s como parametro. .
Al vector X’ (s), de modulo uno, lo represeutalcmos por
T y se llama wvector tangente. El vector de ‘médulo uno, que

tiene la- direccion de X” (s), se llama vector normal principal .

(*) Debo expresar mi agradecimiento al Sr. B. Levi por ciertas simplifica-
ciones en los cdlculos y acertadas indicaciones sobre diversos puntos del trabajo.
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o normal primera y lo representaremos por N. En el E; defi-
nido por los vectores X’, X”, X" hay un vector de mddulo uno
perpendicular a X’ y a X”; lo llamaremos vector sequndo nor-
mal o binormal 'y lo represcntaremos  por B. Finalmente al
vector unitario de E,, que es perpendicular al E;, determinado
por los vectores anteriores, lo llamaremos tercer normal o tri-
normal y lo representaremos por D.

~ Los 4 vectores T, N, B, D forman el -tetraedroide funda-
mental vinculado a cada punto de la curva (1); todos ellos
son funciones del arco s y sus derivadas se expresan por las
formulas fundamentales siguientes quc\: generalizan a E, las
clasicas féormulas de Frenet-Serret-de la teoria de curvas ala-

beadas (3)

T = N y N = — %, T4 2B,
B=—sNfx,D, '=—,B. (2)

%y, %g, ¥3 son, respectivamente, fa primera, segunda y ter-
cera curvatura de la curva (1), :

Se sabe que la condicion para que la curva (1) no esté
contenida en un espacio lincal de menor nimero de dimensio-
nes, es que las curvaturas no sean constantemente cero. Si
%3 =0 la-curva esta en un E,; si »,=0 es una curva plana y
si %,=0 es una recta. ’

§ 2. Superficies desarrollables que pasan por una linca.

4. Una superficie reglada que pase por la curva (1) se
podra representar por una ecuacion vectorial de la forma.

YEN=XO+UE @)

siendo U (s) un vector de médulo 1 funcién de s.

El plano tangente en el punto s,\ de la superficie (3)
es el determinado por los dos vectores Y, = X'-LAU’ v Y =U.
Para que este plano sea independiente de X (condicion:para que
la superficie sea desarrollable segiin la definicion) es necesario

(*) Ver, por.ej. [5], p. 16; [3], p. 417.

i)
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y suficiente que los 3 vectores X'=T, U, U’ estén en un plano.
Vamos a expresar analiticamente esta condicion. .

El vector U (s) se puede descomponer en sus componentes
segin el tetraedroide fundamental vinculado a la curva; sea

U=o;T+a;N+ayB+4a, D [O)
con la condicion
R (5)

que expresa que U es de mddulo unidad.
Derivando (4) y aplicando las férmulas de Irénet-Serret
(2) se obtiene

U= (&, — 1) T (o7, @y — g 7) N
(6)

+ (s 2y t-a'y —ay %) B - (g %5 - o) D

+ La condiciéon para que 7', U, U’ estén en.un plano, es que
la caracteristica de la matriz formada por las componentes de
estos 3 vectores sea igual a 2. Representando, para abreviar,
por e, e;, €, e, a los coeficientes respectivos de T, N, B, D
en (6), dicha matriz es '

I o o o
Gy Gy ay @y

€y €3 03 €

y por tanto, escribiendo que son nulos todos los menorcs de
tercer orden y poniendo va en lugar de e; sus valores, sc ob-
tienen las condiciones:

(1) oy — a5y — (a29 ) e — @ g %y — UGy Ky =0

: ’ ’ . N t .. — ~Y
(L), wg @y — o'y @y == oy %y == w0y %) ~= Uy g %y =0 {7

(TH) wg o’y — a/ga; — ay a7y - (ag? 4= ag?) vy == 0.

‘Estas ecuaciones, junto con (3), serdn, pues, las condicio-
nes para que la superficie (3), en la que U estd dado por (/),
sea desarrollable.
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Las tres condiciones (7) no son independientes. En cfecto,
escribiendo que es igual a cero el determinante obtenido afia-
diendo a la matriz anterior una nueva fila 1gual a la seguuda,
se obtiene la. relacién:

u*I—-asll—f—cL;_,HI-:o. _ (8)

Prescindiendo del caso ay=ay;=«,=0, a; =1 que co-
rresponde a la tangente, por la cual pasa la buperfme formada
por las tangentes a la curva o superficie tangencial que desde
luego s desarrollable en el entorno de otra generatriz cual-
quiera, la relacion (8) reduce a dos las ecuaciones (7).

Suponvdmos por cjemplo, ay7/=0. La tercera ecuacion (7)
scra una consecuencia de las dos primeras. Dando acbitraria-

a "
mente el cociente —l-=ua(s), el sistema de las dos primeras
2

.o . d, . a .o
ecuaciones (7) permite encontrar = a—* ana vez fijados los
. g 2

. ) . : a
valores iniciales de estos cocientes. Sea a—‘ b(s), 2 =c(s).

Los coeficientes «; que determinan la superfxcxc dnsarrollablc es-
taran dados por

1
]1-1 a® b= c?

En resumen: Los cosenos direclores «; que determinan
lus generatrices de una superficie desarr ollable que pasa por la
linea (1) estin dados por el sistema (7); para determinar una
de estas superficies desarrollables en el entorno de una deter-
minada generalriz, se puede dar arbitrariamente uno de los

1 :ai’: %3

o ]_‘_9

coclentes -1 (a;7=0, i=2,3,4) y la posicion de dicha gene-

l
ratriz inicial.

§ 3. Casos particulares.

1. Desarrollables cuyas generalrices estdn conlenidus en el
E, osculador: Supongamos que se quieran hallar las superfi-
cies desarrollables para las cuales es constantemente ay=o0,




' o sea, cuya generatriz esta siempre en el correspondiente K
osculador a la curva (4). :
- Las dos ultimas ecuaciones de (7) dan respectivamente

Uy Uy %y =0, w32 %3 =0,

Si la linea (1) no estd contenida en un E;, es %3 70 v es-
tas condiciones exigen que a;=0. Con esta condicién, la pri-~
mera ecuacion de (7) da ¢,=o0. luego:

St la linea no esld contenida en un Ly, la tnica superficie
desarrollable que pasa por ella y cuyas generatrices estdn cons-
tantemente en el correspondiente Ly osculador, es la superficie
tangencial. _

Si la linea esti contenida en un E; (x;=o0) hay infinitas
soluciones, formadas por las infinitas superficies desarrollables
que, como es sabido; pasan por una linea de E, (3).

2. Desarrollables con «,=o0. Para hallar las superficies
desarrollables cuyas generalrices estin siempre contenidas en el
E; determinado por T, ¥, D, bastara hacer en (7) «;=o0.

a) Caso »3-0. La curva no estd contenida en un E;. Las
ecuaciones (I) y (III) de (7) dan

o3 (dz"‘z —= 0y %) =0, g {ay%y—— oy %) =0. (9)

_ 8i «; =0, la segunda de estas ccuaciones da «;=o0 v por
tanlo se oblicne la superficie tangencial. Lo mismo si «;=o.

(*) Se lNlama E; oseulador a una curva al E; determinado por los vecto-
res 1, N, B. .

.(*) Para hallar las superficies desarrollables d¢ un E; que pasan por una
linea del mismo, el problema se plantea de la misma muneraAque lo estamos
haciendo en E,. 8i T, N, B son los vectores tangente, normal principal y bi-
normal de la linea en E; y el vector unitario U(s) que define la superficic
reglada (3) se escribe T(s) = o, T 4 a. N -+ «s B, la condicién de desarro-
llabilidad es

ay oy — w32’y + (1 + agt) g —aytgny =0 ™)

como se obtiene directamente, o bien haciendo «, = 0, 2, =0 en las ccuacio-
nes (7). En este caso z, es la curvatura ordinaria y 2, la segunda curvatura
o torsién, ' .

A partir de (*) se pueden obtener ficilmente todas las conoeidas super-
ficies desarrollables que pasan por una linea alabeada del espacio orlinario:

evolutas, superficie rectificante, asi como sus principales y clisicas: propiedades.
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Si 3770, «;- 0, se tiene, de (g),

-‘_‘4_2"_2. _ ' (10)

T
N < (11)

donde los acentos indican derivadas respecto al arco s.

Luego: Exzcepto la desarrollable tangencial, hay una sola
superficie desarrollable que contiene a la linea (1) y cuyas
generalrices esldn conslantemente en el Eg determinado por los
vectores T, N, D. Los cosenos directores de esta desarrollable
unica estdan dados por (12).

b) Caso #;=o0. La curva estd contenida en un E;. La
ecuacion * (7) (I) nos da «y=o0, con lo cual la (7) (II) se
reduce 'a a ;% =0. Para satisfacer a esla altima ccuacion
debe ser, o bien o, =0 (superficie tangencial), o bien «; =0,
en cuyo caso queda o, = ty==03=0, a;=1, que corresponde
a la solucién evidente. del cilindro formado por las rectas nor-
males al Eg que contiene la linea, a lo largo de ésta.

3. Desarrollables con ay=o0. Se trata de hallar las super-
ficies desarroliables cuyas generatrices estan contenidas en el
correspondienle E; determinado por T, B, D.

a) Caso #3-/-0. La curva (1) no esta contenida en un .
Las ecuaciones (I) y (II) de (7) se escriben en este caso

cag (g %y — og %) =0, @4(“1”1— Uy %g) == 0.
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] —o, llevada a () L4 =0, que co-
La solucion a; =o, llevada a (3) (1II) da ¢y=o0, que co
rresponde a-la superficie tangencial. Analogamente, «; =0 co-
rresponde también a la superficie tangencial. .
qua ay7':0, wy7/-0, resulta
Vs

I e
M

¥y

Q
w

La ecuacién (7) (III)‘ se escribe

)+ (14 () m=o

3

. a .
Poniendo &—4 =cot e, esta ecuacién se transforma en

3

1 d %y - :
—_—— —(P—} —3—=o0, de donde ¢=[»ds-c.
© sen@ ds ' senZg .

Se obtiene pues la solucion

@, dg ay ,
Uy =0, —b=-3=. S == - = 13) .
2 % % % colg 1%e? - % 2 (1 - cot? @) (x3)

siendo ¢ = [ %3ds+¢.

"~ Luego: Exceptuada la desarrollable tangencial, las superfi-
cies desarrollables que pasan por la linea (1) y tienen sus ge-
nerafrices constantemente en el E; delerminado por los vectores
T, B. D estin determinadas por (13). Eziste una familia de
tales superficies, cada una de lus cuales esta determinada por
‘el valor de la constante c. ‘ _

Se observa que, para dos desarrollables distintas, el dngulo
que forman entre si los planos determinados por T, U de cada
una de ellas, se conserva constante a lo largo de la linea.

b) Caso %3 =o0. La linea (1) estd en un E;. En este caso
valen las mismas formulas (13), para las cuales serd p=c y
a cada valor de esta constante correspondera una desarrollable

- distinta.

4. Desarrollables normales. Para hallar las superficies
desarrollables que contienen a la curva (1) y cuyas genera-
trices estan constantemente en ¢l E; normal a la misma, debe-
remos hacer ;=0 en las ecuaciones (7). Se obticne
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(I) ao’y —a/pag{-(ag? 4 ay?) % — up e %3 =0

() apay —oy 0y Foga %y a3 %3 =0

(II[)I g’y — oy ay —uyay %, + (a32 Fay?) x3=o0.
Se verifica ademas
(IV) “29 +ag?el=1, wydyfega’ytuy o’j=o0.

Multiplicando (I) por g, {(II) por «; y sumando, teniendo
en cuenta (IV), se obtiene _

0y == Uy %y (Iﬂ)l

con lo cual (II) y (III) dan

, Wy == — Gy Ky, OIS g%y — O Ay, (1h)q

" Se observa que las ecuaciones (14) son las que defincu una
rotacion de la generatriz cuyos cosenos directores son oz, aj, @
-alrededor del eje instantaneo w (%3, 0, %,). Por consiguiente,
dada una generairiz inicial cualquiera, las ecuaciones (1/) de-
finen una desarrollable normal tnica que la contiene. Ademas,
dado un sistema de generatrices iniciales, al describir las res-
peclivas superficies desarrollables normales, ellas conservardn
invariable su posicion relativa (°).

Este resultado. generaliza el teorema clasico de que las
desarrollables normales a una curva fija del espacio ordinario
se corlan bajo un angulo constante a lo largo de la misma.

Si la curva estd contenida en un Ly, es #3=o0 y el sis-
tema de las ecuaciones (14) sc reduce a:

Oy ==ty %y, @/ye= — Gy, @ =cle. (15)
. o, ) . .
Poniendo EZ— =tg ¢, se obtiene, derivando
o 3

’ .
- oty —aydy 1 de
wy? cos* ¢ ds

2

1 . ag
1tgle  w?-ay?

"0 sea, segun (13) y siendo cos?o =

(*) TIste resultado es conocido. Ver C. GuUicEArRD [3] p. 82.
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queda dg==x,ds v por tanlo
¢=/rds+c. (16)

Esta expresion, juuto con el hecho de ser &, == cons., Nnos-
dice que para las curvas de E, contenidas en un Eg, las genera-
trices de toda desarrollable normal forman un dngulo constantz
con la trinormal D y que el dngulo que forma el plano déter-
minado por_ ellas y por D con el plano determinado por D y
B estd dado por (16). ' 7

5. Desarrollables cuyas generatrices tienen posicién invaria-
ble respecto el tetraedroide fundamental. Queremos ver las
condiciones para que existan superficies desarrollables para las
cuales los cosenos directores o, «,, ¢y, g de (4) sean constan-
tes. Para cllo deberemos hacer, en ¢l sistema (7), « | =ay="
=ay=o,;=0 y queda

() (e ay?) %y — o ey 2y — @ a %3==0 .
() oy % —a v % —aya525=0 (17)

(D) — aya, 7y (a5? 4 @,?) %5 =0.
- Supongamos que %3 no es constantemente cero. Para ;=0
o bien «, =0, se observa que este sistema exige que sea, ade-
mas, a;==0, a,==1; esta solucién corresponde a la superficie
tangencial, que evidentémente es desarrollable para toda curva,
Para a3==0 o bien «;=0 (con «,, ,7/0) el sistema anterior
se reduce a la ecuacion {inica @, %, — a %3 =0, 0 sea, la su-
perficie desarrollable correspondiente seri
%, @
Uy =0, ¢3=0, /—;

(18)

Rk

. . %
y por tanto, si «, y o, son constantes, débe ser —* = Cte.
A s
Supongamos ahora que todas las «; (i=1, 2, 3, 4) sean

distintas de cero. De la ecuacion (III) se deduce que si las «;

<l . . %y T
..son constantes, también lo sera el cociente =% y entonces (I)

*3
I3 Kl ..
no dice que - también es constante.

Lo
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Reciprocamente, si =X y -* son constantes a lo largo de
xoy .

*x3

la linea, las ecuaciones anteriores nos determinarén las genera-

trices que describen desarrollables y conservan su posicién in-
variable respecto el tctraedroide fundamental.

Como las ecuaciones (17) no son independientes, pues y:i
vimos que entre ellas existe la relacion (8), el sistema (17) re-
présentara un cono. Para estudiarlo observemos que, como
suponemos %37/ 0, a47:0 podemos cortar por el hiperplano
;=1 Yy se obtiene una linea seccidn cuyas ecuaciones, en
el sistema de ejes rectangulares cuyas coordenadas son a;, u,,
¢y, sOn '
72 b 2.2

%.2
%) % %y %y

- (13

(r9)
Gy == 23; gl —{—%i—

Estas ecuaciones representan una cubica racional normal.
Por tanto, si %4-/70, el cono formado en cada punto de una
curva por las rectas que describen desarrollables conservando
su posicion invariable respecto el tetraedroide fundamental, es
un cono de tercer orden.

Este cono solo puede degenerar en el caso de ser x;=0, es
decir, en el caso de estar la curva contenida en un hiperplano.
En esle caso ¢l cono anterior se descompone en un cono cuadri-
tico de revolucién contenido en el hiperplano T, N, B que con-
tiene la curva y cuya ecuacion en el mismo hiperplano es

2 +
(ag® - 032) %g — 0y ag % =0, ‘ (20)
mas el plano determinado por las ecudciones
Gy==0, Gy¥%y — &) %3 =0."

En resumen: Prescindiendo de la superficie tangencial, la
primera condicién que debe cumplirse para qué exislta una
superficie desarrollable cuyas generalrices lengan posicion in-

. ~ . . %a
variable respecto el lelraedroide fundamental, es que = = Cle.
. ‘5 .
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En este caso, cualquiera que sea x,, existe la superficie tnica

definida por (18). Para que existan - otras superficies, debe ?
cumplirse ademds la condicién -+ = Cte. Entonces, cada punto
Yo

de la curva es vértice de un cono de 3er. orden cuyas genera- '
trices, invariablemente unidas al teiraedroide fundamental, des-- i
criben superficies desarrollables. Este cono sélo puede degenerar '

en el caso de ser »;=0 y entonces se descompone en un cono

cuadrdtico de-revolucidon (representado por (20)) mds un plano.

6. Superficies desarrollables cuvas generatrices esitdn cons-
tantemente en alguna de las caras del tetraedroide fundamental.
Considerando en conjunto los resultados anteriores, se llega a
las conclusiones:

a) Si xg:/10, de las superficies regladas descritas por cada
uno de los vectores T, N, B, D que forman el tetraedroide X
fundamental, sélo es desarrollable la superficie tangencial. Si !
%3=0, es también desarrollable la engendrada por los vecto-
i'e's D. ) .

b) Excepto la superficie tangencial, no hay tampoco en
_general ninguna desarrollable -cuyas, generatrices estén constan-
temente en .una de las caras del tetraedroide fundamental. Para

%3
- sea cons-

%
. 2
tante; entonces, por el n°o. 2 (férmulas (12)) se nota la exis-
tencia de la dnica superficie con las condiciones dichas, que
esta definida por '

que esto sea posible es necesario y suficiente que

a - N
Ctl.=0, CL3=()' e T L . :

§ 4. Conos y cilindros.

Las ecuaciones (7) que expresan la condicién para que 3
la superficie reglada (3) sea desarrollable’ se pueden escribir
’ - ! P
@y %+ @y — dg % _Ga%e Oy — oy %y Gyxg-aly
(2% a3 1%

=B. (21)

Con esto se comprueba que, efectivamente, los vectores
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T; U, U’ estan en un plano, que es la condiciéon para que la
superficie sea desarrollable. En efecto, segun (6) -y (21) se
ticne :

. U'=(y —ayry —pBa)T+BU. (22)

La condicidn para que la superficie

Y (s,0) = X (s) =AU (s) (23)

sea un cono, sc¢ encontrard escribiendo que para una cierta
funcion A=21(s), ¢l vector Y (s,\) termina en un punto fijo,
o sea, la derivada respecto s es cero. Se tiene, segin (22) y

(23) | | |

dY

a—g—:T—i——.\_U’—}—,\’U:(I +A(a'y — gy — BN T -

. F (VAR UL (24)

Como so trata de una.expresion vectorial, para que sea cero
deben ser cero los dos coeficientes de los vectores T y U, o sca

14\ (¢ —ay%, —Ba) =0, N-\B=0. (23)
De estas igualdades se deduce

[ N 3 ’
(@ — ey —Pay)

B—(G'l—ct,_,y.l_l_%u]) : (26),

Teniendo en cuenta el valor de 8 dado por (2r1), la ex-
presion (26) sera la condicion para que la superficie desarrolla-
ble (23) sea un cono.

El vértice del cono se deduce despejando X de (23) y.

sustituyendo en (23); serd el punto .

V=X U. (27)

. 3
Wy — Uy %y = 30y

De aqui se deduce que la desarrollable sera un cilindro si
se cumple

a'.-—-a.‘/.—Ba =o0. - (28),
1 2 %1 1 :
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-Observacidn. La expresion (27) hemos visto que da el
vértice del cono en el caso de que la desarrollable lo sea. En
el caso. general, la primera de las igualdades (25) nos da la
condicion para que la tangente a la linea Y (s, (s)) situada sobre
la desarrollable tenga la direccion de la generatriz U, o sea, Ia
condicion para que dicha linea sea la arista de retroceso de la
desarrollable. Luego: en general, la ecuacién (27) es la de la
arista de retroceso de la superficie desarrollable (23), siendo
U=o,T+oyN+ayB4ao, D y £ dado por (21).

§ 5. Casos particulares.

Vamos a estudiar ahora las condiciones que debe cumplir
la curva X (s) para que las superficies desarrollables pdrtxcula—
res estudiadas en § 3 sean conos o cilindros.

1. Caso a;=o0. En el E; determinado por los vectores 7,
N, D vimos que habia una sola superficie desarrollable, dada
por (12). Veamos la condicién para que sea un cono.

Para o3 =0, segin (21) podemos tomar

B4
Gy
y entonces .(26) toma la forma
o' —— Qg % E’—*“(JL’—OL—'“1 a’—av—i?‘-a‘ )
(o'y 2P g 1)*%(1.2'1 o, 1) (29;
que se puede escribir . '
’ ’ ’ .
(ay (g“:) — oy %) = E;'i (o4 (‘Zi\) — %),
0 sea, por uﬁa integracion
oy (‘_’1)' g%, =hay,

siendo k una constante. Dividiendo por o, y sustituyendo los

o o a » .
cocientes a—l , o._2 por su valor deducido de (12) resulta
4 Oy .
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(29)

> los

— (Xil (:_:))_% x, =k. (30)

Reciprocamente, si se cumple esta condicién, se cumplira
(29) y la superficie desarrollable (23) serd un cono. 8i k=o
la superficie serd, segin (28), un cilindro.

Este resultado se puede enunciar: La condicidn necesaria
v suficiente para que los E; delerminados por los vectores T,
‘N, D pasen por un mismo punto, es que entre las curvaturas
de la curva X (s) exista la relacién (30). Si en ella es k=o,
dichos E, pasan por un mismo punto del infinito.

2. Caso a;=0. En este caso ya vimos que existian infi-
nilas superficies desarrollables, dadas para los distintos valores
de la constante ¢ en las férmulas (13). Se trata de establecer
las condiciones necesarias y suficientes para que entre eslas
superficies haya algin cilindro o cono.

. a, %
Siendo «,=0; las ecuaciones (21) dan B___a 4 3(7)

v la condicién (28) para que la superficie sea un cilindro se
escribe

o

’ 1 ’ —_

o — -+ (ccﬁ—aixa)_o
RE]

O sea

1
(ii) L% % .,
. 5 .
@3 g O3

Teniendo en cuenta (13) esta condicién equivale a

1 -
% Ko %
(2) + ™2 cotp—o. (31)
*1 *1

Observando que, segin (13), es x;ds=dg, esta ecuacién
se integra inmediatamente, dando
72 .

=% t.logsen ¢ = Cte.
© %y

[
.O

(") Suponemos o 4: 0, 1o cual ocurre efectivamente, pues segin vimos en § 3,
r® 3, con las condiciones a; = 0, ay = 0, solamente existe la superficie tan-
gencial como unica superficie desarrollable, y ella no puede ser cilindro ni cono.
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Por consiguiente, siendo ¢ una constante, la expresion

%y

%2 sen (_/"7_3 ds ¢ ) =Cte. - (32)

nos da la relacién que debe existir entre las curvaturas de una
curva de E, para que por ella pase un cilindro cuyas genera-
trices estén conslantemente en el E, determinado por T, B, D.

La condicién para que alguna de las superficies dadas por

(13) sea un cono, scgun el valor de B antes encontrado y se-

gun (26) scra
[*3 &
(f""J. "a—s(‘" 3 — W% ))’=<“’1—Aa;'(“’3.—‘““;7'3,\’)“?"

que puede escribirse
() ) - ((G) = 28in) & vy
1 1 . o
[ON ag a as” g )

Teniendo en cuenta (13) esta relacion se escribe

() + 222 coro) - ((22) -+ 222 52 ot ) 4, cot g =o.

%y

‘Recordando, como antes, que xzds==d, esla ecuacion
se integra como en el caso precedente y se obtiene

(g)’ sen § - 2% oo ¢=Cle. (p=[7ds+c) (33)
/! %y 4

Esta sera la ecuacion intrinseca de las curvas de L por las
cuales pasa algun cono cuyas generatrices éstdn constantemente
en el E; determinado por T, B, D, es decir, de las curvas prua
las cualcs dichos E; pasan todos por un punto fijo del espacio.

3. Caso a;=0. De las ecuaciones (14) y (21) se deduce

"f=o0. Luego, para que una superficie desarrollable normal sea
“un cono, debe ser, segun (26),

(ap%) =o. S (38)

Esto nos dice que a,x, es igual a una constante Segun
(27) el vértice del cono serd

i
|
i
|




on

33)

las
nte
are
o,

uce
sea

Y=X+-1_U o (35),

y por tanto el vector ¥ — X tiene moédulo constante, es decir,
los puntos de la curva equidistan del vértice del cono, que.es
un punto fijo. Por consiguiente: si alguna de las superficies
desarrollables normales a la curva es un cono, la curva estd

contenida en una hiperesfera.

, . . - t
El radio de esta hiperesfera, segin (33), vale R=(L - . De
' . 2%y
aqui y de las ecuaciones (14) se deduce
’ !

an«":-—l—— , Uy = ot} — N })—-«
- Ry Ree R x® %y

(36)

1, I (x2 ( 2, ))
Uy == — (U5 Ay Yo } = = N\ T
S e = b

y como la suma de los cuadrados de los tres cosenos vale la
unidad, se tiene '

pa I ¥)® L (%o o ¢ 3
=t Tl — Gg) ) (82).
1 0 N1 3 1 172
Si en lugar de las curvaturas se ponen de manifiesto los
radios de curvatura, esta expresion se escribe dc manera mas
simple :

R =pp2 o (p2p5)* - (s b pa(p20) )% (38)

Como R es constante, escribiendo que la derivada del se-
gundo miembro de (37) o (38) es igual a cero, se obtendra lu
condicion necesaria y suficienle que deben cumplir las curva-
turas o los radios de curvatura de una curva de E, para qué
csté contenida en una hiperesfera. Las expresiones (37) o
(38) dan, entonces, los valores del radio de la hiperesfera. ’

4. Cilindros y conos cuyas generatrices estdn invariable-
mente unidas al tetraedro fundamental. Entre las superficies
desarrollables estudiadas en § 3, n°. 5 queremos ahora ver si hay
conos o cilindros.
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Supongamos, pues, que a,, @y, o4, «, son constantes y
que, por tanto, también lo son los cocientes (deducidos de

(17))»‘

Po Gt ROR A G5 0a7nds (457 - a®)

%3 Cp Gy T %y oy (ug? 1+ 0,?) =b.. (59)

e

.Por (21) es B=-2 »; y seglin (28) la condicién para que
a - s -
SOy

la superficie desarrollable sea un cilindro es que
- Ay . _
Uy %y - 0y == dy %y - == 0y =0,
((.'4
o sea, suponiendo %37/~ 0,

K
1
aect_ly——-r g Gy =Q,
"3

y sustituyendo el valor de ;l deducido de (3g)
3

o Up® 4= ag (¢g? - y?) 0 0 F =0y (y® - ag? 4 0y® - ay%) =o.
Esta igualdad solo puede realizarse si ay=o0. En este caso
resuliaria B=0 y por tanto la condiciéon anterior de ser la
superficie un cilindro se reduce a uy%,=0, de donde, u,=0;
con esto, la ecuaciéon (III) de (17) exige a su vez que a,=o0
(se supone %3:/=0). De aqui, puesto que la superficie langencial
nunca puede ser un cilindro, se deduce: Por las curvas con
%370 no pasa ningun cilindro cuyas generatrices tengan posi-
cion” invariable respecto el tetraedroide. fundamental vinculado
a la curva. '
.Veamos las condiciones para que pasen conos.

02 , a . ey
Tomando, por (21), p=-2 %3, segun (26), la condicién
Sy s .

_ para que la superficie desarrollable sea -un cono es
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‘Segun las igualdades (39} esta condicidén equivale a

“ s (agab AL ay)) |
‘3 {0 d -+a ag)] e .
%3 4 . “3
= Ky = ; =, (o)
oGy 1 Uy *3
} ) %3 (eq b'“:'a_ a3)
N By
y de aqui (recordando que las «; son constantes por hipotesis),
resulta,
1 o
TS .
%g oy ‘
siendo s el arco de la curva y ¢ una constante.
De (39) se deduce ahora '
ab a 1
T T N (1
¢
c——2s c—-3s c—=3s
. oy (14_ @y
Reciprocamente, dada una curva alabeada de E;, cuyas _
ecuaciones intrinsecas sean de la forma ;
¢ c cq |
; | 2 3 !
g L S S e T S (42 :
Y7 e-As’ P e d-As’ TP e A (42)
stendo A, ¢, ¢; constantes, vamos a demosirar que esta curva
estd sobre un cono cuyas generatrices tienen posicidn invariable
respecto el tetraedroide fundamental vinculado a la curva. En
-efecto, comparando (41) con (42) se deduce que debe ser
e S
Qy ’
R ‘ ademas, segin (39) y (42) es
| 9 ’ > ! ;
g2 o= a,® —c'—-~a ot (“22+“32‘F“42)_01_b ([13) ' i
- -4, 3 o | o - — Y. A
; Gp Oy C3 oy (ag? + ¢?) 2

De estas igualdades se deduce que existe un cono unico
-con las condiciones dichas, cuyas generatrices estan dadas por




o
g, T I70AT %4

s ° -
ay oy a Qy b

siendo a, b los valores dados por (43).

. En resumen: La condicidn necesaria y suficiente pare que
exista algiin cono que pase por una linea -alabeada de E,, con
%3770, cuyas generdirices tengan en cada punto posicion in-
variable respecto el letraedroide fundamental, es que las ecun-
ciones intrinsecas de la curva sean de la forma (42). En este
caso el cono es dnico y sus generalrices estdn dadas por (44).

II. VARIEDADES  TRIDIMENSIONALES DESARROLLABLES EN E, QUE
PASAN PON UNA LINEA.

Cousideremos una linea fija en E; y por cada uno de sus
puntos un E, (o sca, un plano); cslos E,, suponiendo qgue su
posicion varie de una manera continua a Jo largo de la curva
dada, engendran una variedad de tres dimensiones. Considere-
mos un E; tangente a la variedad: cuando este E; es el mismo
para todos los puntos de un mismo plano generador, la variedad
se dira desarrollable. Esta definicion equivale a decir que dos
planos gencradores infinitamente proximos estin en un™ mismo
E; y por tanto se cortan segiin una recta.

Vamos a estudiar las diversas variedades desarrollables de
este tipo que pasan por una linea dada de E,.

§ 1. Condiciones generales.

Sea X=X (s) la ecuacion vectorial de la curva dada. En
cada uno de sus. puntos consideremos dos vectores Uy, U, de
modulo uno y perpendiculares entre si, o sea, con la condicion

'UI.U.Z:O. (1),

Siendo. U, v U, funciones de s, la variedad tridimensional
1Y Us
engendrada por los planos que ellos determinan serd

Y (s 0) =X (5) E U () + 2 Ua () (2)
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Esta variedad sera desarrollable cuando para todos los pun-
tos del plano s=cte. el E; tangente sea el mismo. El E; tan-
gente a (2) en el punto s,\,\, es el delerminado por los vec--
tores :

Y, =X 42U+ 20 Yo, =U, Yy, =U, (3)

Para que este E; sea independiente de X, X, es necesario
y suficiente que los cinco vectores X'=T,U U, U, U, estén
en un mismo L;, o sea, que la caracteristica de la matriz for- .
mada por las componentes de los veclores anteriores sea < 3.

Esta condicion necesaria y suficiente para la desarrollanili-
dad de (2) se puede expresar mas comodamente considerando
dos casos. '

ler. .caso: Los vectores T,U,, U, estdn en un plano. En.
este caso se puede elegir U, =T y la condicion unica para que
(2) sea desarrollable es '
(T, Uy, Uy, U's) =o, {4)
indicando. con (T,U,, U’,U’,) el determinante formado por
las componentes, respecto el tetraedroide fundamental vinculado a
la curva en cada punto, de 135 vectores que figuran'en esla cx-
presion.

20, caso: Los vectores T,U,,U, no estdn en un plano. Pa-
ra expresar que los cinco vectores T,U., U, Uy, U’s estan en
el E; delerminado por los 3 primeros, bastara escribiv que
T,U., U, Uy pertenecen a un mismo Ej, o sea

(T, U, U, Uy) =0 - (5)

'y que ademas T,U,, U, U’, lambién estin en el mismo L,

0 sea,

(T UL U Us)=0 , (6)

Luego: La condicion (4) o las condiciones (5 y (6) seqin
el caso, son las condiciones necesarias y suficientes para que la
varledad (2) sea desarrollable.
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§ 2. Casos particulares. -

1. Variedades engendradas por las caras del tetraedroide fun-
damental. Consideremos todos los. casos posibles siguientes:
a) Uy=T, Uy=N. Segim las formulas de Frenet de-la
Parte I (2), 14 condicion (4) se escribe

(T,N,xll\f,—x1T+uzB)=b

la cual es satisfecha idénticamente y por tanto nos dice que la
variedad descrita -es -desarrollable.
by U,=T,U,=B. Es

(T,B, %, N, — g N A3 D) = #, %5 (T, B, N, D) = — 2, %,
y por tanto la variedad s6lo sera desarrollable en’el caso de )

Ser %g=o.

¢) Uy=T,Uy=D. Es

(T,D,% N, — %3 B) = — %, %, (T,D,_]\",B)=—\x1x3

o sea, la variedad. no es desarrollable, excepto si x3=o.
d) U;j=N, U,=B. Las condiciones (3) 'y (6) devienen
respeclivamente _ ' o
(T.N,B, — %, T+ %B)=0- B
(T,N,B,— %, N+, D) = v, (T, N, B,D) — %, =0

y por tanto la variedad Gnicamente sera desarrollable en el caso
de ser x3=o0. _ )

e) U,=N, Uy=D. Se tiene

(T,N,D, — %, T -2, B) = %, (T,N,D, B) = — x,
(T.N,D, —»; By =— », (T,N,D,B)=1x,,

. luego segun (5) ¥ (6) la variedad no es desarrollable.

f) U;=B, U,=D. Se tiene

(T, B, D, — %, N 4% D) = — (T, B, D, N) = — %,
. (T,B,D,—#3B)=o0 :
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y por tanto, supuesto x,7/-0, tampoco se cumplen las condi-
ciones (3) y (6).

En resumen: Suponiendo una linea de E, no contenida en

.nmgun E; (o sea, con %y7/=0); de las uarzedades engendradas

por las caras del tetraedroide fundamental vinculado a la curva,

“solamente es desarrollable la descrita por el plano esculador.”

- Si la linea esta contenida en un E; evidentemente todos los
planos contenidos en él engendraran el mismo Ej, el cual, des-

de luego, es desarrollable, como ha resultado tamblen de los -

célculos anteriores. :

2. Caso en que el plano generador. pasa por T. Conside-
remos ahora las variedades engendradas por planos que con-
tienen en cada punto la tangente a la curva. Es decir, supon-
gamos U, =T y U, un vector unitario cualquiera contenido en

el E, d»eterminado por los vectores N, B, D.

En este caso, poniendo

Upy=oayN-e;B+a, D : (7
y aplicando las férmulas de Frenet ((2), 1), sc obtiene
Ug=—uayx, T (aov%x)]\(%— o .

+ (a, x94—a3—aix3)B~L—(a373—}~a4)D

~—

Con esto, el primer miembro’ de (4) queda
(7 U%/l’v s) = (T, 03 B,y N, (ag -+ y) D) +-
+ (T o D% N, (0%, ‘I‘ o'y — @y %) B)
=% [6‘4 o'y — aa’“'.; T ayay vy .—'(‘132 + a.?) "'3]-

y por tauto la condicion para que la variedad considerada sea
desarrollable es

oy @'y — g0l - g oy %o — (@32 a2} %y =0. - (8)

Esta ecuacién (8) se satisface siempre que la superficie
descrita por el vector U, sea desarrollable. La cuestion es evi-
dente desde el punto de vista geométrico puesto que entonces
la variedad tridimensional es desarrollable por estar formada
~ por los planos tangentes a una superficie desarrollable. Tam-
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bién analiticamente se puede comprobar observando que la
ecuacion (8) se satisface para los valores de ay, o, « dados
por las ecuaciones (14) de la parte I. El reciproco, sin embar-
go, no es cierto: la variedad tridimensional puede ser desarro-
llable sin que lo sea la superficie descrita por U,. En efecto,
basta considerar el caso de la variedad engendrada por los pla-
nos osculadores (determinados por T, ) la cual es desarrolla-
ble, sin que lo sea la superficie engendrada por las normales V.
Recordando fa nota (5) de § 3, I, la ecuacién (8) se puc-
de interpretar diciendo que los valores de «g, a3, oy soluciones
de (8) son cosenos directores de generatrices de superficies
desarrollables del espacio ordinario E; que pasan por una linea
del mismo cuyas ecuaciones intrinsecas sean % = %, (s),
%y =74 (s), siendo %, la curvatlura ordinaria y %, la torsion.
Por’ tanto, recordando las propiedades de las superficies
desarrollables que pasan por una linea en el espacio E; (que
pueden obtenerse inmediatamente de la ecuaciéon (*) de la nota
(%)) sc obtiene: '
Para que la variedad descrita por el plano determinado
por T y el vector Uy dado por (7) sea desarrollable, es necc-
sario vy Sll.fl.Clean que se cumpla (8). En particular:
a) Para wy=0 el dngulo ¢ que forma U, con D es ta}
;

que. 9 =9, ‘f‘,[”'s ds.

b) Para «z=0 hay la solucion u,=1, ay=0 (que co-
rresponde a la variedad engendrada por el plano osculador T,
i ¢y, '

N) yla 2=—%,
T . '/.3 ‘)'».2

.¢) Para «;=0 hay la solucion unica «z==0, ty=="1 {que
corresponde a la variedad engendrada por el plano osculador
T,N).

d) Con la condicion de ser a., ad, ¢y constanles, solumenle

. . . Ly
existe solucion si la curva dada es tal que —=cte. En esle
ke

. s
caso, los vectores U, que junto con T delerminan planos que

engendran variedades desarrollubles forman, en cada punto, un
cono cuadrdtico de revolucion definida por

ayayry — (232 -+ ?) %y =0

respeclo el triedro N,B,D.
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3. Caso en que el plano generador pasa por N. Pongamos
en -este caso -

U =N, ngcr.lT—]—asBﬁ—a:lD, o (9)

“de donde

Uy=—»T+Hx%DB A
Uy=o | T+ (ay#; — ayzy) N 4= (/s —a %) B-(egny o) D.

La condicién (3) ‘para que la variedad engendrada por el
plano determinado por los vectores Uy, U, de (g) sca desarro-
liable, queda

(T, U, Uy, U'))=(T,N, 0y B-+-a,D,% B) =
, =a, % (I',N,D,B)=—¢;»,=0,

lo cual exige a;=0; con esta condicién, la (6) nos da

(T,U,, Uy, U)=(T,N, 03B, ay %y D)= »
' =ay2% (T, N, B, D) =ug? vy =0.

Luego: Si{ x37/-0 la unica variedad tridimensional desu-
rrollable engendrada por planos que contienen constantemente
el vector normal N es la engendrada por el plano osculador.

Si x;=o0, la unica condicién es que sea «, =0, 0 sea,
que el plano esté constantemente en el E; que coutiene la curva,
lo cual ¢s, por olra parte, evidente.

4. Caso en que el plano generador pasa por B. Sea

U,=B, Up=o, T+, N4o,D, (10)
y de aqui’ .
U,=—2,N+4+x%D
U= (s — ) T+ (e + @) Nt

+ (ea %y oy my) B/ D

La condiciéon (3) se escribe

{T, U, Uy, U")=(T, Ba,N +0,D, — %, N + 2, D) =

=(T,B,e;N, %3 D)+ (T,B,a; D, — 2, N) =

(e ) =0, (1)
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la (6).
(T,U,,Uy, U'y)) = (T,B,ayN +a, D, (a; %, -+ t&'y) N+ o’y D)
=(T, B,oyN,o', D)4 (T,B,, D, (o, %; }a'5) V)
= — dya/y -y (o %, + @) =o0. (12)
Si ay==o0, (11) nos dice que también debe ser ay=o0 y
entonces seria U,=T; este caso no puede tralarse, por tanto,
mediante las ecuaciones (3) y (6): debe hacerse por la (4) y
enlonces ya vimos que el plano T, B engendra una varu,ddd que
no es desarrollable.
Si ey /-0, (12).se puede escribir

e
() =i
“y o s

a2 Clg -a2
o ) x,
y como, segun (r1), es —*=—=2 queda
' . 1 b4
2 2
N ?
Oy % (/_3)
@y %y Ky Vo

y por lo tanto los cosenos directores a; que figuran en (10) es-

lamn dados por la COndICIOH 0,2+ a,2-a,2=1 y ademas
%y Lo M : (13)
= =— 5
| " 9 (ES—)’ Xl x2 Ks Xl 753
T\,

2

a; a
a, =0, L=—1—
Ko —7..3

(14)

En resumen: Los inicos planos que, pasando constanle-
mente por la sequnda normal B engendran variedudes tridi-
mensionales desarrollables, son aquellos que contienen, ademds,

el vector U, definido por (10) con los valores (13) por los .

cosenos a;.

5. Caso en que el plano generador pasa por D. En este ca-
sO sera

Uy=D, U2=°‘1T+°‘2N+“33; - (19),




N N

P = W

— 99 .

de donde
Uy,=—»B
U'y= (o) — ag % 1)TJ—(ctlyl—Lar,——a177)N :
S + (e ”°+“%)PT“3/3D-

La condicién (3) se escribe
(T, U, U, U )=(T,D,ayN + 3 B, — %3 B) =y %y =0,
yla(6)
(T, Ul,U2, ') = (T, D ay N —{—a‘,B (alxl—|—a2— ay %) IV
(a %y -3} B)
= (T,D,ayN, (ay%y+a'3) B)~(T, D, a3 B,
' . ' / (ay %)+ o'y — ag %) N)
=ty (apxp - 0y) — oy (% +/y— agmy)=o0.
Suponiendo %;7=0, la primera condicién da «;=o0, con lo
cual la segunda se reduce a
‘ . ‘ag (@ %y — ag %) =0,
Si @y =0 resullaria U,2=’1",) solucién que hay que excluir,

pucs esle caso debe tratarse tal como se hizo en el no. 2.
Suponiendo ¢3-/-0 queda, pues, la solucion

a « .
1 3
@, ==0 a, =0 = 16
Luego: Los unicos planos que pasando constaniemente por
la trinormal D engend:an una variedad tridimensional desarro-
llable son aquellos que contienen, ademds, el vector U, definido
por (15) con los valores (16) para los cosenos «,.

§ 3. Superficie y linea de estriccion de las variedades tridimen-
" sionales desarrollables.

1. En el espacio euclidiano tridimensional se llama linea
de estriccion de una superficie desarrollable, aquella linea (que
se demuestra existe siempre, o se reduce a un punto) a la cual
son tangentes todas las generatrices de la superficie.
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En las variedades desarrollables tridimensionales de . E;
engendradas por planos, vamos a demostrar que también todos
los planos generadores son tangentes a una superficie (que pue-
de degenerar en una recta o ‘en un punto). que se puede lamar
superficie de eslriccion. Veremos ademas- que esta superficie
es a su vez desarrollable ¥ por tanto que los planos generadores
de la variedad tridimensional desarrollable son los planos oscu-
ladores a una curva de E;; ésta se llamara linea de estriccion
de la variedad (8).

R. Superficie y linea de estriccion. Ya vimos en § 1 que
es necesario distinguir dos casos, segun que el vector tangente.
T esté contenido o no en el plano determmado por Ul,l’g.

I. Si T esta contenido en el plano U;.U,. se puede tomor,

*sin restriccion alguna para la gencralidad, 7 ="U,. La varicdad

desarrollable supongamos que sea
Y (5,00, 0) = X 43, T 43, Us. (17)

Por la condiciéxf (T,U,, T',Uy) =0 de desarrollabilidad
(4), se deduce que U’y esta contenido en el E, determinado por
T,U,. T’ y por tanto se puede poner (°)

Uz—pT—}—qu—}—rT’ _ (18)

Queremos hallar X; ¥ Ay como funciones de s de manera tal
que la tangente a la curva X =Y (s.\;(s),X,(s)) esté conte-
nida en el plano generador T,U,. Para ello derivando (17) y
temendo en cuenta (18) queda

IY i ’ ! mr
(——( TN A ) T+ Ne+2ev) Up+ (A 220 T, (19)

(*) C. SeEcre en [8] pfg. 89 en lugar de linea o superficie de estriceién
utiliza los nombres de linea o superficie o, en general, espacio singular. A los
puntos de cada reecta generatriz o plano generador que pertenecen al espacio
singular los llama focos o puntos singulares. Ver también A. TErracNi [11].

(°) En este razonamiento queda exceptuado el caso de que T, U, T’ estén
en un mismo plano. Entonces, como T’ = #,¥, la variedad desarrollable es la
engendrada por los planos osculadores T,N; en este caso trivial, la superficie
de estriccién es la formada por las tangentes a la curva y la linea de estnccxén
la curva misma,
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y para que este vector esté en el plano T,U, debe ser
A A Tt=o0. ' 4 (20)

Esta ecuacion representa una recta en el plano generador
T,Us: todos los puntos de la misma, al variar s,” describiran
curvas cuya tangente estd en dicho plano T,U,. La recta (20)
engendrard, pues, la superficie de estriccidn cuya ecuacidon serd,
por tanto, (segun (17). v (20))

Y=X —\(:T —Uy). . (21)

Esta superficie .es desarrollable; en efecto, hasta observar
que, ‘segin la manera como se ha determinado, para cualquier
punto de una misma generatriz el plano tangenie es el plano
T,Uy. '

La linea ‘de estriccion de esta superficie desarrollable se
puede hallar .delerminando X\, (s) de manera que la recta tan-
gente a la curva Y (s)=X-—X,(xT—U,) coincida con la
generatriz, o sea, tenga la direccion del “vector-tT — U,.

Escribiendo, pues, la proporcionalidad entre las componen-
tes homdlogas de los vectores Y’ (19) y T — U, se obtienc
la condicién (20) y ademas la

LN X p N+ X v) =0, (22)
o sea, teniendo en' cuenta (20)
I—X (U —p—vi)=o0

A La ecuacion de la linea de estriccion de la superficie (21)
y por tanto de la variedad desarrollable (17) es, por tauto,

V=X ——1 T —U,, (23)

' —pH—vrT

donde 7, p,v estin determinados por la condicién (18), que se
puede escribir siempre si la variedad (17) es desarrollable.

Ejemplo. Consideremos por ejemplo, la variedad desarro-
llable mencionada en § 2, 1, b), o sea,

Y=X4XNT-+N\U, siendo U,=x3N-+%,D.
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Teniendo en cuenta las formulas de Frenet ((2), 1) vy
después de transformaciones inmediatas, se obtiene :
. ' D ,'
Uy=—nyn T4 OU +(—3‘) 1,
: 2/ g
%’ %

de donde p=——x1_'/.3,\'=7—2—, r—(yS—) - Con ¢stos \alores la
Y ol Ay

ccuacion (23) nos da la linea de estricciéon. En parhcu]al si se
x . .

trata de una curva con y—3=cle. resulta que la linea de estric-
‘2

cion es

| Y=Yo2L :\+ o /—3D
\

' II. Consideremos ahora el caso en que 7' no estd contenido
en el plano U, U,. Entonces, segiin § 1, la condicion de desa-
rrollabilidad es que los vectores U’; y U’y estén contenidos en
el E; determinado por T,U,,U,. Por tanto sc podra poner

U =, T +v, U+ U,, U'sz.“zT“f“"eUx‘*‘TzUz- (24)

Con esto, considerando X\, y )\, como funciones de s, es
(derivando (2)), ‘

dY , .
ds (' AR R R P’) T+ Ny A v vy) Uy +-
SRl R SRV P Tz) Uz- v (29)

- A

- Por tanto, para que la tangente a la linea Y =X -4-\, (s) U,
-2 (s) Us esté en el plano determinado por U, y U, debe ser

14X B+ A =0. : (26)

De aqui se deduce que todas estas lineas estin sobre la
superficie reglada

Y (s, >‘1)\=X () MU (s) "i (142 p)Ug(s). (27)

Esta superficie cs la engendrada por las rectas definidas
por la ecuacién (26) situadas en el plano determinado por U, U,.




Esta superficie es desarrollable, puesto que, en cfecto, a
lo largo de cualquier generatriz el plano tangente es siempre el
" determinado por la generatriz misma y la langente a la linca
anteriormente considerada que pasa por el punto correspou-
diente. El plano tangente es, pues, el determinado por U, U,.
Luego, esta superficie (27) serd la superficie de estriccion.

Para hallar la linea de estriccion de la superficie (27).

bastara buscar \; (s) de mancra que la linea resultante ¥ (s) =

Y (s,\; (s)) tenga por plano osculador el plano tangente, que
es el determinado por U,,U,.
dY . . .
PongamOS.Y’=]—, El plano osculador cs el determinado
e ds

por Y’ e Y”. Para que este plano sea el Uy, U,, como Y’ por la
condicion (26) ya estad contenido en este plano, sélo debera
cumplirse la nueva condicion de que también Y” se exprese
como combinacion lineal de Uy y U,; teniendo en cuenta (24)
y (29) y derivando nuevamente (25), para que el resultado sc
exprese como combinacion lineal de U, y U, debe scr

(Vi vy A vey iy (Ve A T X ) pp=0.  (33)

Afiadiendo la condicién (26) queda que, la linea cuyos
planos osculadores son los generadores de la variedad desarrolla-
ble (2), estd determinada por las funciones \; (s) v X (s) defi-
nidas por el sistema ‘

) T =0 )
(N Ay N "2) NN A T) =0,  (29)

donde los u;, v;, 7; (=1, 2) estdn dados por (24).

Ejemplos. Vamos a limitarnos al caso en que la curva
originaria X =X (s) tiene lus tres curvaturas constantes. Apli-
caremos ¢l sistema (29) para determinar la linea de estriccidn
de las variedades desarrollables estudiadas en § 2, 4 y § 2. 0.

a) Variedad desarrollable engendrada por los planos deter-
minados por Uy =B y Uy=7»,N — %3 D (estudiada en § 2, 4).

Siendo %, %, v %4 constantes, serd

Uy=— Nt D=—T,
%y %o T = (%2 F-732) B= % %, T (%2 + %) Uy,

U’2 =
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o sea, comparando con (24),
P'1=.V1=0: Ty I I, pas %y %y, Vo=t b %%, Ty=0.
Con estos valores, el sistema (29) da
I
%y %y

}‘1‘_‘0’» 4\2:-

Es decir: Para el caso de ser »,, %,, %5 constantes, la varie-
dad tridimensional desarrollable estudiada en § 2, 4, estd for-
mada por los planos osculadores a la curva

Y=X+L1N—22D

P ’ '
) xy Ay %y
Teniendo en cuenta: las férmulas de Frenet ((2) I), se

: %y? - 12 s .
encuentra _Y’—_—zy——i——i B. Esto nos dice que las tangentes a.
5 % _

.esta curva son en cada punto paralelas al vector B correspon-
diente a la curva dada. Ademas, segun el valor de X’, se reduce
que la linea de estriccion encontrada solamente se reduce a un
punto (en cuyo caso debe ser Y"=0) en el caso de ser x,=x;=0.

b) Variedad desarrollable engendrada por los planos deler-
minados por Uy=D y Uy=x,T 4% B (estudiada en § 2, ).
Siendo, por hipétesis, %, %,, %3 constantes, sera

Yo % bd
U'1=.—'7-3B= "2——3 T— 232U,
%, x, -

’ — - —
Uy=x,%3 D= 2%U,,
" 0 sea, comparando con (24)

Fa¥3 o __ *3 e
Bi=—=" 1=0, 4= — 7=, Np=0, ¥u =% %;, T,=0..
‘1 “

Con eslos valores el sistema (29) da

%
p— 1
A =—

3 J\azo
K2 7-3 =
Esto nos dice que la variedad desarrollable tridimenstonal

estudiada en § 2, 5 estd formada por los planos osculadores a
la curva
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Y=X-—-2LD.

%y Hg

Siendo Y= T+ ‘B se deduce que dlcha curva no puede

reducirse nunca a un punto.

§ 4. Variedades desarrollables envolventes de los E, que son
caras del tetraedroide fundamental.

Nos proponemos buscar cuéales son las varicdades desarro-
‘llables . tridimensionales que pasan por una linea (obtenidas
en § 2) que son las envolventes de los E; caras del tetraedroide
fundamental.

1. Variedad tridimensional envolvente de los L determi- -

nados por T, N, B. Para hallar la variedad cmol\ente de la
familia de los. E; definidos por

Y:X—f—}\T—}—,uN—}-\‘B

bastara hallar los puntos Y (s) de estos eapacms para los cuialas

la tangente Y’ estd contenida en el E; definido por Tos mismos
T, N, B. Es

Y= (1 —px '\)T+(\/1—_V %y -k ) N -
: (w4 v B +vxg D

Para que este vector Y’ pertenezca al E; definido por T,
‘"N, B debe ser v=o0 y entonces la variedad envolvente es la
engendrada por ¥Y=X-4+XT -+ uN. Por tanto: Los 'E; de-
terminados por los vectores T, N B envuelven la varzedad de.sa-
rrollable engendrada por los planos osculadores.

2. Variedad tridimensional envolvente de los E, determina-
dos por los vectores T, N, D. Como en el nimero anterior,
siendo ahora °

Y =X4\T 4 puN-+vD
Y'= (1w XY T (A ) N
: . (Mg — v ) BV D,
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para que Y’ est¢ contenido en el Ej definido por T,N,D debe

" ser Wx,— vxy=o0. La variedad envolvente es, pues, la engen-

drada por los’ planos
Y=X+2AT L p (¥ -7 D)

que no cs otra que la variedad desarrollable obtenida en § 2. ~

2, b) - . S

o

3 Variedad tridimensional envolvente de los E, determz—
nados por los vectores T,B,D. En este caso es

Y:X AT - p.Bﬁ—v. :
—(I -+ )\)T (\/1—p,<)1\—}—(;.t—~vy)B +(pxg4-v) D

y por razones analogas a las de los nameros precedentes, la va-
riedad~ envolvente serd

Y= X4 (Tt By <D,

que es la variedad ya encontrada en § 2, 5. como tGnica varie-
dad desarrollable engendrada por planos que pasan constante-
mente por la binormal D.

B

. Variedad tridimensional envolvente de los E determi-
nados por los, vectores T,B,D. En este caso es

Y=X4+AN+uB+vD
Y= (1 =A%) T () N () B+ () D,
y para que el vector Y’ esté. contenido en el E; definido por

N,B,D debe ser 1 — A»;=0. La variedad envolvente es, por
tanto, la engendrada por el plano |

Y—X % N-LpuB-vD. | (30)

Esta variedad se diferencia de las anteriores en que los
planos (30) no pasan por el punto X de la curva. .Son los
planos paralelos al plano determinado por B, D que cortan a la

. ; . .
normal principal ¥ a- una distancia = =P del punto de la
1

‘curva.
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III. ViriEpapes TripimpssionaLEs EN B coN caricTEr bE
DESARROLLABLES Y QUE CONTIENEN UNA SUPERFICIE,

§ 1. Resumen de las nociones fundamentales sobre superficies

en F,. , ' !

1. Ecuaciones fundamentales. Sea X =X (u,v) la ecuacion
vectorial de una superficie en E;. Por comodidad en los célcu-
los supondremos que las lineas coordenadas u=cle. y v=_cte.
son perpendiculares. Sera, por consiguiente

Xy . X,=0 ( I )
y ademas pondremos, como de costumbre,
v E=X,? G=X_. (2)

Consideremos en cada punto de la superficie dos vectores
E (u,v), n{u,v) normales entre si y normales al plano tangente
a la superficic en el mismo punto. Pongamos las nolaciones

L=2qu=.“"“g-u X, leqxuu:_" Ny Ay
M=EX,,=— EXy=—%,X, ‘,]/[]———‘ N Xyp = — e Xy = —1, Ay
’V‘::EX”J:——- EL‘ _Xv [\]l::‘]]~ XUuz—'ih'XU . (3)
y ademas '
d=n§;=—13%, d=ni=— n &
L M L M
M=-—p= N=— G, My=-— —E.l-, nl=——?' .4
m' == —. Ai n = N my = My =My
i E; —_ _G': 1 Exnl—“—'G'

Con estas notaciones, las ecuaciones fundamentales de la
teoria de superficies en E; son (19):

Xuti:‘{III}Xu+ {l;}XvTLE Ll'l

Xllu' {Iz}Xu_!-{122}XU‘:—."IETA’[1“

I

va.:{?z}xu+{22} - NE—.'\/ n

(*) Ver Servaxt [10].
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Ev=mX,+nX,-+dn
Eo=m' X, +n X, dn
e =", Xo+n, X, —dE

ne=m, Xy-+ny X, — 9%

v

. . , i ‘
En estas ecuaciones vectoriales, los simbolos J,]} son los
. v

clasicos simbolos de Christoffel que se expresan mediante E, GG
(2) ¥ sus primeras derivadas parciales respecto u,v (11).

§ 2. Variedades tridimensionales.de E, con cardcter de desarro-
llables que contienen a una superficie dada.

1. Condiciones generales. Supongamos en cada punto de la
superficie X =X (u,v) un vector U=U (u, v) de mo6dulo uni-
dad. El conjunto de las rectas definidas por estos vectores for-
mara una variedad de 3 dimensiones de ecuacién

Y (u,0,0) = X (u,v) +-\U (u,v). (6)

Esta variedad se dira que ticne cardeter de desarrolluble

cuando el E; tangente sea el mismo para todos los puntos de

una misma generatriz.

El E; tangente en un punto u,v,\ es el dblCI‘I]]lIld(lO por’

los tres vectores
Y, —U Y,= X:1+’\Lzl: Yl?‘ZXU—*—xUUI‘ (7)

Para que este E4 sea ¢l mismo para cualquier \, debe cum-
plirse, segun el "caso,
10, Sl U no esta en el plano X,, XU debe-ser

(U: Xu: Xv: Uu) =0;. (U: XU’ Xl" biv) =0, (8)

donde los primeros miembros'indican abreviadamente los deter-
minantes de cuarto orden cuyas filas son las componentes de los
vectores respectivos.

La primera condicién expresa que U, estd en el E; defi-
- nido por los vectores U, Xu, X, y la segunda que U, esta tam-
bién en el mismo espacio.

.

(*) Ver por ej. BLascHKE [1] p. 115. GRAUSTEIN [4] p. 136,

o

o=
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29, Si U'cstd en el plano’ Xu, X, bastara que se verifique
fa condicién anica, '

(Xu, X,. U, Uy=o0. = (9)
"2, Ezpresiones de U, v .U, Como los vectores Xu, X,,

g, n forman un tetraedroide rectangular, se puede expresar U por
sus componentes respecto el mismo. Sea’

U=aXu+bX,+cE+en , (10) -

De aqui, teuiendo en cuenta laa relaciones fundamentales
de § 1, se obtxene

:(...)Xu+(...) X, +(cataL--bM—ed)E
| +(eataL b M --cd)h,
' : . . (1)
Up=(...) XA (o) Xo - (cod-a M+ bN ~ed') &
+-(ey+aM;--bN;~-cd)n.

Los coeficientes de X, X, no se han puesto de manifiesto

porque no interesaran en lo sucesivo.

§ 3. Condiciones generales para que la var Ledad tenga cararlu
' de desarrollable.

1. La generalriz U estd en el plano tangente. En la ex-
presion (ro) serd c¢==¢=o0. La condicién para que la varie-
dad (6) tenga caracter de desarrollable es, en este caso, la con-
dicién (9), que segin (11) se escribe

(Xu. X, (aL L bMYE, (aM, - bN)n) - |
+ (Xu, Xy, (@ Ly =0 M) n, (aM +-bN)E) =0

o sea,
(@L+bM)(aM;+bN)— (aL,+bM,) @M +bN)y=o,

que se puede escribir en la forma

a2 (LM, —ML1)+ab(LN AL1)+b"(Mr\ —'\Ml)_o(m) -

A

PP
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Esta ecuacion nos dice que, en geliei‘ul habrd en cada punto
dos direcciones sequn las cuales las rectas tangentes a la super-
ficie formardn una variedad tridimensional con cardcler de
desarrollable. Estas dos direcciones estin dadas por la ecuacion
(12) y sc llaman, segtn los aulores, direcciones asintdticas (12),
direcciones conjugadas (13) o direcciones caracteristicas () de
la superficie. ‘

2. La generatriz U no esld en el plano tangente. En este
caso las condiciones para que la variedad tenga caricter de
desafrollable son las (8), que teniendo €n cuenta (11), se
escribiran: ~

La primera

(U, Xe, X,, Uy) = (¢ &, Xy, X, (eu+a Ly + b M, ¢ d) 1)
(e, Xe, X (ept+aL--b M —ed)E)=o0,

o sea, ‘
¢(eataL,+bM, +4cd) —e(c,tal-tbM —ed)=o0. (13)
La segunda

(U, Xu, Xo, Uy) = (c &, X, X, (ey+-aMy+4+bN,+¢cd)n)
+(en, Xu, Xy, (e, -LaM -bN —ed)E)=o0,

O sea,

c(el.~{—a1V11+bA’;+c6’) —e(cyt+aM-+-bN—ed)=o0. (14)

(**) Ver por ej. KouMERELL [6], pAg. 534, H. GERIOCKE [3] pag. 420.

- En estos trabajos las asintbticas se definen por la ecuacién diferencial
(X, X, X, X, Ju*4 (X,,%,, X e'e' 4 (X, X ,X ,X yv”?=0.

Teniendo en cuenta las ecuaciones fundamentales (5) resulta, efeectiva-

mente, qu'e esta-ecuacién es equivalente a la (12). Para las propiedades de las
liveas asintiticas sobre una superficie de E, y la condicién para que todas las
lineas de la superficie lo seam, ver los trabajos citados. También E. E.
Levt [7] n® 48. .

(*) E. E. Levi [7] n° 39, 48.

(") C. Secre [9] n® 13, 14. E. BoMpP1aNt {2] n® 5. A, TERRACINT [12] n° 5.

uu? uu? ue?
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§ 4. Caso particular.

1. La generatriz U estd en el plano normal. Supongamos

que U esta en el plano determinado por los vectores &,n. es
decir,

. o U=cEt+en.

Para delerminar ¢,e de manera que la variedad tridimen-
sional tenga caracter de desarrollable, habra que hacer en (13) -
y (14) a=b=o0, con lo cual quedan las ecuaciones

ce,—ecu+t(c2Le)d=o0
ce,—ec,--(c?4-e2) ¥ =o,
0 sea:

e ) =5 S (wegf) =y (1)

Para la compatibilidad de estas ecuaciones es necesario y
suficiente que se cumpla ‘la condicion

éd(u,v) 8% (u,v) .
el (16) -
cv au
Iista condicion, teniendo en cuenta los valores de & y ¥
dados en (4), equivale a &,n,=%,n,, o también, sustituyendo
las derivadas parciales de &, n por sus valores expresados en (3):

v

mm/ E4-nn/,G=m'm, L+nn G.

Finalmente, sustituyendo en esta expresion los valores dados

en (4), se obtiene que la condicion (16) equivale a

EMN, —NM)--G(LM,—ML,)=o. (17)

Vamos a oblener el éignificado 360111é}rico de esta condi-
ci6n. Recordemos que las Hamadas direcciones asintdticas de la
superficie son las de los vectores a, X, b, X, ¢ Xu+0,X,
.donde a,,;b; y a,,b, son las raices de la ecuacion (12). Para
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que estas direcciones asinloticas sean perpendiculares es pre-
ciso que

ai Xl‘.—;:_b Xl“ - [13 -le;f!bg Xu ZO
1K)

Haciendo el producto y teniendo en cuenta (1) y (2) cue-
da a,a,E--b,b,G=0. Siendo a, b, Y a,b, las raices de
(12) esta condicion equivale a (17). Por tanto: Para que exis-
tan variedades tridimensionales con cardeter de desarrollables
engendradas por rectas que pasan por cada punto de una super-
ficie y estén situadas en el plano normal correspondiente. es
condicidn necesaria .y suficiente que la superficie sea tal que
sus direcciones asintdticas, dadas por (12), sean perpendicu-
lores. .

Cuando esto sucede se ‘dice, segiin Guichard, que dichas
lineas forman una red de lineas de curvatura de la superficic
y gozan de notables propiedades (15).

Supuesto que la superficie cumpla la condicién (16), Ia
variedad tridimensional desarrollable se determina facilmeunte.

Llamando ¢ al. éngulo que forman las generatrices U con el

. c . = .
veclor normal n (o sea, @ =arctg —c—), segun (1)) serd

u n

=5 (1) dut [ (0,0) dvta,.

2 o

Por tanto: La variedad desarrollable queda determinada
dando un valor inicial de ¢ para un punto determinado. Dadas
dos variedades distinlas, correspondientes. a los valores iniciales
91, Pe la diferencia ¢, — ¢y =a,—a,, o sea, el dngulo que

forman lus generatrices respectivas, se conserva constanie para

todo par de generatrices homdlogas.

Rosario, Instituto de Matematica, marzo de 19/2.

(**) Ver, 8ervaxrt {10] p. 100.
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