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1. La teoria de Probabilidades Geométricas. En 1777, en su
Essai d’arithmétique morale [1] (*) el famoso naturalista francés
Georges Buffon (1707-1788) publicaba la solucién de un problema
que ya habia enunciadoven 1733 y que ha devenido célebre con el
nombre de “Problema de la aguja”. Consiste en lo siguiente: da-
das en un plano una sucesién de rectas paralelas que distan entre
si una distancia constante a, se arroja al azar sobre el mismo plano
una aguja de longitud r (r < a2) y se pide la probabilidad de que
la aguja quede cortando alguna de las paralelas. Si p es la proba-
bilidad buscada, la solucién es. . ,

wa

Este problema, que fué generalizado afios después por Lapla-
ce al caso de suponer el plano dividido en rectangulos de lados ma~
yores que la longitud de la aguja [9, pag. 366], llamé inmediata-
mente la atencién de los geémetras por el hecho de que, tomado en
sentido inverso, debia permitir el calculo del nimero = al azar. En
efecto, si se verifica la experiencia un niimero creciente de veces y
se toma el cociente entre el nimero de casos favorables (aquellos
en que la aguja corta a alguna paralela) y el nimero total de ca-

(*)—_ Estos paréntesis [ ] se refieren a la bibliografia al final.
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sos en que la aguja es arrojada, se debe obtener la probabilidad p
con una aproximacién creciente con el nimero de veces que se rea-
liza la experiencia. Entonces, conocido el valor de p y las longitu-
des r y a, la férmula (1) debe permitir el calculo de .

Se han hecho, efectivamente, experiencias en este sentido, la
mayoria de las cuales pueden leerse, por ejemplo, en los conocidos
tratados sobre Probabilidades de G. Castelnuovo [13] y J. V. Us-
pensky [15] y todas eilas, como no podia ser de otra manera, han
dado resultados coincidentes con la teoria. Decimos que no po-
dia ser de otra manera porque la validez de un razonamiento mate-
matico jamas podra discutirse apoyandose en el resultado de una
experiencia, mas bien es el primero el que puede decidir acerca de
si la dltima ha sido o no bien realizada. Asi, en el caso de la com-
probacién experimental de la férmula (1), si en alguna experiencia
ocurriera que el resultado no concuerda con la teoria, ello no sig-
nificaria que dicha férmula es errénea, sino que la experiencia ha
sido mal realizada y deberiamos modificarla hasta obtener un resul-
tado de acuerdo con (1), puesto que el iinico elemento de juicio
para juzgar si la experiencia se hace bien, esta en el hecho de que
el resultado esté de acuerdo con la férmula teérica

Aparte la curiosa consecuencia anterior, el problema de Buffon
tiene importancia fundamental por el hecho de que por primera vez
se trata de una cuestién de probabilidades en que tanto el namero
de casos favorables, igual al ntmero de posiciones diferentes de
la aguja en las cuales corta a alguna paralela, como el de casos
posibles, niimero total de posiciones de la aguja en el plano, son in-
finitos. Ya no es aplicable la definicién de probabilidad como sim-
ple cociente entre el nimero de casos favorables y el nimero de ca-
sos posibles. Se trata de un nuevo tipo de problemas, que se han
llamado de probabilidades continuas o probabilidades geométricas.

2. Medida de conjuntos de elementos geométricos. Los con~
juntos finitos se miden por el nimero de sus elementos. Este cri~
terio no sirve para los conjuntos compuestos de infinitos elementos;
para ellos hay que dar una definicién de lo que debe entenderse por
“medida” del conjunto. Por ejemplo, los puntos de una linea, que
son infinitos, se miden por la longitud de la .aisma; los puntos de
una regién del plano o de una superficie se miden por el area. Mas
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generalmente, se entiende por medida de un conjunto X a toda fun-
cién de conjunto u(X) que cumpla las condiciones de ser siempre
positiva o nula [p(X) = 0] y poseer la propiedad aditiva, o sea,
que la medida de la suma de dos conjuntos sin elemento comiin sea
igual a la suma de las medidas [p(X; + X2) = p(X,) + (X:) I

Definida la medida para conjuntos de elementos geométricos
cualesquiera (puntos, rectas, planos, ...), la definicién clasica de
probabilidad como cociente entre el nimero de casos favorables y
el de casos posibles, se generaliza inmediatamente al caso de las
probabilidades geométricas. Se dira: dados dos conjuntos X, Y de
elementos geométricos, el primero contenido en el segundo (X C Y),
se llama probabilidad de que un elemento elegido al azar en Y per-
tenezca a X, al cociente

#(X)
w(Y) 2)

de las medidas respectivas.

Se comprende de esta definicién, que el valor de la probabili-
dad esta intimamente ligado a la definicién adoptada de medida.
Modificando ésta, puede variar también el valor de la probabili-
dad. En general la medida que debe adoptarse en cada problema
particular de probabilidades geométricas depende de la manera co- .

mo se supone realizada la eleccion del elemento en el conjunto to-
tal de casos posibles.

Supongamos, por ejemplo, una circunferencia de centro O y
radio R y sobre ella un arco AB de longitud a (fig. 1}). La proba-
bilidad de que un punto dado al azar sobre la circunferencia perte-~
nezca al arco AB, si no se especifica el modo de eleccion y por tan-
to se admite implicitamente que todos los puntos son igualmente
probables, sera igual al cociente a : 22R entre la longitud del arco
AB vy la longitud total de la circunferencia. Pero el punto tomado
al azar puede también suponerse que se obtiene prolongando el ra-
dio de una circunferencia interna a la dada y de centro un punto
cualquiera O’, radio que se hace girar alrededor de O’ como una ru-
leta ordinaria de juego. Entonces, si el radio de la circunferencia
menor es R’ y el arco AB se proyecta sobre ella desde O’ segiin un
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arco A’B’ de longitud &', la probabilidad sera a’: 22R’ que, en ge-
neral, es distinta de la anterior.

Este sencillo ejemplo nos muestra claramente que en los pro-
blemas de probabilidades geométricas, para estar bien enunciados y
poseer en consecuencia una solucién bien determinada, debe darse
la manera de eleccién al azar del elemento posible, o, en otras pa-~
labras, debe darse la “ley de probabilidad” correspondiente al pro-
blema. Esto da la explicacién de ciertas paradojas, como la célebre
paradoja de Bertrand [11, pag. 4] que puede verse reproducida en
casi todos los libros de probabilidades geométricas [14, pag. 7],
[15, pag. 251].

Para eliminar esta posible diversidad de medidas, aquella que
se conviene en admitir para los conjuntos de elementos geométricos,

Fig. 1

al objeto de definir para ellos la nocién de probabilidad, es la que
resulta al imponer la condicién de que debe ser independiente de la
posicién del conjunto en el espacio, o sea, debe ser invariante por
movimientos.

Consideremos el caso mas simple de un conjunto de puntos so-
bre la recta. Tomemos sobre la recta un origen O y sea x la abs-
cisa de sus puntos. Como medida de un conjunto X de puntos de
la recta se puede tomar la integral, extendida al conjunto X, de
cualquier expresién diferencial f(x)dx con tal de que f(x) sea una
funcién integrable no negativa. Para que esta medida sea inva-
riante por movimientos del conjunto sobre la recta, o sea, sea inde-
pendiente del origen O de coordenadas, debera ser f(x + a) = f(x)
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cualquiera que sea el valor de la traslacién a a la que se someta X.
Por tanto debe ser f(x) = constante y se tiene que la probabilidad
se define como el cociente entre las longitudes de los conjuntos de
casos favorables y casos posibles.

Analogamente se procede para conjuntos de puntos del plano.
Sea X uno de elios. Como medida del mismo se podria tomar la
integral, extendida al conjunto, de cualquier expresién de la forma
F(x, y) dxdy, siendo f(x, y) una funcion integrable y no negativa
arbitraria. Pero para que esta integral sea invariante por movimien-
tos, o lo que es lo mismo, tome igual valor cualquiera que sea la
posicién en el plano de los ejes coordenados de referencia, se de-
muestra facilmente que la funcién f(x, y) debe ser una constante.
Por tanto: la probabilidad para conjuntos de puntos del plano se de-
fine como cociente de las areas de los conjuntos de casos favora-
bles y posibles.

De la misma manera, en el espacio euclidiano de n dimensio-~
nes, la probabilidad geométrica para conjuntos de puntos se define
como cociente de volimenes.

3. Conjuntos de rectas. Después de los puntos, los elementos
geométricos mas simples que aparecieron en los problemas de pro-
babilidades continuas, fueron las rectas. Lo mismo que para los
conjuntos de puntos, fué necesario definir una “medida” para con-
juntos de rectas. Una recta G del plano queda determinada dando
su distancia p a un punto fijo O del mismo plano y el angulo ¢ que
la normal a la recta forma con una direccién fija por O. Por tan-
to, como medida de un conjuntc de rectas se podria tomar la inte-
gral de cualquier expresién de la forma [(p, ¢)dp d¢, siendo f(p. ¢)
una funcién integrable, no negativa, cualquiera. Se demuestra
[14, pag. 59] que para que esta integral sea invariante por movi~
mientos, es decir, sea independiente de la posiciéndel punto fijo O y
de la direccién por el mismo, debe ser [(p, ¢) = cte. y por tanto se
tiene: la medida de un conjunto de rectas del plano es igual a la
integral, extendida al conjunto, de la forma diferencial

dG = dpdg. (3)

Esta expresién diferencial se llama densidad para conjuntos
de rectas.
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Con esta expresién ya obtuvo, al parecer Cauchy [2] el pri-
mero, el resultado siguiente, que puede considerarse como uno de
los primeros de lo que luego se ha llamado Geometria Integral. Su-
pongamos en el plano una curva abierta o cerrada cualquiera, rec-
tificable y de longitud L. Sea n el nimero de puntos en que esta
curva es cortada por una recta arbitraria G del plano; naturalmente
n es una funcién de G, o sea, de sus coordenadas p, . Se demues-
tra entonces que es valida la siguiente férmula integral:

fndG = 21L, (4)

siendo dG la expresién (3) y estando la integracién extendida a to-
das las rectas del plano; la demostracién puede verse, por ejemplo
en [14, pag. 60], [16, pag. 11]. Naturalmente, para las rectas que
no cortan a la curva es n = 0.

Por ejemplo, si la curva es convexa y cerrada, es siempre n = 2
y por tanto la féormula (4) nos dice que: la medida del conjunto
de rectas que cortan a una curva convexa cerrada del plano, es igual
" a la longitud de la misma. En forma de problema de probabilida-
des geométricas este resultado se enuncia: dada una curva convexa
y cerrada K, de longitud L,, interior a otra curva también convexa
y cerrada K de longitud L, la probabilidad.de que.una recta arbi-
traria que corta a K corte también a K;, es igual al cociente L, : L
entre las longitudes de las dos curvas.

Pero la importancia de la férmula (4) no estriba Gnicamente
en que permite resolver los problemas de probabilidades geométri-
cas en los cuales los elementos son rectas, sino en que puede ser-
vir para obtener ciertas propiedades de las curvas planas rectifica-
bles. Supongamos, por ejemplo, una curva K,, convexa o no, de
longitud L,, contenida en el interior de una curva convexa cerrada
K de longitud L. Considerando todas las rectas que cortan a K.
el valor medio del nimero de puntos en que estas rectas cortan a
K, sera (estando la integral del numerador y la del denominador
extendidas a todas las rectas G que cortan a K)

— _ fndG _ 2L,
TG T L (5)
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y como siempre debe haber rectas cuyo niimero de puntos de inter-
seccién con K, supere al valor medio n de los mismos, se deduce:
si una curva K,, convexa o no, tiene longitud L, y esta contenida en
el interior de otra curva convexa de longitud L, siempre existen rec-
tas que la cortan en un nimero de puntos igual o mayor que 2L, : L
si este niimero es entero, o igual o mayor que el entero superior mas
proximo en caso contrario.

Tenemos asi un primer ejemplo de cémo la idea de medida de
conjuntos de rectas, idea que nace espontaneamente como una ne-
cesidad en la teoria de probabilidades geométricas, sirve para de-
ducir propiedades de las curvas planas desligadas completamente de
aquella nocion de medida y de la nocién de probabilidad.

4. Las formulas de Crofton. Quien primero hizo un uso sis~
tematico del método anterior, o sea, de utilizar el concepto de pro-.

P

Fig. 2

babilidad geométrica para la obtenciéon de resultados y formulas
referentes a figuras planas, desvinculados completamente de aque-
lla idea originarja, fué el ingles M. W. Crofton (1826-1915) [3].
[4], [5]. En este sentido puede considerarse a Crofton como el
fundador de la Geometria Integral.

Las dos férmulas principales de Crofton, referentes a curvas
convexas del plano, son las siguientes:

a). Sea en el plano una curva convexa cerrada ‘cualquiera K
de longitud L y sea F el area limitada por la misma. Sea o el an-
gulo bajo el cual K es vista desde un punto exterior P de coorde-
nadas x, y; el angulo o sera una funcién de x, y (fig. 2).
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Se verifica entonces la notable férmula integral
Jfo—seneo)dxdy = V45 L* — =«F, (6)

estando la integracién extendida a toda la region del plano exterior
a K. Aunque se trata naturalmente de una integral doble, aqui y
en todo lo sucesivo, pondremos dnicamente un solo signo de inte-
gracion.

b). Sea la misma curva convexa cerrada K. Sea o la longi-
tud de la cuerda que en ella determina una recta cualquiera G del
plano (fig. 3). Se verifica entonces

fo?dG = 3 F* (7)

Fig. 3

siendo dG la densidad de rectas (3) y estando la integracion ex-
tendida a todas las rectas del plano. Naturalmente para las rectas
que no cortan a K es ¢ = 0.

Estas formulas, notables por su gran generalidad, puesto que
no dependen de la forma de la curva K, a la cual sélo se impone
la condicion de ser convexa, fueron obtenidas por Crofton, como
dijimos, por razonamientos basados en el concepto de probabilidad.
La demostracién por este camino puede verse en Deltheil [14, pag.
741 o en Czuber [10].

Las fértmulas (6) y (7) de Crofton, como otras de tipo ana-
logo obtenidas por el mismo autor, no han tenido aplicacién a otras
cuestiones de la matematica, pero por su gran generalidad y sim-



ORIGEN Y DESARROLLO DE LA GEOMETRIA INTEGRAL 113

plicidad insospechada, han sido objeto de estudio por otros matema-
ticos, habiéndose dado demostraciones completamente independien-
tes de la nocién de probabilidad; ver por ejemplo Serret [6], Le-
besgue quien dedicé una memoria a exponer de manera rigurosa y
puramente analitica estos y otros resultados de Crofton [8], y

Blaschke [16].

5. La densidad cinematica. Sin salir todavia del plano, ade-
méas de conjuntos de puntos y de rectas, se pueden considerar tam-
bién conjuntos de figuras congruentes cualesquiera. Los puntos y
las rectas son los casos particulares mas simples de figuras que son
todas congruentes entre si; para su determinacién hacen falta dos
parametros, que son las coordenadas x, y en el caso de los puntos vy

1(1 3

Fig. 4

las p, ¢ para las rectas. Para otra figura de forma invariable cual-
quiera, su posicién en el plano depende de tres parametros. Ellos
pueden ser las coordenadas x, y de un punto O’ invariablemente
unido a la figura y el d&ngulo 9 que una direccién O’x” por este pun-
to, también invariablemente unida a la figura, forma con una direc-
cién fija Ox (fig. 4).

Entonces, para medir conjuntos de figuras congruentes cuales~
quiera, se toma la integral, extendida al conjunto, de la forma dife-~
rencial

dK = dxdy db. (8)
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Esta forma diferencial se llama densidad cinematica y se de-
muestra que es la Gnica que da lugar a una medida que es invarian-
te por movimientos, es decir, que no depende de la posicion de los
ejes coordenados de referencia ni de la posicién del punto O’ en la
figura de posicién variable, ni de la direccion O’x’ por el mismo.
Esta densidad cinematica servira, pues, para medir conjuntos de
figuras congruentes, o, lo que es lo mismo, conjuntos de posiciones
de una misma figura mévil de manera indeformable en el plano.

Este concepto de densidad cinematica fué introducido por Poin-
caré [12, pag. 127].

6. La Geometria Integral. Los conceptos anteriores constituian
los fundamentos de la teoria de probabilidades geométricas y, ex-
cepto los trabajos de Crofton, que ya hemos dicho que excedian
los dominios de esta teoria, obteniendo resultados muy generales
acerca de las curvas convexas cerradas, quedaban limitados a sim-~
ple curiosidad en los libros de Calculo de Probabilidades. Sin em-
bargo, ellos contenian los principios de ciertas ideas cuyo desarro-
llo parecia que debia ser fecundo aun desde el punto de vista geo-
métrico puro, ajeno a toda idea de probabilidad.

Se presentaban, como principales, dos direcciones de investiga-
cién. La primera consistia en generalizar los conceptos y defini-
ciones de medida de conjuntos de rectas y medida cinematica, a es-
pacios de cualquier nimero de dimensiones. La segunda consistia
en proseguir el camino iniciado por Crofton, aplicando las ideas y
resultados obtenidos al medir determinados conjuntos particulares
de rectas o figuras congruentes, a la obtencién de propiedades geo-
métricas de las figuras del plano o de los espacios de mayor niimero
de dimensiones.

La tarea fué iniciada por G. Herglotz en un curso sobre Pro-
babilidades Geométricas dado en la Universidad de Gottingen du-
rante el semestre de verano de 1933. Inmediatamente las investi-
gaciones fueron proseguidas por W. Blaschke, quien después de dar
dos bellisimos cursos sobre el particular en el Seminario Matemati-
co de la Universidad de Hamburgo en 1934-35, inaugura una se-
rie de publicaciones que encabeza con el nombre de Geometria In-~
tegral, introduciendo esta denominacién, y cuyo nimero fué cre-
ciendo rapidamente con trabajos del mismo Blaschke y de sus alum-
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nos de la escuela de Hamburgo. La lista de esta serie de memo-
rias puede verse en la Bibliografia del final de este articulo [17 a
49], existiendo ademéas, como compendio de las mismas hasta la fe-
cha de su publicacién, las Vorlesungen iiber Integralgeometrie, tam-

bién de Blaschke [16]:

Vamos a indicar, brevemente, los principales resultados a que
se ha llegado en esta nueva rama de la geometria. De acuerdo con
las dos direcciones que hemos dicho se presentaban de manera na-
tural, vamos a exponer primeramente los resultados generales refe-
rentes a la definicién y generalizacion del concepto de medida de
conjuntos de variedades a espacios generalizados. Después men-
cionaremos las aplicaciones.

De analoga manera a como para medir conjuntos de rectas del
plano se toma la integral de la expresién (3). llamada densidad de
rectas, por ser ella la inica que es invariante por movimientos, para
un espacio euclidiano n-dimensional E, se presenta el problema
de definir la medida de conjuntos de subespacios lineales E, de di-
mensién r, con la condicién de que dicha medida sea invariante por
movimientos en el espacio E,. Este problema fué completamente
resuelto por Blaschke en el primer trabajo de Geometria Integral
[17], obteniendo el siguiente resultado. Un E, en E, (0 < r < n)
puede fijarse por uno de sus puntos x de coordenadas x; (i =1, 2,
3,....,n) y por un sistema de n ejes coordenados ortogonales en-
tre si, de vértice x, y tales que los. r primeros ejes, de cosenos di-
rectores af (i=1,2, ..., r; j=1,2, ..., n) estén en E, y los
n—r —s restantes que completan el sistema tengan por cosenos
directores b (i=r -+ 1, r4+2, ..., n; j=1, 2, 3, ., 1) sien-~
do normales entre si y normales a E,. Se forman entonces las for-
mas diferenciales

p* = ib,"' da;t vto= ﬁbt" dx;

t=1 =1

y la densidad de los E, en E, es

i =I[ v II #* (9)
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En estos productos hay que entender que aquellos que contie-
nen mas de una vez un mismo diferencial da,’ son nulos, y cuando
el orden de los mismos cambia, el signo depende, como en el desa-
rrollo de un determinante, de la paridad del nimero de permutacio-
nes de los indices ¢.

Como medida de un conjunto de E, en E, se toma la integral,
extendida al conjunto, de la forma diferencial (9). Se demuestra
que esta medida es la unica, salvo un factor constante, que es in-
variante por movimientos en E,, es decir, que no cambia cuando a
todo el conjunto, de manera indeformable, se le traslada de lugar
en el espacio.

La expresion (9), para n =2, r = 1 se reduce, salvo la forma,
a la expresion (3). Para n=3 y r =1, 2, se obtienen las densi-
dades para medir conjuntos de rectas y de planos del espacio or-
dinario, densidades que ya eran conocidas en la teoria de probabi-
lidades geométricas [14, cap. V], [7]. Con estas densidades se
pueden medir casos particulares notables de conjuntos de rectas y
de planos. Por ejemplo, como medida de las rectas del espacio de
3 dimensiones que cortan a una superficie convexa cerrada se ob-

.
tiene ~2—F, siendo F el area de la superficie; como medida del con-

junto de planos que cortan a la misma superficie convexa y cerra-
da se obtiene la integral de curvatura media de la misma [14, pag.
90}, [7]. '

- En el trabajo citado [17], Blaschke obtiene, ademas de (9),
también la densidad cinematica en E, y las densidades para sub-
espacios y cinematica para la geometria esférica de n dimensiones.

En otra forma, utilizando el simbolismo del calculo con matri~
ces, las mismas densidades para subespacios del espacio euclidiano
¢ ‘no euclidiano de n dimensiones fueron obtenidas mas tarde por
A. Miiller [32]. ‘

A veces conviene expresar el producto de las densidades de
varios E, en E, en funcién de otros elementos, distintos de los x;,
a/, b, mencionados, que también sirvan para fijar dichos E,. Por
ejemplo, dos rectas G;, G, en E; pueden determinarse por la per-
pendicular coman G, mas los puntos de abscisas t;, ¢, sobre G en
que esta perpendicular corta a G, y G,, mas los angulos de giro 4,
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6. de estas rectas alrededor de G. Se obtiene entonces que el pro-
ducto de las densidades dG;.dG, puede expresarse en la forma

dG,.dG, = sen?(6,— 6,)d¢, db, dG dt, dt, . (10)

Muchas interesantes férmulas de este tipo, muy ttiles para la
obtencién de férmulas integrales al estilo de las (6), (7) de Crof-
ton, fueron obtenidas por O. Varga [19] para el espacio euclidia-
no de 3 dimensiones y en toda generalidad, para el espacio eucli-
diano o no euclidiano n-dimensional, en un trabajo fundamental,
por B. Petkantschin [22].

Ademas de las densidades de los E, en E, que son invariantes
por movimientos (densidades en geometria métrica), cabe la bus-
queda de densidades invariantes por grupos mas amplios que el mé-
.trico, por ejemplo el grupo de las proyectividades. Este caso de
densidades invariantes por proyectividades fué estudiado por Var-
“ga [24]; se obtiene que tales densidades ne pueden existir para con-
juntos de simples E,, siendo necesario considerar conjuntos de com-~
binaciones de varios de ellos. Por ejemplo, el elemento méas sim-
ple en el plano, para el cual puede definirse una densidad proyecti-~
va, es el elemento formado por el conjunto de un punto mas una
recta.

Objeto atrayente de estudio, hasta ahora tinicamente esbozado,
parece ser la obtencién de las densidades y sus diversas combina-
ciones, de los subespacios lineales de los espacios de Hermite. En
este sentido hay una nota de Blaschke [46] y un trabajo de Varga
[70] en el cual, entre otros resultados, generaliza la férmula (4),
obteniendo que también en la geometria hermitiana del plano, la
medida de las rectas que cortan a una curva, contada cada una tan-
tas veces como puntos de interseccion tenga con la curva, es pro-
porcional a la longitud de la misma.

Los conceptos fundamentales de geometria integral han sido
también generalizados. por Chern [53] a los espacios de Klein, en-
tendiendo por tales aquellos espacios de n dimensiones que admiten
un grupo transitivo de transfoymaciones de r parametros. Mucho
parece que queda todavia por hacer en esta direccion, extendiendo
las ideas de geometria integral a los espacios generalizados de di-
versos tipos.
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Junto con los trabajos anteriores se ha ido desarrollando la
segunda direccién de la geometria integral, consistente en la obten-
cién de férmulas integrales derivadas de la medida, utilizando las
densidades anteriores, de ciertos conjuntos especiales de elementos
geométricos y hacer aplicacion de estas medidas a la demostracion
de propiedades geométricas de determinadas figuras especiales.

Mencionaremos con algtin detalle los resultados referentes al
caso del plano, observando que muchos de ellos ya se han genera-
lizado al espacio y aun a espacios de mayor nimero de dimensio-
nes. Definida por Poincaré la densidad cinematica (8), quedaba
la labor de hacer aplicacién de la misma a la medida de conjuntos
especiales de figuras congruentes. En tal sentido se obtuvo la ge-
neralizacién de la férmula (4) al caso en que en lugar de la recta,
el elemento mévil es una curva cualquiera de forma invariable. Sea
K, una curva cualquiera rectificable de longitud L, y K otra curva
también rectificable de longitud L. Supongamos que K, esta fija
y K puede moverse en el plano, sin modificar su forma; la posicién
de K quedara determinada por 3 parametros x, y, § como los que fi-
guran en (8), siendo x, y un punto invariablemente ligado a K, y ¢
el angulo que indica un giro alrededor de este punto. Teniendo
dK el significado (8) y llamando n al niamero de puntos en que K

corta a K, en cada posicién (n es, pues, una funcién de x, y. ), se
demuestra la férmula integral

fndK = 4LIL, (11)

estando la integracién extendida a todas las posiciones de K, siendo
n =0 para aquellas posiciones en que no tenga punto comin con
K.

Esta férmula (11), sin la determinacién del coeficiente 4, di-
ciendo solamente que el valor medio de puntos comunes a K y a K,
debia ser proporcional al producto de las longitudes, se encuentra
en el Calculo de Probabilidades de Poincaré [12, pag. 143] para el
caso-de curvas situadas sobre la superficie de la esfera pero con ra~
zonamiento que vale igualmente para el plano, y por esto se ha lla-
mado férmula de Poincaré. Exactamente en la forma (11) fué da-
da por primera vez en [20]. Otra demostracién puede verse en
[16]. Estas primeras demostraciones suponian ciertas condiciones
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de regularidad para las curvas K, K;; para el caso de suponer para
K, K, tnicamente la condicién de ser rectificables, la demostracion
de (11) fué dada por W. Maak [43].
En el caso particular en que K es una circunferencia de radio
r, se puede tomar como punto x, y invariablemente ligado con ella,
el centro, y entonces en cada posicién del mismo el angulo 6 que fi-
gura en la expresién de dK puede variar de 0 a 2, sin que cambie
el namero n de puntos de interseccién con K,;. La férmula (11),
sustituyendo L = 2zr, se puede escribir en este caso en la forma
simple
fndxdy = 4L,r. (12)

Es decir, dada en el plano una curva rectificable de longitud
L,, y llamando n al nimero de puntos de interseccién de la misma
con una circunferencia de centro el punto x, y y de radio r, tiene lu-
gar la formula (12), en la cual se supone la integracién extendida
a todo el plano. .

Esta formula (12) se ha generalizado a un espacio de cual-
quier nimero de dimensiones, suponiendo en él una curva rectifi-
cable de longitud L, y una hiperesfera de radio r-[64].

Otra férmula fundamental de la geometria integral del plano
es la siguiente. Sean ahora K, K, dos curvas convexas cerradas
que limitan respectivamente las areas F y Fy; las longitudes sean,
como antes, L, L,. Suponiendo a K, fija y a K mévil a todas las
posiciones en que la regién que ella limita tenga algiin punto comiin
con la regién que limita K,, la medida cinematica del conjunto de
todas estas posiciones se demuestra que vale

{dK = 2«(F+F,) + LL,. (13)

Esta formula fué dada en [20]; otra demostracién en [16].

Como aplicacién de las formulas (11) y (13) se tiene la si-
guiente. Si K y K, son congruentes entre si y llamamos M; a la
medida del conjunto de posiciones de K en las que tiene i puntos
comunes con Kj, la (11) equivale a escribir

ZiMi:‘lL“’ (14)
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y la (13)
Z M; = 4«F + L2, (15)

Siendo K y K, curvas cerradas, salvo posiciones especiales de
contacto de medida cinematica nula, es i =2, 4, 6, ... y por tanto
(14) se puede escribir

, ZMi+2M4+3MG+ ..... =21
'y por tanto, restando de esta igualdad la (15),
L? — 47F = 2M, 4+ 3M, + ..... = 0. (16)
Queda asi demostrada la desigualdad isoperimétrica
L? — 4zF = 0,

que se cumple entre la longitud L y el area F de toda figura plana
convexa. Sila curva no es convexa, tomando la curva convexa ce-
rrada de longitud minima que la contiene, se obtiene inmediatamen-
te que también la desigualdad (16) es valida.

Se tiene de esta manera un ejemplo de como a partir de la me-
dida de ciertos conjuntos de figuras congruentes y de férmulas re-~
lacionadas con la misma, se pueden obtener resultados clasicos de
las figuras convexas, completamente desligados.en apariencia de
aquellos conceptos. Para mas detalles referentes a la demostracién
anterior y para otras demostraciones analogas de la desigualdad
isoperimétrica, basadas en conceptos de Geometria Integral, ver
[16], [61]. Un camino analogo ha servido para obtener ciertas
propiedades de las curvas esféricas [65] y de las curvas sobre las
superficies de curvatura constante negativa [68].

Otra férmula curiosa de facil obtenciéon [20], [16, pag. 32], es
la siguiente: supuestas las mismas curvas cerradas anteriores K, K
sean o no convexas, y llamando | al area de la regién de plano co-
min a ambas figuras en cada posicién de K, se verifica

(fdK = 24F F, (17)
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estando la integracién extendida a todas las posiciones posibles de
K, entendiendo que cuando las regiones de plano limitadas por K y
K, no tienen punto comin, es [ = 0.

Si K es un circulo de radio r, tomando como punto x, y que fi-
gura en (8) el centro, en cada posicién se puede integrar df de 0 a
27 sin que varie f, y poniendo F = #?, la férmula (17) queda

ffdxdy = xr*F, - (18)

extendida la integraciéon a todo el plano x, y.

Es de observar la gran generalidad de este tipo de férmulas.
Suponiendo, por. ejemplo, un-triangulo cualquiera de area Fy, y lla-
mando [ al area que en cada posicién del centro x, y un circulo de
radio r tiene comiin con dicho tridangulo (area rayada en la fig. 5),
tiene lugar la férmula (18), la cual, directamente, llevaria a largos
desarrollos para ser calculada.

Fig. 5

La formula (13) supone que K y K, son curvas convexas. Se
puede generalizar al caso en que K y K, son figuras cualesquiera,
obteniéndose la llamada férmula fundamental de Blaschke. Sean
dos figuras simplemente conexas K, K, de areas F,.F, y limitadas
por dos curvas cerradas tnicas de longitudes L, L,. Suponiendo a
K, fija y a K mévil de manera indeformable, sea v el nimero de
regiones simplemente conexas de que se compone la interseccion de
ambas figuras para cada posicion de K (en la fig. 6 esv=2). La
férmula fundamental dice

fvdK = 2+(F 4+ F,) + LL, (19)
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estando la integracién extendida a todas las posiciones de K. Pa-
ra el caso de ser K y K, convexas, es constantemente v — 1, y esta
férmula coincide con la (13).

Para la demostracion de esta férmula fundamental, que se pue-
de escribir todavia de manera méas general para figuras de cualquier
conexién, ver Blaschke [16]. Para figuras limitadas por curvas ce-
rradas con puntos dobles, hay que tener en cuenta ciertas conven-
ciones de signo, pero también sigue siendo valida la (19); ver Ta-Jen
Wu [42]. La férmula fundamental (T9) ha sido también genera-
lizada para figuras situadas sobre la superficie de la esfera [16] y
sobre las superficies de curvatura constante negativa o, lo que es
equivalente, para la geometria no euclidiana hiperbélica [68].

Fig. 6

Hemos pasado revista a algunos de los principales resultados
de la Geometria Integral del plano. Todos ellos tienen su corres-
pondiente generalizacién al espacio de 3 dimensiones y la mayoria
también al espacio n-dimensional. Para lo primero citaremos nues-
tro trabajo [21]. Para la generalizacién de la férmula fundamen-
tal (19) al espacio euclidiano de n dimensiones, ver [52].

Otras direcciones en que la Geometria Integral se ha desarro-
llado, junto con diversas aplicaciones, se pueden ver siguiendo los
trabajos que citamos en la Bibliografia. Se han obtenido, por ejem-
plo, notables propiedades de las lineas y figuras planas o del espa-
cio con respecto a determinadas redes de lineas que cubren el espa-
cio o el plano respectivamente [55], [60], [62]. Este orden de
ideas fué utilizado por Hadwiger [56] para la obtencién de un li-
mite superior del nimero de cuadrados o circulos de dimension fi-
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jada, necesarios para cubrir una determinada regién del plano, re-~
sultado que se ha generalizado también a E, [69]. A

El estudio de las posiciones diversas de las figuras planas res-
pecto redes de lineas del mismo plano, ha dado lugar a curiosos
problemas de probabilidades geométricas y valores medios [31],
[60]. Citemos, por ejemplo, el caso siguiente, que puede conside-
rarse como una generalizacién del problema de la aguja de Buffon
o del de Laplace [9, pag. 366].

Supongamos el plano dividido por dos haces de rectas parale-
las, perpendiculares entre si, formando rectingulos de lados a, b.
Arrojando al azar sobre el plano un hilo de longitud constante L,
pero cuya forma variara en general cada vez que se arroje sobre el
plano, el valor medio del niimero de puntos de interseccién del hilo
con las rectas de la red de rectangulos vale

Z(a—l—b)_l_,

n—=-———-—

nab

En particular, si a = b, red de cuadrados, y se toma por ejemplo
L =5a, resulta n =20 : . Como n se puede hallar experimental-
mente, realizando la experiencia un nimero creciente de veces y di-
vidiendo la suma total de puntos de interseccién por el nimero de
veces que se realiza la experiencia, se tiene, pues, un método para
la determinacién del numero » al azar. Naturalmente que no es
necesario que el hilo sea flexible, lo cual es el cdso mas general, si-
no que si se trata de un alambre indeformable o de una poligonal
articulada, la férmula anterior para el valor medic n sigue siendo
valida.

Si se consideran los vértices de la red anterior de rectangulos
y se arroja al azar sobre el plano una figura plana de forma cual-
quiera y. area F, el nimero medio de vértices que quedan cubier- .
tos por dicha figura es

- _F
"7 ab

Por ejemplo, si se consideran en el plano todos los puntos de
coordenadas enteras correspondientes a un sistema cartesiano rec-
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tangular, y se arroja al azar un disco circular de radio unidad, el
valor medio del niimero de puntos cubiertos por este disco, resulta
ser n == También este es un método para la determinacién por
el azar del namero .

7. Conclusién. En contraposicién a la Geometria Infinitesi-
mal, que estudia las propiedades infinitesimales o “en pequefio”
de las figuras geométricas, por Geometria Integral debe entenderse
la reunién de razonamientos y propiedades referentes a las figuras
geométricas consideradas en su totalidad o “en grande”. Sin em-
bargo, en la serie de trabajos en que Blaschke y su escuela han in-
troducido y utilizado la denominaciéon de Geometria Integral, ésta
tiene un sentido mas restrictivo. Podriamos decir, que se ha en-
tendido por Geometria Integral el sistema de propiedades deriva-
das de la idea de “medida”™ de conjuntos de elementos geométricos.
Si la “medida” de conjuntos es el fundamento de la teoria de la
integral, cuando ‘de esta medida se puedan deducir propiedades de
indole geométrica, parece bien justificado dar, al conjunto de éstas,
el nombre mixto de Geometria Integral.

Respecto a las perspectivas y relaciones con las demas ramas
de la matematica, el recorrido precedente, si bien a grandes pasos,
puede dar una idea. Teniendo en cuenta la elementalidad de los
recursos puestos en juego y la parquedad de conocimientos necesa-
rios, los resultados obtenidos no son despreciables: tal vez esta sim~
plicidad misma en los métodos, que contrasta con la generalidad de
los resultados, es la causa principal de la belleza de sus resultados
v lo que mas atrae y mueve la curiosidad para dedicarse a esta in-
cipiente rama de la Geometria.

Instituto de Matematicas,

Facultad de Ciencias Matematicas
de la Universidad Nacional del Litoral.

Rosario, Rep. Argentina.

Luis A. SANTALOQ.
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