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Por L. A. SANT ALó 

l. La teoría de Probabilidades Geométricas. En 1777, en su 
Essai d' arithmétique moral e [ 1] ( * ) el famoso naturalista francés 
Georg es Buffon ( 1707-1788) publicaba la solución de un problema 
que ya había enunciado•en 1733 y que ha devenido célebre con el 
nombre de "Problema de la aguja". Consiste en lo siguiente: da­
das en un plano una sucesión de rectas paralelas que distan entre 
sí una distancia constante a, se arroja al azar sobre el mismo plano 
una aguja de longitud r ( r < a) y se pide la probabilidad de que 
la aguja quede cortando alguna de las paralelas. Si p es la proba-
bilidad buscada, la solución es · 

2r 
(1) p 

Este problema, que fué generalizado años después por Lapla­
ce al caso de suponer el plano dividido en rectángulos de lados ma­
yores que la longitud de la aguja [9, pág. 366]. llamó inmediata­
mente la atención de los geómetras por el hecho de que, tomado en 
sentido inverso, debía permitir el cálculo del número 1r al azar. En 
efecto, si se verifica la experiencia un número creciente de veces y 
se toma el cociente entre el número de casos favorables (aquellos 
en que la aguja corta a alguna paralela) y el número total de ca-

--(-* )~ Estos paréntesis [ ) se refieren a la bibliografía al final. 
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sos en que la aguja es arrojada, se debe obtener la probabilidad p 
con una aproximación creciente con el número de veces que se rea­
liza la experiencia. Entonces, conocido el valor de p y las longitu­
des r y a, la fórmula ( 1 ) debe permitir el cálculo de 7r. 

Se han hecho, efectivamente, expertencias en este sentido, la 
mayoría de las cuales pueden leerse, por ejemplo, en los conocidos 
tratados sobre Probabiíidades de G. Castelnuovo [13] y J. V. Us­
pensky [ 15] y todas eilas, como no podía ser de otra manera, han 
dado resultados coincidentes con la teoría. Decimos que no po­
día ser de otra manera porque la validez de un razonamiento mate­
mático jamás podrá discutirse apoyándose en el resultado de una 
experiencia, más bien es el primero el que puede decidir acerca de 
si la última ha sido o no bien realizada. Así, en el caso de la com­
probación experimental de la fórmula ( 1), si en alguna experiencia 
ocurnera que el resultado no concuerda con la teoría, ello no sig­
nificaría que dicha fórmula es errónea, sino que la experiencia ha 
sido mal realizada y deberíamos modificarla hasta obtener un resul­
tado de acuerdo con ( 1 ) , puesto que el único elemento de juicio 
para juzgar si la experiencia se hace bien, está en el hecho de que 
el resultado esté de acuerdo con la fórmula teórica 

Aparte la curiosa consecuencia anterior, el problema de Buffon 
tiene importancia fundamental por el hecho de que por primera vez 
se trata de una cuestión de probabilidades en que tanto el número 
de casos favorables, igual al número de posiciones diferentes de 
la aguja en las cuales corta a alguna paralela, como el de casos 
posibles, número total de posiciones de la aguja en el plano, son in­
finitos. Y a no es aplicable la definición de probabilidad como sim­
ple cociente entre el número de casos favorables y el número de ca­
sos posibles. Se trata de un nuevo tipo de problemas, que se han 
llamado de probabilidades continuas o probabilidades geométricas. 

2. Medida de conjuntos de elementos geométricos. Los con­
juntos finitos se miden por el número de sus elementos. Este cri­
terio no sirve para los conjuntos compuestos de infinitos elementos; 
para ellos hay que dar una definición de lo que debe entenderse por 
"medida" del conjunto. Por ejemplo, los puntos de una línea, que 
.son infinitos, se miden por la longitud de la 1nisma; los puntos de 
una región del plano o de una superficie se miden por el área. Más 
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generalmente, se entiende por medida de un conjunto X a toda fun~ 
ción de conjunto ¡.¡.(X) que cumpla las condiciones de ser siempre 
positiva o nula [p. (X) ;?; O] y poseer la propiedad aditiva, o sea, 
que la medida de la suma de dos conjuntos sin elemento común sea 
igual a la suma de las medidas [¡.¡.(XI+ X2) = p.(Xl) + p.(X2) ]·. 

Definida la medida para conjuntos de elementos geométricos 
cualesquiera (puntos, rectas, planos, ... ) , la definición clásica de 
probabilidad corno cociente entre el número de casos favorables y 
el de casos posibles, se generaliza inmediatamente al caso de las 
probabilidades geométricas. Se dirá: dados dos conjuntos X, Y de 
elementos geométricos. el primero contenido en el segundo (X C Y), 
se llama probabilidad de que un elemento elegido al azar en Y per~ 
tenezca a X, al cociente 

p 

de las medidas respectivas. 

¡.¡.(X) 

p. (y) 
(2) 

Se comprende de esta definición, que el valor de la probabili~ 
dad está íntimamente ligado a la definición adoptada de medida. 
Modificando ésta, puede variar también el valor de la probabili~ 
dad. En general la medida que debe adoptarse en cada problema 
particular de probabilidades geométricas depende de la manera co~ 
rno se supone realizada la elección del elemento en el conjunto to~ 
tal de casos posibles. 

Supongamos, por ejemplo, una circunferencia de centro O y 
radio R. y sobre ella un arco AB de longitud a ( fig. 1 ) . La proba~ 
bilidad de que un punto dado al azar sobre la circunferencia perte~ 
nezca al arco AB, si no se especifica el modo de elección y por tan~ 
to se admite implícitamente que todos los puntos son igualmente 
probables, será igual al cociente a : 2TrR. entre la longitud del arco 
AB y la longitud total de ·la circunferencia. Pero el punto tornado 
al azar puede también suponerse que se obtiene prolongando el ra~ 
dio de una circunferencia interna a la dada y de centro un punto 
cualquiera O', radio que se hace girar alrededor de 0' corno una ru~ 
Jeta ordinaria de juego. Entonces, si el radio de la circunferencia 
menor es R.' y el arco AB se proyecta sobre ella desde O' según un 
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arco A'B' de longitud a', la probabilidad será a' : 2-rrR.' que, en ge~ 
neral, es distinta de la anterior. 

Este sencillo ejemplo nos muestra claramente que en los pro~ 
blemas de probabilidades geométricas, para estar bien enunciados y 
poseer en consecuencia una solución bien determinada, debe darse 
la manera de elección al azar del elemento posible, o, en otras pa~ 
labras, debe darse la "ley de probabilidad" correspondiente al pro~ 
blema. Esto da la explicación de ciertas paradojas, como la célebre 
paradoja de Bertrand [ 11, pág. 4] que puede verse reproducida en 
casi todos los libros de probabilidades geométricas [ 14, pág. 7], 
[15, pág. 251]. 

Para eliminar esta posible diversidad de medidas, aquella que 
se conviene en admitir para los conjuntos de elementos geométricos, 

Fig. 1 

al objeto de definir para ellos la noc10n de probabilidad, es la que 
resulta al imponer la condición de que debe ser independiente de la 
posición del conjunto en el espacio, o sea, debe ser invariante por 
movimientos. 

Consideremos el caso más simple de un conjunto de puntos so~ 
bre la recta. Tomemos sobre la recta un origen O y sea x la abs~ 
cisa de sus puntos. Como medida de un conjunto X de puntos de 
la recta se puede tomar la integral, extendida al conjunto X, de 
cualquier expresión diferencial f ( x) dx con tal de que f ( x) sea una 
función integrable no negativa. Para que esta medida sea inva~ 
riante por movimientos del conjunto sobre la recta, o sea, sea inde~ 
pendiente del origen O de coordenadas, deberá ser f ( x + a) = f ( x) 
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cualquiera que sea el valor de la traslación a a la que se someta X. 
Por tanto debe ser f ( x) = constante y se tiene que la probabilidad 
se define como el cociente entre las longitudes de los conjuntos de 
casos favorables y casos posibles. 

Análogamente se procede para conjuntos de puntos del plano. 
Sea X uno de ellos. Como medida del mismo se podría tomar la 
integral, extendida al conjunto, de cualquier expresión de la forma 
f(x, y) dxdy, siendo f(x, y) una función integrable y no negativa 
arbitraria. Pero para que esta integral sea invariante por movimien­
tos, o lo que es lo mismo, tome igual valor cualquiera que sea la 
posición en el plano de los ejes coordenados de referencia, se de­
muestra fácilmente que la función f ( x, y) debe ser una constante. 
Por tanto: la probabilidad para conjunto; de puntos del plano se de­
fine como cociente de las áreas de los conjuntos de casos favora­
bles y posibles. 

De la .misma manera, en el espacio euclidiano de n dimensio­
nes, la probabilidad geométrica para conjuntos de puntos se define 
como cociente de volúmenes. 

3. Conjuntos de rectas. Después de los puntos, los elementos 
geométricos más simples que aparecieron en los problemas de pro­
babilidades continuas, fueron las rectas. Lo mismo que para los 
conjuntos de puntos, fué necesario definir una "medida" para con­
juntos de rectas. Una recta G del plano queda determinada dando 
su distancia p a un punto fijo O del mismo plano y el ángulo 4>· :que 
la normal a la recta forma con una dirección fija por O. Por tan­
to, como medida de un conjunto de rectas se podría tomar la inte­
gral de cualquier expresión de la for.ma f(p, q,)dpdq,, siendo f(p, q,) 

una función integrable, no negativa, cualquiera. Se demuestra 
[ 14, pág. 59] que para que esta integral sea invariante por movi­
mientos, es decir, sea independiente de la posición ·del punto fijo O y 
de la dirección por el mismo, debe ser [ (p. </>) = cte. y por tanto se 
tiene: la medida de un conjunto de rectas del plano es igual a la 
integral, extendida al conjunto, de la forma diferencial 

dG = dpd<f>. (3) 

Esta expresión diferencial se llama densidad para conjuntos 
de rectas. 
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Con esta expres10n ya obtuvo, al parecer Cauchy [2] el pri~ 

mero, el resultado siguiente, que puede considerarse como uno de 
los primeros de lo que luego se ha llamado Geometría Integral. Su­
pongamos en el plano una curva abierta o cerrada cualquiera, rec­
tificable y de longitud L. Sea n el número de puntos en que esta 
curva es cortada por una recta arbitraria G del plano; naturalmente 
n es una función de G, o sea, de sus coordenadas p • .p. Se demues­
tra entonces que es válida la siguiente fórmula integral: 

fndG = 2L, (4) 

siendo dG la expresión ( 3) y estando la integración extendida a to­
das las rectas del plano; la demostración puede verse, por ejemplo 
en [14, pág. 60]. [16, pág. 11]. Naturalmente, para las rectas que 
no cortan a la curva es n = O. 

Por ejemplo, si la curva es c;onvexa y cerrada, es siempre n = 2 
y por tanto la fór.mula ( 4) nos dice que: la medida del conjunto 
de rectas que cortan a una curva convexa ce.rrada del pl_ano, es igual 
a la longitud de la misma. En forma de problema de probabilida­
des geométricas este resultado se enuncia: dada una curva convexa 
y cerrada K 1 de longitud L 1 , interior a otra curva también convexa 
y cerrada K de longitud L. la probabilidad. de que. una recta arbi­
traria que corta a K corte también a K1 , es igual al cociente L1 : L 
entre las longitudes de las dos curvas. 

Pero la importancia de la fórmula ( 4) no estriba únicamente 
en que permite resolver los problemas de probabilidades geométri­
cas en los cuales los elementos son rectas, sino en que puede ser~ 
vir para obtener ciertas propiedades de las curvas planas rectifica~ 
bies. Supongamos, por ejemplo, una curva K"' convexa o no, de 
longitud L1. contenida en el interior de una curva convexa cerrada 
K de longitud L. Considerando todas las rectas que cortan a K. 
el valor medio del número de puntos en que estas rectas cortan a 
K1 será ( ~stando la integral del numerador y la del denominador 
extendidas a todc.'l las rectas G que cortan a K) 

n 
fndG 

fdG 
(5) 
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y como siempre debe haber rectas cuyo número de puntos de inter~ 
sección con K 1 supere al valor medio Ti de los mismos, se deduce: 
si una curva K1 , convexa o no, tiene longitud L1 y está contenida en 
el interior de otra curva convexa de longitud L, siempre existen rec~ 
tas que la cortan en un número de puntos igual o mayor que 2L1 : L 
si este número es entero, o igual o mayor que el entero superior más 
próximo en caso contrario. 

Tenemos así un primer ejemplo de cómo la idea de medida de 
conjuntos de rectas, idea que nac~ espontáneamente como una ne~ 
cesidad en la teoría de probabilidades geométricas, sirve para de~ 
ducir propiedades de las curvas planas desligadas completamente de 
aquella noción de medida y de la noción de probabilidad. 

4. Las fórmulas de Crofton. Quien primero hizo un uso sis~ 
temático del método anterior, o sea, de utilizar el concepto de pro~ 

Fig. 2 

habilidad geométrica para la obtención de resultados y fórmulas 
referentes a figuras planas, desvinculados completamente de aque~ 
lla idea originaria, fué el inglés M. W. Crofton ( 1826-1915) [3], 
[ 4]. [ 5]. En este sentido puede considerarse a Crofton como el 
fundador de la Geometría Integral. 

Las dos fórmulas principales de Crofton, referentes a curvas 
convexas del plano, son las siguientes: 

a). Sea en el plano una curva. convexa cerrada 'cualquiera K 
de longitud L y sea F el área limitada por la misma. Sea w el án­
gulo bajo el cual K es vista desde un punto exterior P de coorde­
nadas x, y; el ángulo w será una función de x, y ( fig. 2). 
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Se verifica entonces la notable fórmula integral 

f(w~senw)dxdy = YzU ~ 1rF, (6) 

estando la integración extendida a toda la región del plano exterior 
a K. Aunque se trata naturalmente de una integral doble, aquí y 
en todo lo sucesivo, pondremos únicamente un solo signo de inte­
gración. 

b). Sea la misma curva' convexa cerrada K. Sea a- la longi­
tud de la cuerda que en ella determina una recta cualquiera G del 
plano ( fig. 3). Se verifica entonces 

fa-3 dG = 3 pz (7) 

Fig. 3 

siendo dG la densidad de rectas ( 3) 
tendida a todas las rectas del plano. 
que no cortan a K es u = O. 

y estando la integración ex­
Naturalmente para las rectas 

Estas fórmulas, notables por su gran generalidad, puesto que 
no dependen de la forma de la curva K, a la cual sólo se impone 
la condición de ser convexa, fueron obtenidas por Crofton, como 
dijimos, por razonamientos basados en el concepto de probabilidad. 
La demostración por este camino puede verse en Deltheil [ 14, pág. 
74] o en Czuber [10]. 

Las fórihulas ( 6) y ( 7) de Crofton, como otras de tipo aná­
logo obtenidas por el mismo autor, no han tenido aplicación a otras 
cuestiones de la matemática, pero por su gran generalidad y sim-
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plicidad insospechada, han sido objeto de estudio por otros matemá­
ticos, habiéndose dado demostraciones completamente independien­
tes de la noción de probabilidad; ver por ejemplo Serret [ 6], Le­
besgue quien dedicó una memoria a exponer de manera rigurosa y 
puramente analítica estos y otros resultados de Crofton [ 8], y 
Blaschke [ 16] . 

5. La densidad cinemática. Sin salir todavía del plano, ade­
más de conjuntos de puntos y de rectas, se pueden considerar tam­
bién conjuntos de figuras congruentes cualesquiera. Los puntos y 
las rectas son los casos particulares más simples de figuras que son 
todas congruentes entre sí; para su determinación hacen falta dos 
parámetros, que son las coordenadas x, y en el caso de los puntos y 

~ 

t;!5-
o :k 

Fig. 4 

las p, <P para las rectas. Para otra figura de forma invariable cual­
quiera, su posición en el plano depende de tres parámetros. Ellos 
pueden ser las coordenadas x, y de un punto 0' invariablemente 
unido a la figura y el ángulo () que una dirección O'x' por este pun­
to, tambii~n invariablemente unida a la figura, forma con una direc­
ción fija Ox ( fig. 4). 

Entonces, para .medir conjuntos de figuras congruentes cuales­
quiera, se toma la integral, extendida al conjunto, de la forma dife­
rencial 

dK dxdydO. (8) 
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Esta forma diferencial se llama densidad cinemática y se de~ 
muestra que es la única que da lugar a una medida que es invarian~ 
te por movimientos, es decir, que no depende de la posición de los 
ejes coordenados de re.ferencia ni de la posición del punto 0' en la 
figura de posición variable, ni de la dirección 0' x' por el mismo. 
Esta densidad cinemática servirá, pues, para medir conjuntos de 
figuras con:gruentes, o, lo que es lo mismo, conjuntos de posiciones 
de una misma figura móvil de manera indeformable en el plano. 

Este concepto de densidad cinemática fué introducido por Poin~ 
caré [12, pág. 127]. 

6. La Geometría Integral. Los conceptos anteriores constituían 
los fundamentos de la teo_ría de probabilidades geométricas y, ex~ 
cepto los trabajos de Crofton, que ya hemos dicho que excedían 
los dominios de esta teoría, obteniendo resultados muy generales 
acerca de las curvas convexas cerradas, quedaban limitados a sim~ 
ple curiosidad en los libros de Cálculo de Probabilidades. Sin em~ 
bargo, ellos contenían los principios de ciertas ideas cuyo desarro~ 
llo parecía que debía ser fecundo aun desde el punto de vista geo­
métrico puro, ajeno a toda idea de probabilidad. 

Se presentaban, como principales, dos direcciones de investiga~ 
cton. La primera consistía en generalizar los conceptos y definí~ 

dones de medida de conjuntos de rectas y medida cinemática, a es~ 
pacías de cualquier número de dimensiones. La segunda consistía 
en proseguir el c.amino iniciado por Crofton, aplicando las ideas y 
resultados obtenidos al medir determinados conjuntos particulares 
de rectas o figuras congruentes, a la obtención de propiedades geo­
métricas de las figuras del plano o de los espacios de mayor número 
de dimensiones. 

La tarea fué iniciada por G. Herglotz en un curso sobre Pro­
babilidades Geométricas dado en la Universidad de Gottingen du~ 
rante el semestre de verano de 1933. Inmediatamente las investi~ 
gac!ones fueron proseguidas por W. Blaschke, quien después de dar 
dos bellísimos cursos sobre el particular en el Seminario Matemáti~ 
co de 'la Universidad de Hamburgo en 1934~35, inaugura una se~ 
rie de publicaciones que encabeza con el nombre de Geometría In~ 
tegral, introduciendo esta denominación, y cuyo número fué ere~ 

ciendo rápidamente con trabajos del mismo Blaschke y de sus alum~ 
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nos de la escuela de Hamburgo. La lista de esta serie de memo­
rias puede verse en la Bibliografía del final de este artículo [ 17 a 
49], existiendo además, como compendio de las mismas hasta la fe­
cha de su publicación, las Vorlesungen über lntegralgeometrie, tam­
bién de Blaschke [ 16]; 

V amos a indicar, brevemente, los principales resultados a que 
se ha llegado en esta nueva rama de la geometría. De acuerdo con 
las dos direcciones que hemos dicho se presentaban de manera na­
tural, vamos a exponer primeramente los resultados generales refe­
rentes a la definición y generalización del concepto de medida de 
conjuntos de variedades a espacios generalizados. Después men­
cionaremos las aplicaciones. 

De análoga manera a como para medir conjuntos de rectas del 
plano se toma la integral de la expresión ( 3), llamada densidad de 
rectas, por ser ella la única que es invariante por .movimientos, para 
un espacio euclidiano n-dimensional En se presenta el problema 
de definir la medida de conjuntos de stibespacios lineales Er de di­
mensión r, con la condición de que dicha medida sea invariante por 
movimientos en el espacio En. Este problema fué completamente 
resuelto por Blaschke en el primer trabajo de Geometría Integral 
[ 17], obteniendo el siguiente resultado. Un Er en En (O~ r < n) 
puede fijarse por uno de sus puntos x de coordenadas X; (i = 1, 2, 
3, .... , n) y por un sistema de n ejes c:;oordenados ortogonales en­
tre sí, de vértice x, y tales que los r primeros ejes, de cosenos di­
rectores a/ (i = 1, 2, ... , r; j =l. 2, ... , n) estén en Er y los 
n ~ r = s restantes que completan el sistema tengan por cosenos 
directores b/ (i = r + 1, r + 2, ... , n; j = 1, 2, 3, ... , n) sien­
do normales entre sí y normales a E,.. Se forman entonces las for­
mas diferenciales 

"· 
~b,"dati 
t~t 

y la densidad de los E,. en En es 

r, :-; 

dEr TI vj TI pi k (9) 
j~l i=l. 1.:=1 
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En estos productos hay que entender que aquellos que contie~ 
nen más de una vez un .mismo diferencial da1i son nulos, y cuando 
el orden de los mismos cambia, el signo depende, como en el desa~ 
rrollo de un determinante, de la paridad del número de permutacio~ 
nes de los índices t. 

Como medida de un conjunto de E,. en En se toma la integral. 
extendida al conjunto, de la forma diferencial ( 9). Se demuestra 
que esta medida es la única, salvo un factor con~tante, que es in~ 
variante por movimientos en En, es decir, que no cambia cuando a 
todo el conjunto, de manera indeformable, se le traslada de lugar 
en el espacio. 

La expresión ( 9), para n = 2, r = 1 se reduce, salvo la forma, 
a la expresión ( 3). Para n = 3 y r = 1, 2, se obtienen las densi~ 
dades para medir conjuntos de rectas y de planos del espacio or~ 
dinario, densidades que ya eran conocidas en la teoría de probabi~ 
lidades geométricas [ 14, cap. V], [ 7]. Con estas densidades se 
pueden medir casos particulares notables de conjuntos de rectas y 
de planos. Por ejemplo, como medida de las rectas del espacio de 
3 dimensiones que cortan a una superficie convexa cerrada se oh~ 

'1r· 
tiene - F, siendo F el área de la superficie; como medida del con~ 

2 
junto de planos que cortan a la misma superficie convexa y cerra~ 
da se obtiene la integral de curvatura media de la misma [ 14, pág. 
90], [7]. . 

En el traba jo citado [ 17], Blaschke obtiene, además de ( 9), 
también la densidad cinemática en En y las densidades para sub~ 
espacios y cinemática para la geometría esférica de n dimensiones. 

En otra forma, utilizando el simbolismo del cálculo con .matri~ 
ces, las mismas densidades para subespacios del espacio euclidiano 
o 'no euclidiano de n dimensiones fueron obteniqas más tarde por 
A. Müller [32]. 

A veces conviene expresar el producto de las densidades de 
varios E,. en En en función de otros elementos, distintos de los xi, 

a 1i, b1i, mencionados, que también sirvan para fijar dichos E,.. Por 
ejemplo, dos rectas G1, G2 en E 3 pueden determinarse por la per~ 
pendicular común G, más los puntos de abscisas t 1 , t2 sobre G en 
que esta perpendicular corta a G 1 y G 2 , más los ángulos de giro 01 , 
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(}2 de estas rectas alrededor de G. Se obtiene entonces que el pro~ 
dueto de las densidades dG1 . dG2 puede expresarse en la forma 

Muchas interesantes fórmulas de este tipo, muy útiles para la 
obtención de fórmulas integrales al estilo de las ( 6) , ( 7) de Crof~ 
ton, fueron obtenidas por O. Varga [ 19] para el espacio euclidia~ 
no de 3 dimensiones y en toda generalidad, para el espacio eucli~ 
diana o no euclidiano n~dimensional, en un trabajo fundamental, 
por B. Petkantschin [22]. 

Además de las densidades de los Er en En que son invariantes 
por movimientos (densidades en geometría métrica), cabe la bús~ 
queda de densidades invariantes por grupos más amplios que el mé~ 

.. trie o, por ejemplo el grupo de l;;.s proyectividades. Este caso de 
densidades invariantes por proyectividades fué estudiado por Var~ 
ga [ 24]; se obtiene que tales densidades no pueden existir para con~ 
juntos de simples Er, siendo necesario considerar conjuntos de com~ 
binaciones de varios de ellos. Por ejemplo, el elemento más sim~ 
pie en el plano, para el cual puede definirse una densidad proyecti~ 
va, es el elemento formado por el conjunto de un punto más una 
recta. 

Objeto atrayente de estudio, hasta ahora únicamente esbozado, 
parece ser la obtención de las densidades y sus diversas combina~ 
cienes, de los subespacios lineales de los espacios de Her.mite. En 
este sentido hay una nota de Blaschke [ 46] y un traba jo de Varga 
[ 70] en el cual, entre otros resultados, generaliza la fórmula ( 4). 
obteniendo que también en la geometría hermitiana del plano, la 
medida de las rectas que cortan a una curva, contada cada una tan~ 
tas veces como puntos de intersección tenga con la curva, es pro~ 
porcional a la longitud de la misma. 

Los conceptos fundamentales de geometría integral han sido 
también generalizados. por Chern [53] a los espacios de Klein, en~ 
tendiendo por tales aquellos espacios de rÍ ?imensiones que admiten 
un grupo transitivo de transformaciones de r parámetros. Mucho 
parece que queda todavía por hacer en esta dirección, extendiendo 
las ideas de geometría integral a los espacios generalizados de di~ 
versos tipos. 
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Junto con los trabajos anteriores se ha ido desarrollando la 
segunda dirección de la geometría integral, consistente en la obten~ 
ción de fórmulas integrales derivadas de la medida, utilizando las 
densidades anteriores, de ciertos conjuntos especiales de elementos 
geométricos y hacer aplicación de estas .medidas a la demostración 
de propiedades geométricas de determinadas figuras especiales. 

MenCionaremos con algún detalle los resultados referentes al 
caso del plano, observando que muchos de ellos ya se han genera~ 
!izado al espacio y aun a espacios de mayor número de dimensio~ 
nes. Definida por Poincaré la densidad cinemática ( 8) , quedaba 
la labor de hacer aplicación de la misma a la medida de conjuntos 
especiales de figuras congruentes. En tal sentido se obtuvo la ge~ 
neralización de la fórmula ( 4) al caso en que en lugar de la recta, 
el elemento móvil es una curva cualquiera de forma invariable. Sea 
K1 una curva cualquiera rectificable de longitud L 1 y K otra curva 
también rectificable de longitud L. Supongamos que K, está fija 
y K puede moverse eR el plano, sin modificar su forma; la posición 
de K ,quedará determinada por 3 parámetros x, y. (J como los que fi~ 
guran en ( 8), siendo x, y un punto invariablemente ligado a K. y (J 

el ángulo que indica un giro alrededor de este punto. Teniendo 
dK el significado ( 8) y llamando n al número de puntos en que K 
corta a K1 en cada posición ( n es, pues, una función de x, y. (J). se 
demuestra la fórmula integral 

fn dK = 4 LL1 ( 11 ) 

estando la integración extendida a todas las posiciones de K, siendo 
n = O para aquellas posiciones en que no tenga punto común con 
K1. 

Esta fórmula ( 11), sin la determinación del coeficiente 4, di~ 

ciendo solamente que el valor medio de puntos comunes a K y a K 1 

debía ser proporcional al producto de las longitudes, se encuentra 
en el Cálculo de Probabilidades de Poincaré [ 12, pág. 143] para el 
caso de curvas situadas sobre la superficie de la esfera pero con ra~ 
zonamiento que vale igualmente para el plano, y por esto se ha Ila~ 
mado fórmula de Poincaré. Exactamente en la forma ( 11) fué da~ 
da por primera vez en [ 20]. Otra demostración puede verse en 
[ 16]. Estas primeras demostraciones suponían ciertas condiciones 
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de regularidad para las curvas K, K1 ; para el caso de suponer para 
K, K 1 únicamente la condición de ser rectificables, la demostración 
de ( 11 ) fué dada por W. Maak [ 43]. 

En el caso particular en que K es una circunferenc_ia de r.adio 
z·, se puede tomar como punto x, y invariablemente ligado con ella, 
el centro, y entonces en cada posición del mismo el ángulo () que fi­
gura en la expresión de dK puede variar de O a 21r, sin que cambie 
el número n de .puntos de intersección con K 1 • La fórmula ( 11), 
sustituyendo L = 21rr, se puede escribir en este caso en la forma 
simple 

fn dx dy = 4 L1 r. (12) 

Es decir, dada en el plano una curva rectificable de longitud 
L 1 , y llamando n al número de puntos de intersección de la misma 
con una circunferencia de centro el punto x, y y de radio r, tiene lu­
gar la fórmula ( 12), en la cual se supone la integración extendida 
a todo el plano. 

Esta fórmula ( 12) se ha generalizado a un espacio de cual­
quier número de dimensiones, suponiendo en él una curva rectifi­
cable de longitud L1 y una hiperesfera de radio r [ 64]. 

Otra fórmula fundamental. de la geQmetría integral del plano 
es la siguiente. Sean ahora K, K 1 dos curvas convexas cerradas 
que limitan respectivamente las áreas F y F 1 ; las longitudes sean, 
como antes, L, L1. Suponiendo a K 1 fija y a K móvil a todas las 
posiciones en que la región que ella limita tenga algún punto común 
con la región que limita K 1 , la medida cinemática del conjunto de 
todas estas posiciones se demuestra que vale 

( 13) 

Esta fórmula fué dada en [ 20] ; otra demostración en [ 16 J . 
Como aplicación de las fórmulas ( 11) y ( 13) se tiene la si­

guiente. Si K y K1 son congruentes entre sí y llamamos M; a la 
medida del conjunto de posiciones de K en las que tiene i puntos 
comunes con Kv la ( 1·1 ) equivale a escribir 

( 14) 
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y la ( 13) 

(15) 

Siendo K y K 1 curvas cerradas, salvo posiciones especiales de 
contacto de medida cinemática nula, es i = 2, 4, 6, ... y por tanto 
( 14) se puede escribir 

y por tanto, restando de esta igualdad la ( 15), 

U - 47rF = 2M4 + 3M6 + .. ; .. ~ O. ( 16) 

Queda así demostrada la desigualdad isoperimétrica 

que se cumple entre la longitud L y el área F de toda figura plana 
convexa. Si la curva no es convexa, tomando la curva convexa ce­
rrada de longitud mínima que la contiene, se obtiene inmediatamen­
te que también la desigualdad ( 16) es válida. 

Se tiene de esta manera un ejemplo de como a partir de la me­
dida de ciertos conjuntos de figuras congruentes y de fórmulas re­
lacionadas con la misma, se pueden obtener resultados clásicos de 
las figuras convexas, completamente desligados en apariencia de 
aquellos conceptos. Para más detalles referentes a la demostración 
anterior y para otras demostraciones análogas de la desigualdad 
isoperimétrica, basadas en conceptos de Geometría Integral, ver 
[16]. [ 61]. Un camino análogo ha servido para obtener ciertas 
propiedades de las curvas esféricas [ 65] y de las curvas sobre las 
superficies de curvatura constante negativa [ 68]. 

Otra fórmula curiosa de fácil obtención [20]. [16, pág. 32]. es 
la siguiente: supuestas las mismas curvas cerradas anteriores K, K1 

sean o no convexas, y llamando f al área de la región de plano co­
mún a ambas figuras en cada posición de K, se verifica 

(17) 
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estando la integración extendida a todas las posiciones posibles de 
K, entendiendo que cuando las regiones de plano limitadas por K y 
K 1 no tienen punto común, es f =O. 

Si K es un círculo de radio r, tomando como punto x, y que fi~ 
gura en ( 8) el centro, en cada posición se puede integrar dO de O a 
211" sin que varíe f, y poniendo F = ?Tl'2 , la fórmula ( 17) queda 

( 18) 

extendida la integración a todo el plano x, y. 
Es de observar la gran generalidad de este tipo de fórmulas. 

Suponiendo, por ejemplo, un triángulo cualquiera de área Fv y lla~ 

mando f al área que en cada posición del centro x, y un círculo de 
radio r tiene común con dicho triángulo (área rayada en la fig. 5), 
tiene lugar la fórmula ( 18), la cual. directamente, llevaría a largos 
desarrollos para ser calculada. 

Fig. 5 

La fórmula ( 13) supone que K y K1 son curvas convexas. Se 
puede generalizar al caso en que K y K 1 son figuras cualesquiera, 
obteniéndose la llamada fórmula fundamental de Blaschke. Sean 
dos figuras simplemente conexas. K, K 1 de áreas F,. F 1 y limitadas 
por dos curvas cerradas únicas de longitudes L, L1 • Suponiendo a 
K 1 fija y a K .móvil de manera in~eformable, sea v el número de 
regiones simplemente conexas de que se compone la intersección de 
ambas figuras para cada posición de K (en la fig. 6 es v = 2). La 
fórmula fundamental dice 

( 19) 
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estando la integración extendida a todas las posiCIOnes de K. Pa­
ra el caso de ser K y K 1 convexas, es constantemente v = 1, y esta 
fórmula coincide con la ( 13) . 

Para la demostración de esta fórmula fundamental, que se pue­
de escribir todavía de manera más general para figuras de cualquier 
conexión, ver Blaschke [ 16]. Para figuras limitadas por curvas ce­
rradas con puntos dobles, hay que tener en cuenta ciertas conven­
ciones de signo, pero también sigue siendo válida la ( 19) ; ver Ta-Jen 
Wu [42]. La fórmula fundamental (T9) ha sido también genera­
lizada para figuras 'situadas sobre la superficie de la esfera [ 16] y 
sobre las superficies de curvatura constante negativa o, lo que es 
equivalente, para la geometría no euclidiana hiperbólica [ 68]. 

K-

Fig. 6 

Hemos pasado revista a algunos de los principales res'Ultados 
de la Geometría Integral del plano. Todos ellos tienen su corres­
pondiente generalización al. espacio de 3 dimensiones y la mayoría 
también al espacio n-dimensional. Para lo primero citaremos nues­
tro trabajo [21]. Para la generalización de la fórmula fundamen­
tal ( 19) al espacio euclidiano de n dimensiones, ver [52]. 

Otras direcciones en que la Geometría Integral se ha desarro­
llado, junto con diversas aplicaciones, se pueden ver siguiendo los 
trabajos que citamos en la Bibliografía. Se han obtenido, por ejem­
plo, notables propiedades de las líneas y figuras planas o del espa­
cio con respecto a determinadas redes de líneas que cubren el espa­
cio o el plano respectivamente [55]. [60]. [62]. Este orden de 
ideas fué utilizado por Hadwiger [56] para la obtención de un lí­
mite superior del número de cuadrados o círculos de dimensión fi-
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jada, necesarios para cubrir una determinada reg10n del plano, re~ 
sultado que se ha generalizado también a En [ 69]. 

El estudio de las posiciones diversas de las figuras planas ¡;es~ 
pecto redes de líneas del mismo plano, ha dado lugar a curiosos 
problemas de probabilidades geométricas y valores .medios [31]. 
[ 60]. Citemos, por ejemplo, el caso siguiente, que puede conside~ 
rarse como una generalización del problema de la aguja .de Buffon 
o del de Laplace [9, pág. 366]. 

Supongamos el plano dividido por dos haces de rectas parale~ 
las, perpendiculares entre sí, formando rectángulos de lados a, b. 
Arrojando al azar sobre el plano un hilo de longitud constante L. 
pero cuya forma variará en general cada vez que se arroje sobre el 
plano, el valor medio del número de puntos de intersección del hilo 
con las rectas de la red de rectángulos vale 

n 
2(a+b)L 

7Tab 

En particular, si a= b, red de cuadrados, y se toma por ejemplo 

L = 5a, resulta n = 20 : 7T. Como n se puede hallar experimental~ 
mente, realizando la experiencia un número creciente de veces y di~ 
vidiendo la suma total de puntos de intersección por el número de 
veces que se realiza la experiencia, se tiene, pues, un método para 
la determinación del número 7T al azar. Naturalmente que no es 
necesario que el hilo sea flexible, lo cual es el c<:tso más general. si~ 
no que si se trata de un alambre indeformable o de u:t:a poligonal 

articulada. la fórmula anterior para ei valor medio n sigue siendo 
válida. 

Si se consideran los vértices de la red anterior de rectángulos 
y se arroja al azar sobre el plano una figura plana de forma cual~ 
quiera y área F. el número medio de vértices que quedan cubier"' 
tos por dicha figura es 

n 
F 
ab 

Por ejemplo, si se consideran en el plano todos los puntos de 
coordenadas enteras correspondientes a un sistema cartesiano rec~ 
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tangular, y se arroja al azar un disco circular de radio unidad, el 
valor medio del número de puntos cubiertos por este disco, resulta 

ser n = 7r. También este es un método para la determinación por 
el azar del número 7r. 

7. Conclusión. En contraposición a la Geometría Infinitesi­
mal, que estudia las propiedades infinitesimales o "en pequeño" 
de las figuras geométricas, por Geometría Integral debe entenderse 
la reunión de razonamientos y propiedades referentes a las figuras 
geométricas cons1deradas en su totalidad o '.'en grande". Sin em­
bargo, en la serie de trabajos en que Blaschke y su escuela han in­
troducido y utilizado la denominación de Geometría Integral, ésta 
tiene un sentido más restrictivo. Podríamos decir, que se ha en­
tendido por Geometría Integral el sistema de propiedades deriva­
das de la idea de "medida" de conjuntos de elementos geométricos. 
Si la "medida" de conjuntos es el fundamento de la teoría de la 
integral, cuando 'de esta medida se puedan deducir propiedades de 
índole geométrica, parece bien justificado dar, al conjunto de éstas, 
el nombre mixto de Geometría Integral. 

Respecto a las perspectivas y relaciones con las demás ramas 
de la matemática, el recorrido precedente, si bien a grandes pasos, 
puede dar una idea. Teniendo en cuenta la elementalidad de los 
recursos puestos en juego y la parquedad de conocimientos necesa­
rios, los resultados obtenidos no son despreciables: tal vez esta sim­
plicidad misma en los métodos, que contrasta con la generalidad de 
los resultados, es la causa principal de la belleza de sus resultados 
y lo que más atrae y mueve la curiosidad para dedicarse a esta in­
cipiente rama de la Geometría. 

Instituto de Matemáticas, 
Facultad de Ciencias Matemáticas 

de la: Universidad Nacional del Litoral. 
Rosario. Rep. Argentina. 

Luis A. SANTALO. 
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