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UN INVARIANTE AFIN PARA LAS CURV AS -
CONVEXAS DEL PLANO o
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1:" Introduccion.: .Una recta G”del ‘plano “puiede’ detérmi-
narse "por isu distancia h a2 un puntofijo’ O, mids el angulo* ¢

.que la nonmal a la recta forma con una direccién' fija del/

plano (la del eje Oz por e]egmplo) En la teorfa de probabili-

.dades geométricas, para médir conjuntos”'dé rectas se toma la

integral, extendida al conjunto,.de la forma diferencial dhdeg.
Esta eleccion esta Justnflcada por ser esta medidi™la Gnica,
salvo un factor constante, que es invariante con respecto el
grupo. de los movimientos del plino (1). A la expresion dhde
se le llama densidad para conjuntos de ‘rectas. Si con esta
densidad se calcula la medida del conjunto de rectas que cor-
tan a una curva convexa cerrada, se obtiene la longitud, es de-
cir, el invariante métrico maés simple de la curva.

Si en lugar del grupo de los movimientos, consideramos
otro grupo de transformaciones, la- densidad anterior para con-
juntos ‘de rectas ya no es invariante; .para cada. grupo se pre-
senta el problema que consiste en hallar una densidad de la forma

f(h,9) dhdp que sea invariante respecto las operaciones del grupo,
densidad que a veces existird y otras no.

Por ejemplo, respecto el grupo de las afinidades unimodu-
lares del plano no existe una densidad invariante para conjuntos
de rectas (2); por este camino no se puede, por tanto, generali-
zar el resultado métrico mencionado para obtener un invariante

() BR. DELTHEIL, Probabilités géométriques, Paris, 1926.
(") 8. 8. CHERN, Sur les invariants intégraux enm géométrie, The Science
Beports of National Tsiung Hua University, Serie A. Vol. IV, 1940.
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afin de las curvas convexas correlatnro a la longitud ordinaria.
En cambio, si se considera el grupo de las centro-afinidades uni-
modulares del plano, es decir, de las afinidades de médulo uno
que dejan un punto fijo, entonces existe una densidad para con-
juntos de rectas, como veremos en n. 2. Con esta densidad, la
medida de las rectas exteriores a una curva convexa que con-
tiene :al punto ijo, da/un invariante centro-afin de la misma.
De ésta invariante ke /puede -pasar a un invariante por afinidades
unimodulares . generales como veremos en los. n. 4 y b.

En el n. 6 se obtienen 145 desigualdades (6.8) y (6.9)
que relacionan ‘este invarjgnts. .con; el érea ordinaria limitada
por la curva convexa y la l()ngitud afin de la misma

a2, Densldad de reclgs . respecto el grupo oentro-aﬂn uni-
oduhr El grupa )oentro—afm ummodular 08 6l representado

S ol
K
J it + L

, :c._a:l:—l-by, y p:c-{—qy S (2.:1)!'
SR IR PR FE N S R , o S
: oon la condicién L v e - S o
a.q"—l;,p,—'_ﬂl; . - @ 2) 

Una recta G de ecuacién

ur+vy+1=0

se transformara por (2.1) en la recta G’ de ecuacién (pomendo
el lugar de o/, y' las coordenadas generales x,7)

u(qa:—by)-l—v(ay—pw)—{—l:O -

(éu—pv) a:-{-(av——'b u)y+1=0.
Es decir, los coeficientes u,v se transforman segin las

formulas

w=qu—pv, v =av—bu.

P s

te

QRIS = 5 ot ST

RS

e e

T A L A P IR PRy~ T

RN R ot

T T

Ry




2B

ey

RS S e AR

R

e

— 105 —

Por tanto, teniendo en cuenta (2.2),

o(w',v) |

o(u,v)

du dv = du dv=dudv.

Esto nos dice que la expresion diferencial dudv es inva-
riante por el grupo (2.1). Como- éste grupo es transitivo res-
pecto las réctas del plénd“(que no-pasan por 0), no puede exis-
tir otra expresién de la forma f(u,v) dudv que goce d¢ la mis-
ma propiedad, a no ser f(u,v)=constante.

. Por tanto, la densidad de reclas respecto el grupo centro -
afm ummodubzr es . '

Can _— dG'—Qdudv o . . (2 3)

En lugar de u, v« convxene mtroducu' las, coordenadas de
mcta h , 9. mencxoqadas en lg mtroducmén Es

N EPAREIPEES B ut...__ths)q) %ﬂ?

[ FERE . ‘, h 4v=_. h , l
de donde
dudv::. ()_(Lﬂ :dhd({)‘
- [ o(h,9) hs

La densidad de rectas puede por tanto escribirse en la forma

4G —dh dcp
hs

(2. 4)

8. Medida de las rectas exteriores a una figura convexa
que contiene el origen. Scsa K una figura convexa que con-
tiene el punto O en su interior. Utilizando la densidad (2.4)
vamos a hallar la medida de las rectas exteriores a K. Para
cada direccion ¢(0<9 =<2n), sea h=~h(¢) la distancia de O
a la recta de apoyo de K normal a la direccién ¢ (h(p) es la
llamada funcién de apoyo de K con respecto el punto interior
0). Integrando (2.4) se tiene
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jdG_.f f ' .' -(3.1)

G.E=0

Este resultado se puede enunciar:

Dada una figura convexra K y un punto interior O(E,n),
la medida de las rectas exteriores a K, invariante con respecto
las afinidades . ummodulares que dejan fijo el punto O, esta,
dada por la zntegnal _ :

. 21: o -

o dey o s

. I(E )_—— -]T:l:-]v '"'.\'.‘.“i"\_'("r“,2(3,."'112\‘)«;

siendo, h= h(e). la funcion de’ dpdyo de'K con respecto O.. .

_ Esto nos dioce que I(%,n) tendra el mismo valor. para todas
lad figuras: transformddas de 'K pot'tiia’ afinidad’ unitiodulak que
deje fijo O(%,n). Por éjétuplo, 61 K es' i elipht y’ O sioui
pre el centro, la mtegral (3.2) tendré el mismo valor para todas
las ehpses de la mismia. 4rea, en ’particular, para el circulo. de
igual area. Si los sémiejes de la elipse son @, resulta por
tanto I=rm/ab. )

4. Estudio de la funcion I(%1). El valor de I(§,n),
dado por (3.2) depende evidentemente del punto O(%,n). Cuan-
do O esta sobre el contorno de K vale infinito, mientras que
para todo punto O interior tiene un valor finito y positivo.
Vamos a buscar los puntos interiores O(E,n) para los cuales
I(€,n) toma un valor estacionario (es decu', se anulan sus de-
nvadas parciales primeras). v

Sea Oy un punto fijo interior a K que tomamos como
origen de coordenadas; sea H=H(¢) la funcién de apoyo de '
K respecto O,. La funcién de apoyo h=~h(p) respecto O(%,n)
seré

h=H—Ecosp—nsen¢ | (4.1)

.Y por tanto _
2r
de

I ’ | == r'y
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Para que I(%,n) tenga un valor estacionario debe ser

o cos pdo —0
08 ) (H—Ecosp—nseng)s
H _
(4.2)
sngdy __0 "

()'q (H—E cos (p—'q ben q))B -
SEOY U ey ’.S.?i'l'. . R
o sea, deben cumphrse las condxcgoqps T

d 2 d Py \«,. i .
/coscp cos ¢ dp 9 E%%E 0.ca o (43)
. “ 0" S YT
I. oA pe ey Fe Y
L Ohservemos q'ue es - IRET TR ALI S RIS
B T el A aheoegptaden o
LA S LA ».-;r , Hpager

dsl;.'_‘- . cos2q>d<p ' 005 v (4. ‘
T gEE 3/(H—Ecosq>—nsenq>)4 / ( 4

y anilogamente
er

2 2 2
o1 _#W, Pl_g [enedy (45
9 on oS
0

Yy por tanto, segin la desigualdad de Schwarz (en la cual
el signo| = no puede valer en este caso pues las funciones
sen@,cos ¢ no difieren en un factor constante), es

o2l (2 ool oo '
- L <o. 4.6
(dE ()Tl) OE2 on? < (4.6)

Esto nos dice que todos los punt‘osAestacionariqs de la fun-

cion I(E,n) son minimos.
La superficie 2=1I(§,n) definida en el interior de K

tiene una sola hoja (puesto que I(§,n) es uniforme) que se
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extiende al infinito tGnicamente sobre. el contorno de K. Por
tanto si ella tuviera .mis de un minimo relativo, deberia tener
también otros puntos estacionarios no minimos, contra lo que
acabamos de demostrar (3).

En consecuencia:

‘Eziste un solo punto interior a K para el cual I(E,n) to-
ma un valor minimo (que serd el minimo absoluto), el cual
estd caracterizado por cumplirse en él las condiciones (4.3) (*).

Por ejemplo, si K tiene centro de simetrfa las condiciones
- (4.3) se cumplen evidentemente para él y por tanto: para las

figuras convezas con centro de szmetna el mimmo de I (E 'q)
corresponde al centro de - sm’tetv‘ia SERRCIERS :

6. Un invariante afm de las figuras, conve:cas planas Si.

‘en"vez de considérar: afmldades que dejen. fijo el punto O
consideramos afinidadés’ unimodulares” generales (6), el valor de
I(E,n) correspondiente a K seréd igual al valor I(¥,n’) corres-
pondiente- a la figura transformada K',-si¥, ﬁ'.aes~f'el-1‘punto
transformado ‘de &,n. Por tanto el mfnimo de I(€,n) para K,
coincidird con el* ‘minimo de I(¥),n’) para K’ Es decir:
SRR )12 mmimo ﬂe\l(ﬁ n), .que. :'represghtaremos pqr,I,,(,, es un
invariante de 'K con respeclo el 'grupo de las afinidades uni-
" modulares.

' Para el caso de las -figuras convexas con centro de: si-
metria, I, se calcula inmediatamente por (8.2) tomando co-

(*) La superficie s =T (§,7), supuesta cerra.da en el infinito tiene la

conexién de la esfera. Por tanto entre el nfimero de sus minimos relativos m,
méximos relativos M y puntos de ensilladura (sattelpunkts) s, existe la re-
laején .

—mfs—M=—2

Como, segfin lo demostrado, debe ser § =0 y M =1 (en el infinito) re-
sulta m =1 como afirmamos. Ver, por ej. M. MoRSE, Relations between the
eritical points of a real function of n independent wvariables, Transaetions
on the American Mathematical Society, vol, 27, 1925.

(‘) Seria interesante ver si este punto finico £,7 para el cual I (£,7) es
minimo coineide o no con el centro de gravedad de K supuesta esta figura
cubierta con masa homogénea. No hemos podido delucidar este asunto.

(®) Es decir, definidas por las ecuaciones

2’ =az4-by4c, y '=pzr4qy{-r
con ag—bp=1.
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mo origen O(&,n) para definir la funcién de apoyo h=h(9)
el centro de simetria. Se obtiene asi, por ejemplo, que para
un poligono regular de 2n lados el invariante I, wvale

2n,. m .
Im_—__ﬁtan—— ' . (6.1)

siendo R el radio del 'circulo ‘cirdunscripto.’ Si se quiere intro-
ducir el érea F del poligofio (que es también invariante por afi-

A Y - .
‘ g AR
x .
A, ="sen? .. - (5. 2)
- F 2n . .- : :
A 4 cy - N . . .
AT R 1 (Y PRFCERS ¥ VLI NN (RS RUNTRRNTUE IR IO

6. Relaciones entre I, y otros invariantes afinksiLos in-
variantes afines mdis simples do las figuras convexas son el
drea ordinaria F (5)7y la longitud afin. L, de su contorno (7).
(Queremos ver gue rélationss hay .entre los invariantes I, F, L,

‘Para ello es furida?ihe'n.tzil observar ‘que el valor de I, estd .
- dado por (3.2) cuando se satisfacen las relaciones (4.3). Esto

permite tiligar el, mecanismo . empleado .ppr , Blaschke, on; cues-
tiones anélogas (8). Y Rt SN H O O N
Consideremos la-curva definida por las ecuaciones para-

.métricas -

? ?
 p= Cé;:’ do, y;/sencPdcp o (6.1)
0 o

hs
0

la cual serd una curva cerrada, segin (4.3). La curvatura x

.de esta curva vale

. (x/2+y/2)3/2 RN

(°) "Siempre que se habla de invariante afin, se entiende respecto a afi-
nidades unimodulares, o sea, afinidades que conservan las 4reas.

() Ver. W. BLASCHKE, Differentialgeometrie II, Cap. 1, Berlin, 1923.

® Ww. BLASCHEE, Ueber affine Geometrie VII: Neue Extremergenschaf-
ten von Ellipse und Ellipsoid, Leipziger Berichte, 69. 1917.

AR




10—

Yy por tanto es en todo punto %>0; por consiguiente la cur-

va (6.1) es convexa. La representaremos, indistintamente a ella

y al recinto convexo que limita, por K° Su elemento de arco vale
dso= (22 + y2)12 dq,:hldcp. (6.3)

~La longxtud afin qu de KO es, por deflmcxén (9)

Y .‘ Lt 'u,l A

d"s b
| L°—fVu dso ~fhf= I, (6.4)

Por otra parte, . el érea mlxta de Minkowski entre K° Y
K es . tamblén IR IPLI LU RN RFEIGE

i »'.-,,._‘z TR R A
Vb s "111 |.f- o . ek,
Gl g L W RIS
» ) V,
A mF(Ko K)=_,u 'hds0= 4_ -a;_bl,,, .:-,;4:1(6.%6)
ERTE 3 wido- ,', IR EPPYTE AN T ' it
KACEN)

JI.L-, AQTGE 1y 48 KRR lt st dics [T qui ERL A

*Eitrs 6l ‘4rea “Fp i y'1d ; longltud afm Lo de K° ‘vale la
sxgulente des1gualdad de Blaschke (19)

 gn2FO (L0320 . (6.6)

y entre el area mixta F(K9 K) y las areas FO,F de dos fi-
guras convexas vale la desigualdad de Minkowski

(F(K9, K))2 —FF0=0. | (6.7)

Teniendo en cuenta (6.4) y (6. 5), eliminando FO entre
(6.6) y (6.7) se.obtiene

I,F<ne - (6.8)

y aplicando la desigualdad general (6.6) a K y teniendo en
cuenta (6.8) resulta

(°) Ver. BLASCHKE, Differentialyeometﬁa II, phg. 32.
(*) W. BLASCHKE, Differentialgeomeirie II, pig. 61.
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I,L3<8n. (6.9)

'Es inmediato comprobar que para elcaso de ser K un circu-
lo (y por tanto para cualquier elipse) en (6.8) y (6.9) valen
los signos de igualdad. Ademas se sabe que en (6.6) el signo
de igualdad vale unicamente para las elipses. Por tanto se pue-

de enunciar: .
Entre el muanante I,,,, el drea ordinaria F y la longitud

afin L, de una figura' convexa* K- tiérien lugar las desigualda-

“des (6.8) y (6.9), en las cuales el signo = vale unicamente

para el caso de ser K una ellpse.

RS

SR e :
BUENOS AIRES, INSTITUTO MATEMATICO DE LA UNIVERSIDAD,
LA PLATA, PAQULTAD PE CIENCIAS FISIOO-MATEMATIONS. . y

RV L ST A LS TR T wataiiaong o bt

-




