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ALGUNAS DESIGUALDADES ‘ENTRE LOS
ELEMENTOS DE UN TRIANGULO

I. — DESIGUALDADES ENTRE EL PERIMETRO Y LA SUMA DE LAS
ALTURAS, BISECTRICES O MEDIANAS DE UN TRIANGULO.

En esta primera parte vamos a tratar el problema siguiente:

Se da el perfmelro 2p =a + b+ ¢ de un tridngulo. Encontrar
los lmites inferior y superior de las sumas: 1° hy + hy + h, de las
alturas, 2° 8, + 8z + B¢ de las bisectrices, 3° m, + my + m, de las
medianas.

Este problema geométrico, que se relaciona analiticamente con
el de hallar los valores extremos de funciones de varias variables,
se propone en este mismo nimero én la seccién de « Ejercicios y Pro-
blemas » por sugestion del Dr. Sercio SispaNov, Catedratico de la
Facultad de Ciencias de Asuncién (Paraguay) y, como el lector

 podra darse cuenta, presenta dificultades para ser resuelto comple-

tamente por los métodos corrientes del calculo infinitesimal. En
esta pequefia nota vamos a mostrar cémo, encarando este y otros
problemas anélogos por medio de un anéilisis geométrico preliminar,

puede obtenerse la completa solucién sin el recurso de métodos ana-

liticos, resultando, de paso, algunos teoremas interesantes.

1. DESIGUALDAD ENTRE EL PERfMETRO Y LA SUMA DE LAS Al-
TURAS. — Recordemos primero una desigualdad que serd itil en
lo sucesivo. Dados tres niimeros positivos z, ¥, z se verifica

Ve +Vy +Vz V3@ +y+ 2 [1]

valiendo el signo igual tnicamente en el caso de ser z =y = 2.
En efecto, de la desigualdad evidente (\z—+/y)? = 0 se deduce
24y 2 24z y, lo cual constituye el conocido teorema de que la
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media aritmética entre dos nimeros es ignal o mayor que la media
geométrica, valiendo tnicamente la igualdad cuando los dos ni-
meros son iguales. Escribiendo esta desigualdad para todas las com-
binaciones entre z, ¥, 2z se tiene

ver s 2L, yyr s L

de donde, sumando
Ney +Vyz+Nzz <z +y+ea

Multiplicando ambos miembros de esta desigualdad por 2 y afia-
diendo la suma z + vy + z queda

Wz+Vy +Vz)2<3@+y+2, | Bt

de donde, extrayendo la raiz cuadrada, resulta [1].

Puesto que en 2] los signos de igualdad valen dnicamente cnando
z, y, 2 son iguales, de la demostracién anterior se deduce que tam-
bién en 1] ¢l signo = valdrd dnicamente para el caso de ser =y =2,
como habiamos dicho.

Pasemos ahora al problema de hallar ¢l méximo de la suma de
las alturas dado el perimetro de un tridngulo.

Es bien conocida la férmula siguiente para el 4rea S de un tri4n-
gulo

S=Vpl—a)(p—1>5) (p—o) [4]

y como ademds
28 = ah, = bhy = ch,,
resulta

o= VP — D G—B (0 —a) . 151
Pero

4(p—b (p—c)=2p—2b 2p—20¢) =
=@—Gb—c)(a+b—¢c) =a>— (b—c)? < a

i

y por tanto, de (5] se deduce

ho<Vp(p—a) . 6)
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I 5 °

b+ hy+bh, sNp Wp—a +Vp—0b +Vp—c) [7]

59 segin la desigualdad 1]
& lll"‘

he+hy+hsVp\V3Bp—a—b—c) =43 p [8]

El signo = valdrd dnicamente, segin se dijo para (1], cuando
!f “p—a =p—>b =p-—c¢, o sea, cuando el tridngulo sea equildtero.

.~ En resumen, como las alturas son siempre niimeros positivos, se
* puede escribir '

.

0sh,+hy+h <43 p. [9]

;“-x,f&- La igualdad h, + hy + h, =0 vale para cualquier tridngulo
I reducido a un segmento y un punto interior como tercer vértice.
& La igualdad A, + b, + b, = V3 p vale Gnicamente para el trifn-
wi’ gulo equildtero. De otra manera: entre fodos los {ridngules de pert-
% metro dado, el equildlero es el que tiene mdxima suma de alturas.

% 2. DESIGUALDADES ENTRE EL PERfMETRO Y LA SUMA DE LAS BI-
" sEcTRICES. — El valor de la bisectriz 8, en funcién de los lados es

2 -
Ba = -V pbe (p— a) (10]
b+4c

y como ya recordamos que la media aritmética es siempre ignal o
) : b+ec R

mayor que la geométrica, o sea 2 = ~/ bc, resulta
BasVplp—a)

Se tiene pues
BatBe+8:=vp Wp—a +Vp—0+Vvp—c)

que es andloga a la [7]. Como antes, vale por tanto la desigualdad
Ba+ B+ B =V30P fu1]

;. donde la igualdad vale Unicamente para ¢ = b = ¢, o sea, para
., el tridngulo equildtero.

s Para obtenar una acotacién inferior de la suma de las bisectrices
. observemos que llamando ai, a: a los dos segmentos en que divide




al lado a y escribiendo que en todo tridngulo un lado es igual o
mayor que la diferencia entre los otros dos, se tiene: '

BAZ b—a ’ BAZC—‘G,), [12]
de donde, sumando,
28,2b+c—a.

Escribiendo las desigualdades andlogas para 85 ¥ B¢ y sumando,
se obtiene

2B4+Cg+l)za+btc=2p - [13]

Para que valga el signo igual es necesario que en [12] sea 8, =b—a,
y B4 = ¢— as, lo cual exige -que el tridngulo se reduzea al caso
limite de un tridngulo is6sceles cuyo dngulo desigual 4 se reduce
a cero. En este caso la longitud de la bisectriz del 4ngulo A es gual
a p y las otras dos son cero; por tanto sale efectivamente la igualdad
en [13].

Juntando [11] y [13] se obtiene

p <B,+0s+8c <V3 P, D4

que se puede enunciar: entre fodos los tridngulos de perimetro dado el
tridngulo equildiero es el que tiene mdzima suma de bisectrices inte-
riores y el caso limite de un tridngulo isdsceles cuyo dngulo desigual
se reduce a cero es el que liene minima dicha suma.

Ocurre preguntar qué ocurrird si en lugar de las bisectrices inte-
riores se consideran las exteriores. Desde luego, dado el perimetro,
la suma de las bisectrices exteriores no puede estar acotada supe-
riormente, pues basta tomar un tridngulo equildtero o tan sélo
is6sceles para obtener una suma infinita.

En cuanto al limite inferior, es facil ver que es cero. En efecto,
consideremos el tridngulo aplastado formado por 3 puntos en linea
recta; sea C el vértice interno al segmento A B. Las longitudes de
las bisectrices exteriores correspondientes a los vértices externos
A, B han tendido a cero, puesto que su direccién limite es perpen-
dicular a A B. En cuanto a la bizectriz exterior correspondiente al
vértice C, su pie €’ tiende al punto conjugado arménico de C res-
pecto al par 4, B; su longitud es, pues, CC’, la cual puede hacerse
tan pequefia como se quiera con hacer que C tienda a B.
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3. DESIGUALDADES ENTRE EL PERfMETRO Y LA SUMA DE LAS ME--
pi1ANAS. — Observemos que prolongando la mediana MA = m, de
un segmento M A’ = m, resulta un paralelogramo ABA'C (fig. 1),
Siendo 44’ =2m,, AC =b y CA' = ¢, se tendrd

2m® <b + c. [15]

Escribiendo las desigualdades
andlogas para m,, m, y sumando
se obtiene, después de dividir
por 2,

m, + my+ m,<2p. [16] Fig. 1.

Para que valga el signo igual es necesario, segin [15], que By C
estén sobre AM, es decir, que los 3 vértices estén en linea recta.
En este caso, si suponemos por ejemplo que C es interno al segmento
AB y seguimos llamando a, b, ¢ a los lados, es ¢ = a 4+ b, y supo-

a
niendo que b > a, las medianas valen m, = b + oM =a + 5

¢ b—a :
m, =b—~'§-= — Por tanto, m, +my +m, =2b+a =
= b + ¢y para que esta suma, sea igual a 2p es necesario que a = 0.
Es decir, 1a ignaldad en [16] vale tinicamente para el caso limite

de un tridngulo isésceles cuyo dngulo no igual tiende a cero.

Fig. 2.

Para ballar una acotacién inferior de la suma de las medianas,
recotdemos una counstruccién muy utilizada en la resoluci6n de pro-
blemas de geometria elemental. Si a partir del tridngulo 4BC
trazamos CA’ paralela a la mediana m, = BN y prolongamos la
mediana CP = m, un segmento PC’' = m, (fig. 2) tendremos el
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tridngulo CC’4’ que tiene la propiedad de tener por lados 2m,,

) 3 3 3
2my, 2m, y por medianas 5 ¢ —2—b, —a. Aplicando a este nuevo

trifngulo la desigualdad [16] se tiene
3
S @+b+e) =2(m, +m+ m), (17]

y por tanto, simplificando y juntando con [15],
3
5 P Smtmy+m, < 2p. [18]

. 3 ' .
La igualdad m, + my, + m, = 2P seglin lo dicho para la des-

igualdad [16], valdr4 dnicamente cuando el tridngulo CC'A’ se
reduzea al caso limite de un trifngulo isésceles cuyo 4ngulo des-
igual tiende a cero, lo cual significa que el tridngulo ABC se reduce
al caso limite de un tridngulo isésceles en que el 4ngulo desigual
tiende a 180°.

En resumen: enire todos los tridngulos de pertmelro dado la mdzima.
suma de medianas corresponde al caso limite de un tridngulo sésciles
cuyo dngulo desigual tiende a cero, y la minima suma de medianas al
caso limite. de un tridngulo isésceles cuyo dngulo desigual tiende a 180°.

II. — DESIGUALDADES ENTRE EL AREA Y LA SUMA DE LOS LADOS,
MEDIANAS O ALTURAS.

1. DESIGUALDAD ENTRE EL PERIMETRO Y EL AREA. — De la ex-
presién [4] y recordando que el producto de 3 factores de suma
constante es maximo cuando los 3 factores son iguales (*), se de-
duce la propiedad bien conocida de que para un perimetro dado el
4rea maxima corresponde al tridngulo equildtero.

Llamando 2p al perimetro y S al 4rea, para el tridngulo equi-

. Y 2
latero es S = if—(ﬂ ; por tanto, en general, serd

3
\/—3_ e+b+o)? =38 [19]
36
valiendo el signo = tinicamente para el tridngulo equildtero.

(1) Ver, por ejemplo, Mathematicae Notae, Aiio 1°, pig. 153
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2. DESIGUALDAD ENTRE LA SUMA DE LAS MEDIANAS Y EL AREA. —

% lados son 2m,, 2my, 2m,, tiene por 4rea 3 S, puesto que, en efecto,
A{;el tridngulo primitivo ABC es equivalente a cada uno de los trisn-
L gulos BCC', BC'A', y BCA’. Por tanto, dada la suma de las

i*" medianas del tridngulo ABC y por tanto el perimetro del sridngulo
" CC'4’, el frea de este Gltimo 3 S serd maxima cuando sea equild-
% tero, o sea, cuando m, = m, = m,. Luego el drea S serd también
" méxima para m, = my, = m,, o sea, cuando el tridngulo ABC
_sea equildtero. Es decir: dada lo suma de las medianas, el tridngulo
de mayor drea es el equildtero.

Pars el tridngulo equildtero se calcula ficilmente que es S = \/33 mg’.

Por tanio, en’ general seré

V5 mat m ot myr = 8, (20]

donde el signo = vale tGnicamente para el tridngulo equildte-
ro.

3. CAs0 DE DAR LA SUMA DE LAS ALTURAS. — Dado el perimetro
o bien dada la suma de las medianas hemos visto que el 4rea S que-
daba acotada; jocurrird lo mismo al dar la suma de las alturas?
Vamos a ver que no. Se verifica: para una suma de alturas dada,
el drea del tridngulo puede ser lan grande como se quiera.

En efecto, tomemos un tridngulo is6sceles cuyo dngulo desigual
valga = — 6, y los lados iguales sean a. La suma de las 3 alturas
vale

0
hy, + hy + b, =2asen0+asen—é-

y, segin esto, el 4rea S se puede escribir en la forma

1 .
S = —a?sen § = (ha+hb+hc) S(\:;ez .
2(2 sen 6 -+ sen -5)

2

Esta expresién, manteniendo fija la suma h, + h, + h, tiende a
infinito cuando 6 tiende a cero.




-

III. — OTRAS DESIGUALDADES.

1. DESIGUALDAD ENTRE LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LAS AL-
TURAS Y LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LOS LADOS. — Queremos
demostrar que en todo tridngulo se verifica

3 N
T @+ 8+ ) 2 h? 4 b+ R 121]

valiendo el signo = tnicamente para el tridngulo equildtero.
Sea AH la altura A, y pongamos a; = HB, a; = HC tomados
ambos segmentos en valor absoluto. Scrd

haa = b% —- g2 , h02 = ¢ — g2
de donde
2h2 =b%+ ¢ — (@ + a?). [22]

Si el punto H cae dentro del lado B C, tengamos en cuenta la
desigualdad

1 1
o + o 2 o> (@ + @) = 5@ (23]
que equivale a (a1—a2)? = 0 y en la cual, por tanto, solamente

vale el signo igual para el caso de ser a; = a..
Si H cae fuera del lado B C, con mayor razon

1 1
a? + a? > ?(al —a)? = ?az. : [24]

En ambos casos, de [22] se deduce

1
2h,% < b2+cz—-2—a2.

Escribiendo las desigualdades anilogas para h,, h, y sumando
se obtiene la desigualdad [21] que querfamos demostrar. Segin lo
dicho, el signo = valdr4 tnicamente cuando los pies de las alturas
dividan a los 3 lados en partes iguales, lo cual exige que el tridngulo
sea equildtero.
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a2+ b+ c2=443 S [25)
m +mg+m2z3y3 S, (26}

; para las cuales el signo = vale tdicamente para el tridngulo equi-

La primera es una desigualdad muy conocida llamada de Werr-
&/ gENBOCK (1). Ambas desigualdades se deducen inmediatamente de

E+n+18)?<s3(E+7+18) [27]

D valiendo el sigho = tnicamente cuando § =% = §.
Aplicando [27] a [19] resulta [25] y aplicAndola a [20] resulta [26].

Luts A. SANTALG.

(1) Werrzensock: « Ueber eine Ungleichung in der Dreiecksgeometrie >, Ma-
thematische Zeitschrift, 5 (1919). Para una generalizacién de esta desigualdad ver:
D. PapoE: « An inequality for two triangles », Proc. Cambridge Philosophical
Soc., Vol. 38 (1942).




