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11 y la) I 
L|l||Wf>^-í*ï'j' '??'^^Ç'"Wl#· 4pf,W 4«^KregWPe$ ça,que î na curva 
WfEm^^^s'^v4^\^)^^i syj^ej^i^e ÇSÍW"?̂ » h^y sieCftpr^ í una de 
M m ^ j ^ ^ í iSWljf* m^WiqjieiVn^ ^pm^^^fpr^ Ç^ta región, junto XMn 
évf'^ 1' ̂ * curva que la limita, se dice que constituye una figura convexa. 

4 c ' '̂ ^ llama, círcuZo maxí'mo de dpóyo de ;u¿á^igúra convexa 

'̂ iM/^^y^jfculpiS m%ini,ós tangentes; ají :çpn̂ ^ ,círculos má-
m\j *W!íp8 de,apoyó,,PJ^TO Ifi;,de^:inición, de eçtosj,últimos, es más ge- ' 
'^ ¿ () tCOTaI,̂ ¿pu€8 f^5apM"4a^,,|]pór;,i(BJem^ IpS; círculos .máximos 

.t^ if 

I W»R?WoP0P,!.^9fiipW^to^ ?íf?g?ílp?ps;;íísl contp?çnó.,dp K sin atra-
í' V^ar ,f\,;l^jtf,igurk. ,,Í?,9Í;¡ijtodjó; punto, jdel,;• contorno, de: ÍÍL¡, pasa,, 

iJ.„I ,vl _-i;lJ_' '..L :S':¿í-:'l.i..:-Ll.j- - ' l i l i ' '.,,' PrniP m^os.'J^ %P)íWr;(^??íim9,,de;,appyp5 

f '̂ í FENCPEL, Theorí'é''áer icbnSieitéii! ¿'fcrpeT'j'Èrgéb'nisle'^déi· Máttemátik'und ihrer 
Grenzpebiete, Berlín. 1934. A, este lihrn nnq roforíromns: Í̂ TI ln qnfoaívn COTÍ «oío 
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Longitud o perímetro L de una figura convexa es la 
longitud de la curva que constituye su contorno. Suponlesndo 
la esfera de radio unidad, la longitud de cualquier figura con^ 
vexa sobre la misma es siempre igual o menor que un círculo 
máximo, o sea, L ^ 2 n . 

Área R de una figura convexa es el área de la región li
mitada por una curva convexa. Se entiende siempre la región 
que es menoi: que una semiesfera y por tanto F ^ 2 : i . 

Diámetro D es la distancia máxima entre dos pmitos de 
la figura convexa, medida por la longitud del arco de círculo 
máximo que los une. Esta distancia es siempre igual o menor 
que medio círculo máximo, o sea, D ^ n . 

Espesor E, es el elemento «dual» del diámetro. Considere
mos el ángulo que forman dos círculos máximos que no cortan 
a la figura convexa y que forman tm huso que contiene a la; 
misma. El mínimo de todos estos ángulos, o sea, el ángulo co
rrespondiente al huso esférico de abertura mínima que con
tiene a la figura convexa, se Uama espesor de la misma. Es E <n. 

También utilizaremos en lo sucesivo el radio p del círcuío 
inscrito, entendiendo por tal el círculo de mayor radio contenido 
totalmente en el interior de la figura convexa, y el radio R del 
círculo circunscrito o círculo de menor radio que puede con
tener a la misma. Ambos radios p, R se entienden radios esfé
ricos, es decir, medidos como arcos de círculo máximo. Por 

tanto P^Y' ^ = Y' 

Nuestro objeto va a consistir en estudiar ciertas relaciones 
entre los elementos anteriores de las figuras convexas esféricas. 
Todas ellas son generalización de relaciones conocidas entre los 
elementos análogos de las figuras convexas planas. Lo interesante 
en estudiarlas sobre la esfera es que ellas aparecen a pares, es 
decir, como veremos, a cada relación o propiedad corresponde 
una relación o propiedad «dual», de manera que con vma sola 
demostración se obtienen dos proposiciones que en el plano 
aparecen a veces como diferentes y precisan ima demostracióri 
para cada una. ; 

Recordemos desde ahora que la longitud LQ y el área 
FQ de un círculo menor de radio esférico r valen 
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>ns8o8obpe, ^dvi^idád» .en.itaíesferáis Recordemos 
lí̂ i'j<{ue. j3Q entiende por,sí«dualid«ld»,! sobre la esfera. 
•«BÍQ3 1«lítransforviacióa que a cada:círculo máxi-

^W'5'í''5í?'y'/íi^'IIIIP^^^^ sea, uno-,de los extremos 
M K ^ Í S Í I I W I M I Í Í ^ ^ miamo.-En- esta , transíormacióu 

gu-ar nacía un lado y 
> i máximo cuyo polo es P sólo puede cortar al contotno 
en dos puntos, y como P es cualquier punto, resulta que 
convexa. 

ií;.'. Las relaciones entre los elementos de la figura convexa K 
r. de su dual /f' son fáciles de establecer. 

I diámetro D de K, es decir, al mayor «arco» contenido 
;, . . 'en if, corresponderá el menor «ángulo» que contiene a K', o 

í/i? ;;;.!Í8ea, el espesor de K'. Como ambos son suplementarios, resulta 
,,., j : •yE''^r(~ D. • 
;•(,'•,v.M/.rf ^ . , _• 

,,;-(;•../'''',''ó'-Al diámetro 2p del círculo inscrito a K, que es el mayor 
•'V.' cpnténido en K, corresponderá el diámetro 2/?' del círculo cir-

í';''íS^íèMtóito'a K', que es el menor que contienie a K'. Ambos.sou 
'.•fiuj^ibtíiéntarios, por tanto 2|p=7i —2fi'. 

' ,/,-, Para ver las relaciones entre las áreas y longitudes de dp?. 
\íi^títaiw>\MrvfBxaa duales K y K', consideremos el caso de ser K 
Ucf'pblí^oho esférico convexo de n lados. Sean a,- ( í= : l , 2 , 3 , . . . , 
n) sus' Iddos y A¡ (t = l , 2 , 3 , . . . ,n) sus ángulos. Suponiendo 
la esfera de radio unidad, la longitud L y el área F. valen 

n 

1 
F=2Ai-{n-2)Tí. 

1 

Por dualidad» a cada lado de K corresponde un vértice 
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/f' esiiguái al suplemeato delíákgtilo què iform:añ">!lo3 lados co-
rre8pondient€8^''de^ÍÚAiPót'taíiito 'Kf''• Sórá' otroipolígónb voonveKb 
del misino -'número n dei.' lados; lòüybs tladós^ valenva'i =fgiú-i- A¡ y 
losHáhgulós' á'i=iíni—a|i- Por''tantosla')lÍoftgitadpL'joyJ eli área 
F' dé'ír'''valein/-i·espec'tivamenté,'•'- .'ilu-'/í.ifviq'dvq cií-jüíñih !,.'!;> 

1̂ l í ' i >. ^-iMi.-.(:i . - . u - j i / 

L'=i:{n-A^^2n-F, . " 'F '^LSY^-a.) - ( n - ' 2 J í i - 2 Í - ' ¿ ' . 

(Nótese que las dos fórmulas son substancialmènte equi
valentes, puesto queí>la 'figiírandual de \K' es nuevamente• K). 

Estas fórmulas, como no ' dependen del 'número de lados, 
subsisten parà todos los polígonos de una sucesión que tienda a 
una figura convexa cualquiera K y por tanto vaten también, 
en el límite, para ésta. Luego, entre las longitudes y las áreas 
de dos figuras convexas esféricas duales valen las relaciones si
métricas 

L'^2n-F, F' = 2n-L. • 

§ 1. PiGÜBAS CONVEXAS DE ANCHURA CONSTANTE. SOBÈB 
LA ESFERA. 

Antes de seguir adelante conviene recordar la definición y 
primeras propiedades de una clase muy importante de figuras 
convexas esféricas llamadas de anchura constante. 

Recordemos primero brevemente la definición y propiedades 
inmediatas de las figuras convexas de anchura constante en el 
plano, llamadas también orbiformes (2). 

Sea K una figura convexa plana. Se llama recta de apoyo 
de la misma a toda recta que tiene algún punto común con. el 
contorno y no atraviesa a la figura, es decir, la deja toda de 
un mismo lado. En los puntos del contorno de K en que existo 
tangente, ésta es la recta de apoyo. 

Se llama anchura de K según una determinada dirección 
a la distancia entre las dos rectas de apoyo paralelas a esta 

(•) Bibliografía sobre estas curvas se piíede ver, cor ejemplo, en BONNK-
SEN-FENCHEL, loe. cit., pág. 130. 
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l®/^-!! dirección. I Guanero la anchura ;¡¿s !;la<! misma ; según todas las 
íW«§j%' * «lirecciónes, fseidlce que', /iuó«a;\de 'iànchurà constante, o también 

a w 
i't 

queíes'i imr.orbiïprme'iViiy') ¿ñ-in^l ;-i-l .:•) .-.viiii;) -i'. "i 
1"̂  'Eliíejemplóiimásis^plé, '! después/ del .círculo, ••de •;figura 

f ' convexa plana de anchura constante es el. llamado triángulo de 
^eul!S&:^x^[^ 3.(9j;forpia//tomandp;Jos.¡¡vértices de un, triángulo 
equilátero/pomqçentrosi,¡y trazanjlq ,çppi,>ra(üo,igual a los la^ps, 
arcos de . .circunferencia que unan, los dos vértices opuestos. 
(Fig 1). El triángulo curvilíneo resultante tiene anchura igual 
al lado del trianguló de partida'según cualquier dirección. Si en 
lugar del triángulo equilátero se parte de otro polígono regular 
cualquiera de un número impar de lados y con centro en los 
vértices se trazan también arcos de circunferencia que unan los 
dos vértices opuestos, se tienen otras figuras también de anchura 
constante que se suelen llamar polígonos de R e u l e a u x ( s ) . 
La condición de que el polígono de partida sea regular no es 
necesaria (Fig. 2). 

Fig. 1 

La propiedad fundamental de las figuras planas convexas 
de anchura constante a es que la longitud de su contorno vale 

L=:na (2) 

es decir, es la misma para todas las figuras de la misma anchura. 

(•) Las figuras planas de anchura constante fueron ya estudiadas por Eu-
LEK (De curvis triangularibus, Acta Acad. Se. Petropolitanae, 1778) quien les 
di6 el nombre de orbifornes. EULEE considera ya el triángulo de la fig. 1 que 
luego se ha llamado triángulo de EEÜLEAUX. Este último es quien por primera 
vez extiende la idea a los polígonos (F . EEULBAUX, Lehrbúoh der Kinematik, 
Braunschweig 1875). 
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Obsérvese que. en.'> toda figura':.convexa .iplaná) la ¡mínima 
anchura es lo <que> se llama el espesor «.y.:Ia máxima, anchura es 
el diámetro. Por tadto en las figuras convexas planas de anchura 
constante el espesor es igual al diámetro, lo cuál,es .caracterís
tico de estas figuras. , 

Veamos ahora el equivalente sobre la esfera de las figuras 
planas de anchura constante. Sea K una figura convexa de la 
superficie esférica. Sea C un círculo máximo de .apoyo de ÍL 

y A el punto de apoyo del mismo (Fig. 3). Tomando A 0 = - y 

Fig. 3 

y trazando por O el restante círculo máximo de apoyo OA', 
el ángulo a = AOA' se llama la anchura de K correspondiente 
al círculo máximo de apoyo C. Naturalmente que el ángulo a 
está también medido por el arco AA' perpendicular a la vez 
a OA y a OA'. 

Cuando la anchiu-a es la misma para todo C, se dice que. 
K es de anchiu-a constante. Evidentemente los círculos menores 
son figuras convexas de constante auchura. 

Otra figura esférica convexa de constante anchura es la 
análoga al triángulo de R e u l e a u x del plano, que llama
remos triángulo de R e u l e a u x esférico (Fig. 4). Se cons
truye, como en el plano, a partir de xm triángulo esférico equi
látero y uniendo cada dos vértices por arcos de círculos meno
res !con centro en el tercer vértice. Estos triángulos de R e u 
l e a u x exigen que el lado a del triángulo equilátero de partida 
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,; J \ , 

*''-^miik % \ Si c^>^ lò8 arcos de. efrcute"iBenor que'unéa''e»dá dos 

W^'í^l jwtíées séto interÍOTès al triángulo equilátero y fà'figura'deja' 
'l1fmf**'^l\^^ ser convexa. Por tanto: existen únicamente triángulos de 
| j | f>Mr| .P.euleaux esféricos del tipo mencionado, análogos a los del 

4 i i f r ' ^1 1 • • t, ^ •'• 
% W fi '^^° °®' plano, para anchuras menores que — • 

> \^\ 1 í" Qtras figuras de anchura constante a<-¡r- se obtienen, aná-

'' "i ^ lobamente como para el plano, partiendo de un polígono esférico¡ 
^ regular de un número impar de lados y uniendo cada dos vér-

^ ,^ tices consecutivos por arcos de círculos menores con centro en 
'^ el ivértioe opuesto. Aún sin ser el polígono regular, mientras las 

diagonales convenientes tengan igual longitud (Fig. 2), se ob
tienen también polígonos curvilíneos de anchura constante. Los 
ñamaremos, como en el 
B 

plano, polígonos de R e u l e a u x , 

jf ) Sobre la esfera, el contorno de las figuras de la misma 
ĵ„A ^'^ anchura constante no tiene para todas ellas la misma longitud, 

4 (fet como ocurría para el plano. Basta observar, por ejemplo, que 
<i A VI las longitudes del círculo menor de anchura a y del triángulo 

<ĵe R e u l e a u x de la misma anchura valen, respectivamente, 

a 
LQ=2n sen — , L/j=3A sen a (3) 

siendo A el ángulo del triángulo equilátero esférico de lado a 
a A 

y cumpliéndose por tanto sena : l = s e n — : sen—, de donde 

e o s — = - 3 - (4) 
4 2 sen -g- • 

De (3) y (4) se deduce 

LR SA 

Lr 9Tt spn 
-T- (5) 
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. ;. Gomo ,eflj,tq^q triángulo,,esjféjicp^ ¿quiláterp es .A>^>^, el 

cociente anterior es niayor^que uno,y-.p.pr consiiguî ente, Z^p^L,c(*)v 

•y i.'i 

Fig. 4 Fig. 5 

El área F^ del triángulo esférico de R e u l e a u x se calcula 
inmediatamente como suma de 3 sectores circulares de abertura 
A (cada uno; por tanto, de área igual a A(l—cos'íx)), menos dos 
veces el área del triángiUo equilátero de ángulo A. Por tanto 

F/} = 2Tr--3/4 (1 + eos a). 

Comparando L^ con las longitudes de otros polígonos de 
R e u l e a u x de la misma anchura, se observa que L^ es tam
bién mayor que ellas. Aplicando entonces un teorema que 
B l a s c h k e ha demostrado para el plano, y que vale con la 
misma demostración también para la esfera, de que toda figura 

(*) Es de observar que supuesto definido, análogamente a como para el pla
no y la esfera, el triángulo de EETJLEAUX sobre las superficies de curvatura 
constante negativa igual a — 1 , su longitud LR y la longitud Le del círculo 
geodésico de la misma anchura valen 

LR ^3Á sh ( ¿ c = 2 i t s h -

Como sh—.=sli a sen— , de estas expresiones se deduce la misma igual

dad (5) del texto, pero sobre las superficies de curvatura constante negativa 

es A^~- y por tanto LR¿ Le . 

Se tiene por tanto: La longitud del. triángula, de EEULEAUX de anchura a 
es igtuil a la del círculo de la misma, anchura .soire el plano (geometria eucli-
dea), mayor que ésta sobre la esfera (geometria elíptica) y -menor soire la 
'nspitflnpzfpra fnpomeirín, Jïiverl)ólïca). 
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anchura constante i <* T>,"o" ^^ : puede aproximar ei^ 

O se quiera por polígonos -de R e u l e a u x ( ^ ) , sft 

í^,.lf'¡'.r^MWff^^ííy''Eútre''-las -figuras convexas esféricaà de'constante an-
'..,*;"?. ' -'.''''î Miw,- Tí -X . . . . . . . : , 
!' .fíi'¿ , 'I nvílAçinira o < -H" «Z triángulo de R e u l e a u ±'-tiene" longitud. TñifJ 

'Comparando las áreas en lugar de las longitudes, el mis-
)renia de B l a s c L k e . aplicado a la esfera nos dice: . 

IWll^w^M'p^ ^ b) Entre las figuras convexas esféricas de constante AR-, 
tós%r!áW«í^ :••'. ' .•' • ' • • ^ 
I',''í'M'iiiv'^ • :;ç3'iíl̂  « < -7¡- el triángulo de R e u l e a u x é s e Z que tiene mí-
t'r.)w»í:i;í'>V..'i._i..i -̂  . ' .., 

,,,vv .,.„,,, , . . , , , , ,*"»- anchuras a > — - existen también sobre, la esfera i'i-i 

l·^W0i''-\ r; f,'. •• ^ • • . • • • , 
sí-•'.'','̂ ;.M|.':' ' ^rá'á'convexas de anchura constante, pero ya no se pueden dar 
kt^ii'i^i-if'í'' '^^^^ los polígonos de R e u l e a u x . Hay que pro-

í'.duàlnïente. 

ABC un triángulo equilátero de lado a > ^ y por tantq 

U^''MÍnM'lW^ff.^i'^'^^^ •^> "o" (I^%- 5). La anchura de este triángulo corres-
f. V.'•..,)''í){í\|!.\IfM^.·l' ' ' í -T . - • ^ •'\ 

;. '','v.V'','•• poridiènté al lado BC, no es, como antes la altura AH (siendo* H 
II . Vii';V él] pie de la altura correspondiente ál vértice A), sino, el 

•IJÀWI', ,• ángulo B, es decir, a —B. Fijo BC, la envolvente de los circuí 
'V;/í' los'máximos que forman con este lado un ánsrulo a = B es un 

'A^'"j^l;y. • • . -
".!i^;i'/ círculo menor de centro Oí tal que O^H^^^.-^. Tomando de esté 

• •.;\·V·.:jV.;j··.;;',f.'"''^ • • • • . - • 1 • 1 2 

* círculo menor el arco MN que redondea el vértice A y trazando 
los arcos análogos para los otros vértices, se tiene una figura 
convexa, contenida en el triángulo equilátero de partida, y qué 
tiene' también la anchura constante a z= B. Esta figura es el 
triángulo dual de R e u l e a u x . 
(•;", En lugar de un triángulo' equilátero se puede partir de un 
polígono de un número impar de lados, cuyos lados opuestos 
se corten ..todos.bajo un misino ángulo a>-7y-. Redondeando 

(•') W. BLASCFHKE, Konvexe Bereiche gegébener Tconstanter Breite und Tdeins-
tcn Inhalts, Mathematischo Annalen, vol. 76, pp. 504-513, 1915. " • ; : 
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entonces interioroiente los yértices como en el caso del triángulo 
se üéneh^poiígonòs dMles.dé Keiile&ux, que son también 

figuras convexas de anchura constante a ^ ^ . 

EL ár.ea del triángulo dual de R e u l e a u x de anchura 

a > - ^ , se calcula sin dificultad y resulta que vale 

F ' / , = 2 i t - 3 ( j i - a ) s e n A (6) 

siendo a el lado y A el ángulo del triángulo equilátero de par
tida, que es también igual a la anchura a. 

Este valor F/j' se puede calcular directamente, o bien apli
cando la fórmula F'=2n — L que, según vimos en la Intro
ducción relaciona la longitud de una figiu:a convexa con el 
área de su chial. En este caso, L está dada por la segunda igual
dad (3); teniendo en cuenta que al pasar al triángulo dual el 
lado a se convierte en el suplemento del ángulo A y recíproca
mente, en la segtinda ecuación (3) deberemos sustituir a por 
Tt — A y A por 71 —a. Con estas sustituciones y ¡aplicaudo 
FJ{—2TÍ — LR se obtiene (6). 

Comparando con el área del círculo de igual anchura 

(F(;=2Tt(l — cos-^)), o con el área de otros polígonos duales 

de R e u l e a u x también de la misma anchura, se observa que 
el triángulo tiene mayor área que todos ellos. Por el mismo 
teorema de B l a s c h k e recordado antes, se tiene pues ahora 
la propiedad dual de la b ) : 

b') Entre las figuras convexas esféricas de anchura cons

tante a > —, el triángulo dual de R e u l e a u x es el que 
tiene menor área. 

En cuanto a la longitud del triángulo dual de R e u l e a u x , 
vale 

L ' f l = 3 ( : i - a ) ( l - c o s A ) (7) 

y la propiedad dual de la a) se enuncia: 

a') Entre las figuras esféricas convexas de anchura cons

tante »>—- , el triángulo dual de R e u l e a u x es la que lie-

ne máxima longitud. 



m\^ 

s: 
21 

n 

fm '^^0^^^^^^ ( 7 ) ^ e Lfí' se puede «alcular directaiàeate o bien, 
')|«kS^SÍ6<í>ttr<a\iéI ¡ájíea'Ffl'.-ipodemos 'k^licar la-Í6rmula·XA''·=2n— F^ 
>* AWjjWlé̂ fda la longitud de una figura convexa en funci6n clel área 

síiídual. Como hemos visto que Ffl=2ii —3A( l+coso ) , ha-
ído la substitución de A por it—a y de a por n — A, se ob-

íi'Çi4jla^ fórmula <7). , 
en los çegundós miembros de (6) y (7) se quiere hacer 

rp)/̂ ^̂ .. r«»«ft»fYfíir unicameiite la anchura a, basta sustituir 4 = a y 
ftWlíií^deducu- a de la relación 

wlvf 
oos-

2 sen 

'Á 

iVJ« 

§ 2 EELACIONES INMEDIATAS ENTRE P̂  R, L, F, D, E. 

Observemos sin necesidad de demostración, las proposicio-
f i í ^ ít fífiS) mmediatas siguientes entre los diversos elementos de las fi-

^;Uras esféricas convexas. 
•^(1 1) Dado el radio p del círculo inscrito, L· figura con-

¡"ir R/ ^ 

m p M W f wxa de máxima longitud es el huso esférico de abertura 2p. La 
' v ü t ó v j {.dedongitud mínima es el círculo de radio p. 
^W i' ^ Por tanto, según (1) para toda figura convexa esférica vale 

S i ' 27rsenp.<L<27i. (8) 

O W "ji' ' ' ' ( 1 2 ) Dado p, el máximo de F corresponde al huso esfé-
S^í Hfco -de abertura 2p y el mínimo de F al círculo de radio p. 

^ ' > Í ^ S < i a è c i r . . - • - • . . ... .., 
')\ aiÁí 

27 t ( l - cosp)gF<4p . (9) 

. (1.3) Dado p, el máximo del diámetro D corresponde al 
hiiso esférico de abertura 2p y el mínimo al círculo de radio p. 
Por tanto, para cualquier figura esférica convexa vale 

2p^D^n. (10) 

.'ii: .Como relaciones duales de las anteriores tienen lugar: 
(1.4) Dado el radio /?<7i del círculo circunscrito, la má-
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3eirri4 (flrea, ,çQjr^p<mdçiJial\,.çir,^!ulfí,[dÇ;: r^ io . í / i ; ; j 1/q.^jpilriijnm a 
^i\ aFf^Qr..d^Jl,ortgitu(ii2Ii çpnsi4eind0/,cofno^^ una,ifigjfra),ç^nvifíM 
api(jstqíía.:,PoJC-itanto ,•,.,;;:;,,:, ,-v;':ÍA /i.:,-; oi) T'í.ii-^i'v J;; .;II -Mm 

^(1.5.) Dado Jt, el máximo de ia. longitud L corresponde'al 
círcíiló: de radià R y el riiínimò. àl segmento dç longitud 2/ï 
considéfado como una figura convexa aplçiUfda de longitud 4ñ . 
Por tanto .,!-•.'.•. 

4fi.¿L^2iiseni?. (12) 

(1. 6) Dado R, el máximo espesor E corresponde al circu
lo de radio R y el mínimo al segmento de longitud 2R consi
derado como una figura convexa aplastada. Es decir 

0^E$2li. (13) 

Después de estas relaciones triviales quedan por estudiar 
otras más complicadas que exigen un estudio más detenido. De 
algunas de ellas nos vamos a ocupar en los números sucesivos. 

§ 3. RELACIÓN ENTRE EL RADIO DEL CÍRCULO INSCRIPTO p 

T EL ESPESOR E. 

Dado p, el valor mínimo del espesor E es evidentemente 
2p, valor que es alcanzado por ejemplo por el círculo de radio 
p y además por cualquier otra figura convexa comprendida 
entre el circulo de radio p y un huso circunscrito al mismo d^ 
abertura 2p. Por consiguiente 

2p^E. (14) 

Queda ahora el problema, más complicado, siguiente: dado 
p hallar el máximo de E. Es decir, entre todas las figuras 
convexas esféricas que tienen un mismo radio p del circulo 
inscrito, hallar las que tienen un máximo espesor. 

Empezaremos por demostrar dos lemas: 
LEMA I : Para un triángulo esférico, el espesor es igual, 

o bien a la altura mínima, o bien al ángulo mínimo. 
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íj^|Mf«i«jíl)hablar de tnangtilos ésférieDS''6iíiténcÍemòs aiéimpró'ti·iaiíi 
IciSJitónWòs,' è's'detí^,'i'co¿'>Í^o§''%(Í6s'yiían^àlòs>'ifaetibres>'ò 

(4$té^'^Iiiino Basta considerar iin triángulo formado'pòr 
> '̂l|Íí(p[ál'|''<íülil'se ha separaflo un pedazo eii un extremo: là %ltúrd 

,X«f*^í «íltítíírtiia puede éer tan pequeña como se quiera, pero el és]pésOr 
fl*í,«íJij^¡eÉfii^¿l a la abertura del huso primitivo. 
'̂ 'I S w f ̂  ^*^ '̂*'''''''̂ ^^^*'™'''̂ '̂ '̂  Notemos que dado un huso de abertura '^ 

m / F l m M ( ^ 8 6)' ^̂  ^^ ^^'^ girar imo de los lados alrededor de ' sü 
MI \\mA\ \\ \T puutò Hiedio un émgulo suficientemente pequeño, tanto si se gira 

P l ' K »í'^ en un sentido como en otro, la abertura E aumenta si E <-^ 

témñ 

per-

hèce invariable si E- — y disminuye si E> —.. 

Fig 6 Fig. 7 

* 

En cambio si el giro se hace alrededor de un punto A 
/< que no sea el punto medio del lado (Fig. 7), la abertura. E au-

&eÀt^ o dismmuye según se gire en un sentido o en otro. 
' Sentado esto, sea un triángulo T^ABC. Sea H un huso 
de abertura mínima, igual al espesor E, que lo contiene. Sobre 
cada lado de H debe haber por lo menos un vértice. Si sobre 
un lado de H hay sólo un vértice A, debe estar en el punto 
medio, pues si no, girando el lado alrededor de A como centro, 

: éeigún lo dicho, habría un sentido según el cual\B disminuiría. 
Lo mismo sobre el otro lado: si solamente contiene un vértice 

•(i.fi¡ del triángulo, éste debe estar en el punto misdio del lado del 
ijhüso. Èn este caso E sería igual al lado AB, lo cual no es po

sible, pues cualquier altura del triángulo, desde A o desde B, 



-^24 -^ 

es menori quB 4^/->Ppr; tanto, si .d vértice. A) i^á>aólp<Sobre un 
l^dofde^,;1iusoj!|^i,,sobre «1 p;tro,|ado,odebB ^ ta r , toí^iiei..<Md9r,BCI 
del triángulo y 1E será igual a la altura correspoodiietate «idste 
Iado..,,,¿ ;;r;i;. • :' .;••-' •. ,• • ¡r •" - • -. ;.; •< •> • .: • :i ' 

•31 ningún lado del huso contiene W único y<értice, quiere de^ 
cir que dos lados del trián^'ulo ooinciiden oon los lados del huso y, 
por tanto, que el espesor E es igual a un ángulo del tiiánigiulo. 
Naturalmente que en tal caso el ángulo del triángulo <(ué es 
igual a E debe ser el menor, pues cualquier otro ángulo tam-; 
bien es vértice de un huso qoe contiene al triángulo. Queda con 
esto demostrado d. lema I. 

Apliquemos este lema a estudiar el espesor de los triángulos 
equiláteros. Para formar un triángulo equilátero basta suponer 
sobre la esfera un círculo menor y trazar los tres circuios máxi^ 
mos tangentes en puntos distantes 120°. Llamando A al ángulo 
y /i a la altura, se verifica 

eos A 
cosn= 

sen (A:2) 

De aquí deducimos que cos/i y eos A tienen el mismo signo 
y por jtanto h y A son al mismo tiempo ambos > o ambos < 

que —-. Para A < - ¡ ^ , es eos / i> eos A y por tanto h<A. 

Para A > - 5 - es |cos/i| > |cosA| y por tanto h>A. Por consi-

guiante: Vara los triángulos equiláteros, si A<.-^, el espesor es 

igual a la altura; si A>~^ , el espesor es igual al ángulo A. 

Si se quiere expresar el espesor E del triángulo equilátero 
en función del radio p del círculo inscrito, según lo anterior, será 

n senp V2 /-.-^ 
£, = p -j- are sen -—=== para p ^ are tg I— (ib) )/T~ï cos^p 2 

E = 2arecos ( L cosp ) para p ^ a r c t g - L , (16) 

siendo aretgi— el radio del círculo inscrito en el triángulo; 

trirrectán^ulo. 

tí 
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'»<'%m,¡j¿Si^ií£MAi H. £i cárcuio inscrito c de una figura convexa K, 
'W\M^lltea)''^tíeite itos'.fmntos diame^vimente opaBstos'óémvmes'tion·eï 

> 1 m(%elBMti?rinií:ide &i otíen itienè^por lo meaos'Z foin^ comunes 
*• 1̂ ^^•pélíleií' Aismo emUxmo, los cuales no son iodos pantos ¡íMerío-
í ^<Áf\^\^^éma]'m.iíariasemicircunfe^^ < • • ' .--M-O • ••.••• ••-; 
>!')#' ^M^^f^JJeaioSímmki. £ n «fecto, de no cumplirse'IB}''lema, iiabría 
ÍM?*f¡;|lÍtóta daa fisemicircmifiereada de c de puntos interiores a K, o 
\ j m é | ' s(&, ta (àerta distancia &iita del contorno de K. Se podria tra-
li Iw KjtvW·'f tina semicircunferencia concéntrica y exterior a ella a dis-
* 'Wltn'·S s taicMi jaificientemente pequeña para que tampoco tuviera puntos 
'A§fftÚ ^fclbanaftes\ a K. Entonces existiría DHI círctdo totalmente contenido 
'\'ü\ ¡ l i o faî  <el interior del recinto formado por c más la franja coníe-
'i i^h¡M-Míañ& entro las dos semicircunferencias concéntricas y «1 diámetro 
TW í̂  liMMim y de radio mayor que c. Este círculo estaría también 

'{ \ síc6ft*'™i<io en K, lo cual no es posible por haber supuesto que c 
l''y^\< ein el cároulo inscrito, o sea, el de mayor radio contenido en K. 

¡i Sentados estos dos lemas, vamos a resolver el problema de 

{ 

) >f JuU Vamos a (demostrar: 

mi \ hallar una acotación superior para el espesor E de las figuras 
C í f /̂CQBTfixas esféricas en función del radio p de su círculo inscrito. 

4, 
r I sen p l/2 / ^ 
í( ! E^p-\- are sen — — para p ^ a r c t g i ^ (17) - - ' 3 o ¿ í 

¡ÉWfî tó Dado p , el máximo espesor E corresponde al triángulo 
Ufffwf&JUilatero circunscrito al círcuL· de radio p. Por tanto, según 
?\^\'^j\ * W(15), (16), para toda figura convexa esférica se verifica 

' n se 
v̂ 'i I ¿I ̂  p + are sen •— 
i^f^ )/l~^cos^P 

£• ^ 2 aro eos í J—eos p ) para p > are t g L . (18) 

El signo de igualdad en (17) vale únicamente para el 
triángulo equilátero; en (18) vale además para ciertas figuras 
de espesor constante que estudiaremos. 

Demostración. Sea una figura convexa /(T y sea c el círculo 
inscrito de la misma, de radio p. 
'Í:I ••' Puede ocurrir que c tenga únicamente dos puntos comunes 
• con el contorno da K; en este caso, según el lema II, estos 
puntos son diametralmente opuestos. El espesor de K valdrá 
2p y evidentemente se sahsfacen ('17') v fl8). 
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,';\ V :SiíiCi.itÍQnoiYtí̂ .\OiMná8 puiítos.\comunes coh ól* còhtiiírho de 
K, segúanel·ixÚ9iB0/4eia]^a'Itf\8e\pueden:^egiï\itreside estos puntos 
queimoyjestéUMPjj. üriaiMnísma^ semicircútiferódcia dò C' Traoetnos 
loS-círcxilos-\:m,áxií>io8 tongentesva ,c en .estos" puntos.-.Reáultará 
un triángulo T circunscrito: àr/f yupor lo.tantO'elespesor. 'de/í 
es ,ménor«o ligua! qiue el-de Tu Tracemos también el tr iáhgulo 
equilátero r ¿ circunscrito a «. Vamos a demostrar que el espe-r 
sor dó T'è. es mayor que el de T. Sea E el espesor.de T y E¿ 
el;de Te, El espesor de Tg, según el lema I, o bien es una altura, 
o bien es un ángulo. En el caso en que Eg sea igiiál al valor 
de los 'ángulos-de,ï^e, observemos què en el triángulo T siempre 
habrá por lo menos 'un ángulo menor que Eg (en efecto, siem
pre habrá dos lados de T cuyos puntos de tangencia con c disten 
entre sí un arco de c mayor de 120°, y estos lados formarán 
im ángulo menor que los arcos tangentes a distancia de 120°) 
y por tanto T podrá colocarse completamente en el interior de 
im huso de abertiua Eg-, su espesor será, por tanto, menor 
que Eg. / 

Consideremos ahora el caso de ser Eg igual a las alturas 
de Tg. Sea Tg = ABC,T = A'B'C (Fig. 8). De los tres pun-

Fig. 8 

tos de contacto de los lados de T con c, habrá dos distantes en
tre sí im arco menor que 120°. Supongamos que los lados co
rrespondientes sean los concurrentes en A'. £1 ángulo A' será 
mayor que el A de Tg. Por un giro alrededor del centro de c, 
podemos colocar T de manera que su lado B'C esté sobre el 
lado BC de Tg. En esta posición por ser el ángulo A' mayor 

file:///comunes
espesor.de
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,OT{ftjeJ A, el.yéttic^ A' çae,a&fítT,q deia'borona çirçulaÇCíÇdmprient 
'̂ «laumlp·ol /C ,y «IncííitíUlip ciyfipn^çíitpvfp, J¿^.,pRr.ytajito/tA' .ic?io 
*támbién interiormente al ,hu?í),,dp jsbertura; ^g, «iijfp .açí^p qué 

ine lòs puntos medios de los lados es la altura dec?;g-, coryespon-
¡ente £\1 vértice A. Por consiguiente T queda interior ÍI este 

i¿'^y^por tanto el espesor'de T", y en coiisecuéncia^ér ^e K, 
,j.(|''|R|rjíÍHpenoii( que el E^ de T¿. ,. •. ,-.: . ., ._. • ;•;..•, ••':. . ÍÍ;-
ilf f̂  1" Queda así demostrada la primera parte del teorema. Falta 

ora establecer si el triángulo equilátero es la única figura pa-
HwUlíl' W '̂Haĵ  cual, dado p, el espesor alcanza su máximo valor. 

h ifvW f)' *^^* hemos observado qué trazando los círculos máximos 
isl %*¿rf/'̂ TÍfíisrerttes ál círculo inscrito c en tres puntos no interioi^s a 

i\ / 4 K ? , uña misma semicircunferencia del mismo, el triángulo circuns-
" i !l/^\^ iftkto que resulta contiene a K. Por tanto, como ya hemos visto 
^ s)AWî | Httíltünamente que entre los triángulos que tienen el mismo p, el 
hLíji*^ equilátero es el de máxima anchura, para que el espesor de K 

hÁ'*' ^ék Igual al del triángulo equilátero cuyo círculo inscrito tiene 
fV*T{íVi''ePmismo radio p, es necesario que la figura K pueda estar 
¡)))^# "totalmente contenida en Tg y tener igual espesor. 

n w ^^^^ Mientras el espesor de Tg es igual a la altura (desigualdad 
WpMpWílS)), esto no es posible. En efecto, toda figura /f convexa que 
¿|í >l»S^áíenga los vértices de Tg contiene todo el triángulo; por tanto 
'(\xK*^^^*he haber por lo menos un vértice de Tg exterior a K, y por 
^ ^o&siguiente el huso de abertura mínima Eg cuyo arco central 

i "'̂  * es la altura correspondiente a este vértice se podría cerrar más, 
í ¡/&\%) *s decir, el espesor de K resulta menor que el de T^. 

^W^iV' Cuando el espesor de Tg es igual a sus ángulos (desigual-
¡fW dad (16)), la cuestión cambia. Entonces hay otras figuras con

tenidas en Tg y que sin embargo tienen igual espesor. En efecto, 
sea el triangulo equilátero ABC (Fig. 5), con sus ángulos ma-

yores que -^ . Los círculos máximos, como AB, que forman 

•con CB un ángulo constante B envuelven un círculo menor 
tangente a los lados AB y AC en los puntos M y N respec
tivamente. De la misma manera se pueden redondear los demás 
viértices y resulta así la figura convexa MNPQRS, ya estudiada 

I í;:Í5'vé¿. § 1, y que allí llamamos triángulo dual de R e u l e a u x . 
'í/Ài|̂ ;:jEsta figura convexa tiene el mismo círculo inscrito c de radio p 

I?; que Tg — ABCy también el mismo espesor Eg. Naturalmente que 
no hay sólo esta figura de anchura constante que con el mismo p 
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tenga «1 mismo espe&x •E¿ qoe el triángulo 'equilátero: cualquier 
otra figura convexa ^contenida'>étitíe 'ilíiVP<^iíS y el' triángulo 
Te=ABC goBá de la'misriià propiedad. •'••'•' 

: P o r t a n t o : - ' • ' ' ' • '• ' • '•.•••'; -•'• 

• • ' • ••• ' ' V 2 • . • ' " • •' • ' • • • • •• 

Para p < a r c t g i — , el triángulo equilátero es la única fi-
gura a la cual, para un p dado, corresponde un máximo espesor. 

Para p>arc tg ï— hay toda una infinidad de figuras con 

L· propiedad de tener eZ misnw p y el mismo espesor E^ que el 
triángulo equilátero. Estas figuras .están comprendidas entre el 
triángulo equilátero y el triángulo dual de Re u l e a u x que 
de él. se deduce. ¿ 

Paso al caso del plano. Hemos desarrollado lo anterior su
poniendo figuras sobre la esfera de radio unidad. Si se trata de 
una esfera de radio a, las conclusiones subsisten, puesto que se 
puede considerar esta esfera como la transformada por homo-
tecia de una esfera d^ radio unidad concéntrica a ella. 

El caso del plano se puede obtener como caso límite de 
una esfera cuyo radio tiende a infinito. En este caso, para ob
tener figuras de área finita, debemos considerar figuras que 
vistas desde el centro de la esfera tengan magnitudes que tien
dan a cero al crecer el radio de la esfera, es decir, debemos 
considerar únicamente el caso en que p tiende a cero, o sea, 
aplicar (17). 

La desigualdad (17), para una esfera de radio a, se es
cribe 

"p r, sen - -
E p a 
— < -!^ + are sen , 

l/l-Acos^-L 
Multiplicando ambos miembros por a y haciendo a —»• <», 

resulta 
E^3p. 

Esta es la, desigualdad entee el espesor y el radio del círculo 
inscrito para las figmas convexas planas. La igualdad vale única
mente, como en (17), para el triángulo equilátero (^). 

(°) Ver BONNESEN-FENCHEL, loe. cit., pág. 79. 
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)"{, 'i^Wffl^ Sea, soDre la esfera de radio unidad, unà .figura convexa 
h "Wm^^^^^^^ K;sea E sú espesor'y js el radio dò su' circulo iuscritjp. 

Ï
^ I îV*) v^/lia "gu ia ^ piiède estar contenida' en un huso esférico de aber-

''^éL·rvmcA W Y por tanto habrá el huso suplementario de abertura 
•íMws' Í T ^ ^^ °*̂  contiene ningún punto de K ni de la figura simé

trica de K respecto del centro de la esfera. En este huso se 

ftotie^e mscribir un círculo de radio p^=:-—(^n — E). 

Afi\s)Miu, Según el teorema del apartado anterior, enunciado en sentido m4.̂ .v 
w|/i OTi 30Vetso, dado E, el mínimo de p corresponde al valor que con-
Hjmm. ^vierte en igualdad alguna de las expresiones (17) o (18). Este 

, iiH v̂̂ ii |fí,*VaIor mínimo- de p aumenta con E, al mismo tiempo que p^ 
)'' \̂ J I* j i sminuye Un valor máximo para el que se pueda estar seguro de 

jí*" -que, cualquiera que sea K, siempre estará comprendido entre 
í̂HV̂'· r' los valores p y Pi correspondientes, se obtendrá resolviendo la 

u *|,i''6Cuación p = Pi. Observemos que siendo E = n — 2pi si E < -¡y •é 

, ( 'Híjvy por tanto aplicaremos (18). Resulta así, tomando el valor 
< Tn^ximo de E dado por (18), sustituyendo £' = 7i —2pi y ha-

^ > i «lendo p, = p. 

71 — 2p = 2 are eos U—- eos p j • 

) T ' Dividiendo por 2 y tomando el coseno de ambos miembros 

xesulta sen p = L— eos p, de donde 

p = a r c t g l | . (19) 

Se tiene así, indirectamente, demostrado un teorema do 
;,;;., ; ^ , . . M . R o b i n s o n C ) : 
Yfí̂ 'x;,.,,. .Siendo K una figura convexa esférica cualquiera, siempre 

'>\i'\ (')• B. M. EoBiNSON, Note on eonvex regions on the sphere, Bnlletin of the 
American Mathematical Society, Vol. 44, pp. 115-116, 1938. 
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existe una circjmferencita de_ rpuíio esférico,A^ == í rc tg ^ ( 4 0 ° 53 '<p< 

40° 54') la cual se puede cohcar enteramente en él interior de 
j . . / - . • • / A - . a . i . ' i . i ' ^ '"'I'''T) , ' ' ' ' • • ' • >J . ' ' • • • l ' · ••• i'M'i-: .••:''. 

K q bien exteriormefite a K de manera que no t^ngq punto-çf^-
mún hi con K ni con la figura sirnétrica de K respecto el centro 
de la esfera. El valor de p que cumple esta propiedad no puede 
aumentarse. 

§ 5. RELACIÓN ENTRE EL EADIO DEL CÍRCULO CIRCUNSCRITO B . 

Y EL DIÁMETRO D . 

Se trata de la cuestión dual de la tratada eii § 3. En efec-t 
to, recordando la definición de «dua:lidad» dada en la introduc
ción, al círculo inscrito de K corresponde el circulo circunscrito-
de K' y la relación, entre los radios es, 

AI espesor E de K corresponde el diámetro D' de K' y la-
relación entré ambos es ' ' ' 

E::::^Tl-D'. 

Según esto, y escribiendo i?, D en lugar de R', D' las rela
ciones (17) y (1§) se escriben 

' i ,• 

^ 7t „ ' . e o s / ? 71 „ 71 -lío, 

D> f- ñ — are sen para — > fí > are tg J—-

- 2 \rr^ 2R 2 - - 2 - , -. ° 2 

. D .>7 t -2a rccos ( J ^ s e n i ? ) para i ? < y - a r c l g í ^ . (21) 

De aquí, enunciando por dualidad el teorema de § 3, se tiene: 
Dado el radio R del círculo circunscrito a una figura con

vexa K situada sobre la, superficie de la esfera de radio unidad,, 
él valor mínimo del diámetro D es el correspondiente al trián
gulo equilátero inscrito en el círculo de radio R. De aquí se 
•deducen las .desigualdades (20) y (21). El signo de igualdad 
vale en (20) únicarnénte para él triángulo equilátero. En carri-
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Mi 
% /'^ bio, en (21) el signo de igualdad vale también para cualquier 
%\̂ ^>o&ia figurç. de diáTTietro D. que pueda contener, den.sií-interior al 
iñ,^''l triángulo equilátero de lado D. 

jto ffgura qué cumple las últimas condiciones y para la cual vale, 
M í pSí-itanto, e í signo de igukldad en'(21). Ademási-cualquier otra 

figipa comprendida entre el triángulo equilátero ABC y el trián-
gijjp de R e u l e a u ' x de él derivado, tiene los mismos R y 
D que el triángulo equilátero y verifica, por tanto, la igualdad 
ÇI, (21). 
,,l Paso al caso del plano. Análogamente a como se procedió 

i e;ç[ § 8, para pasar al plano como caso línaite de ima esfera cuyo 
r^^o tiende a infinito, debemos tomar el caso en que R tiende 
a cero, o sea, el caso de la, desigualdad (21). Escribiendo esta 
desigualdad para una esfera de radio a se tiene 

D • ,-JQ R 

o bien 

> 71 — 2 are eos ( í ^ sen— ) 
a— A 2 a / 

R\ n D 
arceos l^-^sen — I > 

a' - 2 2a 
(f̂  

y tomando el coseno de ambos miembros, con lo cual se invierte 
la desigualdad, queda ^ , 

-L- sen — < sen-—. 
(.,'<:) 2. a~ 2a 

Multiplicando por a y haciendo a—»-w resulta finalmente 

D^fSR 

que es la relación que liga el diámetro con el radio del círculo 
circunscrito de las figuras convexas planas.' La igualdad tiene 
lugar-no sólo para él' triángulo equilátero, si no también, coirio 
hemos • dicho hablando de la esfera, para todas las figuras convexas 
comprendidas entre el triángulo equilátero de lado D y el trián
gulo plano de ;̂ R.€i U)I e a u x i correspondiente (*);.. . ' i 

(') Ver BONNESEN-FENCHEL, loe. cit., pág. 78. 
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§ 6. TEOBEMA DViXi DEL' DE R. M. RoSINSOrT. 

Obsérvese qiíe dada una figura convexa K de diáinétro D, 

siempre hay un círculo de radio jR t= -^ ( "—D) «jue. tiene 

punto común al mismo tiempo con K y con su figura simé
trica respecto el centro de la esfera. Cuando D crece, el mí
nimo de R aumenta y en cambio i?ĵ  disminuye; cuando ambos 
valores de R y R^ coincidan tendremos el mínimo valor per
misible de R para asegurar que, cualquiera que sea K, im círculo 
de radio R siempre puede o bien comprender en su interior a K 
o bien tener punto común al mismo tiempo con K y su simé
trica respecto el centro de la esfera. 

Para que el mínimo de R, dado por la igualdad en (20) o 

2 
en (21), sea igual a R^ = -^(n — D) debemos tomar el caso en 

que R¿ —— aretg '— y por tanto siendo D = jt — 2R^, si 

R=Ri, de (21) se deduce la ecuación 

TI — 2fí = n — 2 are eos Í-Lsen/ï^ 

de donde i i ' • 

« = a r c t ^ ^ . (22) 

De aquí deducimos, por tanto, el siguiente teorema, dual 
del de R. M. R o b i n s o n de § 4: 

Siendo K una figura convexa esférica cualquiera, siempre 
2 

se puede colocar un círculo de radio esférico R = a r c tg -Tg-
yo 

(490 6 ' < i? < 49° 7') de numera que, o bien contenga en su 
interior a la figura K, o bien tenga pantos comunes al mismo 
tiempo con K y con la figura simétrica de K respecta el centro 
de la esfera. El valor de R que cumple esta propiedad no se 
puede disminuir. 
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§ 7;, RELACIÓN W^TSE EL pjJ/Mww.r LA LONGITUD. ,. 

En ei plaño, entre la longitud L de üna figurà convexa K 
$'"'y ei diámetro ZJ de la misma existe la siguiente acotación, fácil 

de establecer. 
ni 

fcfW * L<nD, • (23) 

w Y yahendo el signo igual para todas las figuras convexas planas 
i*" 'de anchura constante (9). 

Vamos a estudiar el problema análogo sobre la esfera, es 
decir, se trata de buscar las figuras esféricas convexas que para 

\'v'|y un diámetro dado tienen máxima lonqitud. 

**;**Kví Observemos el siguiente lema 

1-^ p LEMA. Si una figura esférica K tiene diámetro / ) < -
2 

iSfí̂ Kf ningún extremo de un diámetro de K puede ser punto interior 
de algun arco de círculo máximo que pertenezca al contomo. 

La demostración es inmediata. Si AB fuera un diámetro 
de K y B perteneciera a un arco de círculo máximo PQ del 

}^m contorno de K, siendo AB < - ^ , al moverse B sobre el arco 

i>,>%h 

- • V 
' ,1 

PQ habría un sentido en que AB aumentaría y por tanto AB 
no sería un diámetro. 

Es interesante notar que la condición de ser D<i~ es im

prescindible. Para diámetros D> — el lema deja de ser cier

to. Por ejemplo, para un triángulo equilátero de lado mayor 

que - ^ , cualquier altura es un diámetro y sin embargo el ex-

. tremo de la misma que no es un vértice es el punto medio de 
un lado, que es un arco de círculo máximo. 
• Sentado este lema, sea una figura convexa esférica K de 

diámetro D < — . Vamos a demostrar que si K no es de an-

chura constante, se puede aumentar su longitud sin modificar 
el diámetro. 

(•) Ver por ejemplo BONNESEN-FENOHEL, loe. cit., pág. 77. 
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Sea A un punto de Jf y B el punto de K más distante de 
A. Si .áfieá'tin'''diáni¿!Írb'cualquiera (Jue sea A, quiere decir 
que los círculos máximos perpendiculares a AB en los extremos 
Ayo son círculos máxunos de apoyo y por tanto que K tiene 
•. r-í, .noK! .1.'.:,.-, ipil:, ,.u .,• , jj.r^ i '-ry. • ^ •> ¡I -

anchura constante e igual al diámetro D. 
\ Si ÍL no es de anchura constante, hay por lo menos lun 
punto A de su contorno tal que, siendo B el punto de K más dis
tante de A,es AB<D (Fig. 9). Prolonguemos el arco BA de una 

longitud A A'tal que BA'=D.Tracemos 
por A' los círculos máximos de apo
yo de K. Resulta así una nueva fi'· 
gura que tiene longitud mayor que 
K, pues arco CAE < arco CA'E. Ade
más el diámetro de la nueva figura 
no es mayor que D, puesto que los 
puntos de los arcos A'C, A'E según 
el lema anterior no pueden ser ex
tremos de diámetros y en cuanto a 
A' su distancia a cualquier punto M 
de K cumple A'M ^ A'A + Aiií < 
A'A-i-AB = D. 

Luego, al añadir los arcos CA'E no se ha aumentado el 
diámetro y sí la longitud. En consecuencia: 

Si para un diámetro dado, D < — , existen figuras con
vexas esféricas de longitud máxima, ellas deben encontrarse entre 
las figuras de anchura constante. Naturalmente que la anchura 
constante de estas figuras es igual a D. 

Falta demostrar la existencia de tales figuras convexas de 
diámetro dado y longitud máxima. La demostración, simple 
pero un poco larga, podría ser exactamente la misma a la dada 
por A. R o s e n t h a l y O . S z á s z para el caso análogo 
del plano (^^). Por esta razón prescindiremos de ella, supo
niendo admitida esta propiedad de existencia. 

La figura convexa esférica que con un diámetro dado tie
ne máxima longitud hay que buscarla, por tanto, entre las fi-

(") A. EOSENTHAL y O. SzAsz, Ein·e Hxtremaleigenschaft der Kwven feons-
tanter Breite, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Vol. 25, 
» ·̂-̂ To 0 7 R . 9 S 2 . 1!)16. 
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m 
•Vrtí'V ' •'• • ^ " " · " »<• "i"<í«>w" JL^-^-^, c« figura convexa èsfér 

;• ^'Sf^$f''^';'•}'''<lPfí9^t^d máxima es el triángulo de R e u l e a u x . 
«¿t^lljljí^ Calculando la longitud del triángulo de R e u l e a u x en 
!'^djí''í,.' ¡función del diámetro D, que es igual a la anchura, resulta que 

lí^W)): para tòda figura convexa esférica con D < — es 
* ' • • ' • 

« ¡ t ^ n . , : . L ^ G s e n D . a r c é n ^ ^ ^ ^ ^ . • (24) 

^4w't*t> Observemos que es esencial la limitación D<-~. Para va-

|Mà| ' ;7 lores mayores de D, veremos más adelante, § 9, que la figura 
| ;p |pí^ de mayor longitud no es ya el triángulo de R e u l e a u x , sino 
Kv^M|':, el triángulo equilátero. Esperemos, sin embargo, demostrar este 
f!íi|'l'lí|, ^^^° como dual del problema que vamos a tratar en el apartado 
| M | | ; . siguiente. 
ÍÍWfM' Paso al caso del plano. Procediendo como al final de § 3, 
y§wávj'i para una esfera de radio a, la desigualdad (24) se escribe 

m m r •• • • ' • • mw — < 6 sen —. aro sen -; X 3, <*V — ^ b sen —. aro sen .^ ^ . 
^• ;M: ' a ~ a 2 eos (JD :2a) m i» Multiplicando ambos miembros por a y haciendo a —> »>, 
''.V·í);;ï'·.'!' queda 
•-'•''''•' L^nD 

que es la relación (23) que ya dijimos liga la longitud con el 
diámetro para las figuras convexas planas. 

La diferencia es que la igualdad en (24) tiene lugar única
mente para el tr iángulo de R e u l e a u x , mientras que en 
(23) vale, como ya dijimos, para toda figura convexa plana de 
anchura constante, igual a D. 

§ 8. RELACIÓN ENTRE EL IEEA T EL ESPESOR. 

Para establecer la relación entre el área F y el espesor E 
y hallar la figura que para un espesor dado E tiene mín ima 
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área,] seguiremos un I camino análogo al seguido para el caso 
del plañó.por, P a l (^í);' •. • • •> u / 

Sea K ima figura convexa cualquiera sobre la esfera de 
radio unidad. Consideremos el círculo inscrito a la misma, o 
sea, según la definición, el círculo de mayor radio contenido 
en K: Distinguiremos dos casos: " 

1°'. Supongamos que el círculo inscrito c de', radio p tenga 
comunes con el contorno de K únicamente dos puntos. En este 
caso, como ya observamos en el lema II, § 3, estos dos puntos 
son diametralmente opuestos. Entonces el espesor £ de /f es 
igual a 2p y el área F de K será igual o mayor que el área 
de c, o sea 

E . 
F ^ 27i(l — eos p) = 2-K ( l - eos—) (25), 

Lá igualdad vale únicamente cuando K coincida con su 
círculo inscrito c. 

2°. Si el círculo inscrito c tiene con el contorno de K 
más de dos puntos comunes, según el lema 11, § 3, hay tres 
de ellos que no son interiores a una misma semicircunferencia, 
es decir, que son vértices de un triángulo esférico qae contiene 
el centro de c; sean M,N,P estos puntos (Fig. 10). El con-

Pig. 10 Fig. H 

torno de K- cpieda dividido en tres arcos MN, NP, PM. Trace
mos un círculo c' concéntrico con c de radio E — p. Por ser 

(^) ÍF; PAL, Jüin minirrmmprohlem filr Ovale, Mathematisehe Annalen, vol. 
ss riírre 'sil-SIO, Id?!. TnmViiín BONNESKII-FENCHEI,. loe. cit... páe. 76. 
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';^iíV;,/Ee'2p. €8 fi — p ^ p , es decir, este/circulo es exterior a 0^ Este 

Wi 

%' 

tangente a c en P y 
gente a (/ en el punto de intersección con la prolongación de 
PO, que forma con él un ángulo p + (fi — p) = £, formarían un 
huso que contendría a K totalmente en su inte.rior y por tanto 
podría disminuirse su abertura, contra lo supuesto de ser E 
el espesor. 

Sean A', B', C tres puntos en que c' corta respectivamente 
a los arcos MN, NP, PM. Desde A', B', C tracemos los arcos 
tangentes a c. Estos áreos, junto con c, determinan una figura 
convexa formada por c más tres triángulos curvilíneos, la cual 
está totalmente contenida en K. Queremos calcular el área de 
esta figura. Se compone del área de c más tres triángulos 
curvilíneos iguales, como el A'LH de la Fig. 11. 

En el triángulo esférico rectángulo A'HO, se tiene 0A'=: 
E — p,OH = p. Por. tanto 

eos HOA' = Jf^ , , sen OA'H = f"*" , • (26) 
tg(E-p) sen(E-p) > ^ 

De aquí se deduce que el área del triángulo esférico OH A' 
vale 

tgp senp II 
are eos — , „ + are sen -tg(E-p) sen(E-p) 2 

y restando de esta área la del sector ONH que vale 

( 1 - e o s p) are eos ^ 1 ^ , 

tendremos el área del triángulo curvilíneo NHA'. Sumando al; 
área de c el área de 6 triángulos ¡guales al NHA' tendremos 
el área buscada: 

,, n V ^ senp 
/ (p , / i — p) = 6 are sen-sen (E—p) 

tgp . 
- 6 eos o . are CCS •" n —2̂ 1 eos o. f27^ 
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Vamos a ver que este, valor -f^p^E^p) es una función ere--. 

ciente'de p. En efecto,' siendo O ¿ p ^ ^ , p ¿ E — ' p < - ^ (esta 

Última desigualdad, se deduce inmediatamente de (17),, (18))!,' 

la derivada -¿—• consta de dos sumandos positivos, niás la dife

rencia senp(2n —6 áng. A'O/i) (téngase en cuenta (26)), la cual 

también es positiva, pues los triángulos curvilíneos de vértices 

A', B', C no se cubren unos a otros. De aquí -J->0, y por 

tanto, supuesto E fijo, el mínimo valor de / (p , £—p) se obten
drá para el valor mínimo posible de p. Es decir, si F es 
el área de K, es 

F ^ / ( p , £ - p ) > / ( p „ , , £ -p„ i„ ) - (28) 

Según § 3, fijo el espesor E, el valor mínimo de p es el 
correspondiente al triángulo equilátero de espesor E. Poniendo 
en (28) en lugar de p„¡„ su valor en función de E deducido de 
(15) o (16) tendríamos la acotación inferior de F en función 
de E. 

Veamos las conclusiones a que se llega a partir de estos 
dos casos lo. y 2°. estudiados. 

Observemos primeramente que, siempre sobre la esfera, el 
área del círculo menor de diámetro E es mayor que el área 
del triángulo equilátero de altura E. Esto se puede demostrar 
simplemente comparando las fórmulas que dan uña y otra. Lue
go, en el caso 1°., F es mayor que el área del triángulo equi
látero de altura E. f 

Por otra parte, para E^-^, el espesor del triángulo equi-

latero es igual a la altura (§ 3) y en tal caso el área del trián
gulo es la misma f(p,E—p) de (27), pues los puntos A',B',C' 

coinciden con los vértices del triángulo. Además, para E¿-^, 

V2 • • 
es p ^ a r c t g J ^ y según vimos en § 3, en este caso el triángulo 
equilátero es la única figura que para un E dado, el radio p 
tiene el valor mínimo. Por tanto: 

Dado el espesor E de una fiqura convexa esférica, si 
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é 
WJ E<-^ , el valor mínimo del área corresponde al triángulo 

equilátero de altura E. Este triángulo es, adernás, la única fi-
ífí*'' gura para la cual este mínimo es alcanzado. 

>|i Hallando el área del triángulo equilátero de altura E la 
anterior acotación se puede escribir 

E < are eos ^ (para E < —) • (29) 

La demostración precedente no sirve para E'>-¡r- . En efec
to, en tal caso, el triángulo equilátero de espesor E, igual a 
uno de sus ángulos, no tiene el área igual a / (p, E—p); este va
lor es menor que el área del triángulo y por tanto no podemos 

áí«, 

•W: 

n valemos de la limitación (28). Este caso E>-¡r- quedará diluei-

'Íli§Ev.' dado en el apartado siguiente § 9. 
'.•ífes;4}--í' 

Paso al caso del pL·no. Para una esfera de radio a la 
relación (29) se escribe 

E ^ <=«4("+5) 
— < are eos 
a ~ seug H'^+S) 

Tomando el coseno de ambos miembros, con lo cual se 
invierte la desigualdad, queda 

p cos-^coSg-j—sen—seuij 
eos — > 

F K 
sen , 

5o? 
sen -g -cosg^+cos j s en^ 

Desarrollando en serie v sustituyendo eos—=sen — = — 
•̂  3 6 2 

n '̂  V3 
eos — = sen — = í— , resulta 

6 8 2 
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.\2a^ <•-•: ' — ' 1 ^ F . . . . , - • ' • • • • • T ' , \ '; A 

2- ..a.-eo" 

Dé aquí se deduce inmediatamente, para a^><». 

Esta es la acotación entre E y F para las figuras planas Q-^). 
En ella la igualdad vale únicamente para el triángulo equilátero. 

§ 9. DUALES DE LOS PROBLEMAS ESTUDIADOS EN § 7 Y § 8. 

CASOS - D » ! - , E>^- • 

El dual del problema estudiado en § 7 es el tratado en 
§ 8. Como ya observamos en la introducción, al pasar de una 
figura K a su dual, el diámetro D pasa a Tt — E y en cuanto 
a la relación entre la longitud y el área, se verifica que si L 
es la longitud de K, el área F de su dual es 2TI —L. 

7t " i r 
Por tanto al caso D<.-^ de § 7 corresponde el E > -jj-

de § 8, el cual precisamente es el que nos faltaba. Enunciando 
por dualidad el teorema final de § 8, se tiene pues: 

Dado el espesor E>-^ de una figura convexa esférica, el 

valor mínimo del área corresponde al triángulo dual de R e u -
l e a u x . 

Análogamente, el dual del teorema final del § 8, que dice 
que el triángulo equilátero es la única figiu-a que con un espesor 
dado tiene mínima área, será: 

Dado el diámetro D>-^, la figura convexa esférica de 

longitud máxima es el triángulo equilátero de altura D. 

Estos enunciados completan para los casos E>~,D^^ 

los teoremas de § 7 y § 8. 
Luis A. Santaló 

INSTITUTO DE MATEMÁTICA, BOSABIO. 

C) Ver BONNESEN-FENCHEL, loe. cit., pág. 77. 


