;mfy’} z’j(’s}r‘h‘;;;&(yn\ wo
' _adio ’n‘mxdadenq»
. sf'uha“

D lAgad
&gﬂﬁulo

'sery corta

t‘?\%\-r uu{rix\o "nx‘y X, fnoy

conv m@ﬂ? d jesta rommeiu@a R%

8{&’ a3t ctp, ceonsiderar, i girck}},l‘, 14)
ntpqﬁnmﬁﬂ ap r@lﬁm’x@se irdacurya gate, zcirculp;

% Pgrwyaacpp da curya miscn,dos piamtos co-

Scpanptear; doiniievg ony ol rterion. dela miswa;, |
nid) 493 o ndsonhionfora, it -
consighiipnta, deilas “dok:ifegiones et qite, una curva;

)dg}‘gt}ﬁn' l@msyﬁedﬁm,e,Aeﬁfﬁnca,\._;hay mpre, una.. de;
‘ “‘Q‘ --eqa region,: junto con,

| MepOL, guie; l";m«'%»ﬁﬁ migsfera..

'Q%io cwlo iximo, que. mene,'a,lguu ,pgmg comin_con K
irave Yesarla o6 dejéndola todade; un, mismo. lado. Los
"ulp W ,mé,xuqos taugentes a] contorno,de. K, son , circulos mé-

1 p?g., de, ,ApOYO, pero la definicion de estos; ,ultxmos es mAas ‘ge- "
al,”pues gqmpp«?m"ig,glpo’,,e‘]emplo, .a lps . circulos . maximos
R’asalq,,por, logupupitog emgqlpsps,,del contorno., de K sin atra-
5 Figurd.  Por, todo" punto. .del;; con,torno de .K,. pasa,
,,1 menosu, circulwmammo';de,;ap°y0. G e
4,;,“;; iInteresan ,“gg ,s;gu;gsg}es, d@fmlcxones,, ,anéloga}s a las.,co-
inmente empleadas para las figuras: convexas plapas(l)

J bt R R T U
i’ara. lo’referen 8l fi guras cc}nve’xas' p1ana.s so ' pueds’ ver *BoNWESEN-

,mrcgm., Theorts det Konkion "Kbrper‘,’Etgebmsée‘der Mathematik ‘und ihrer
Gren7§!@bl(’te Rerlin, 1934. A este lihro nog reforiremas on In aneeaiva ean anla
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Longitud o perimetro L -de una figura convexa es la
‘longitud de la curva que constituye "su contorno. - Suponiendo
la esfera de radio unidad, la longitud de cualquier figura con-
vexa sobre la misma es siempre igual o menor que un circulo
méaximo, o sea, L <2n. .

Area F. de una figura convexa es el 4réa do la regi6n li-
mitada por una curva convexa. Se éntiende. siempre la regx(’m
que es menof que una semiesfera y por “tanto F <2m.

Didmetro D es la distancia maxima entre dos puntos de
la flgura convexa, medida’ por la: longltud del arco de circulo
méximo que los une. Esta distancia es siempre igual o menor
que medio circulo méximo, o sea, D<=,

Espesor E, es el elemento cdual> del dismetro. Considere-
mos el &ngulo que forman dos circulos méximos que no cortan
a la figura convexa y que forman un huso ‘que contiene a la
misma. El minimo de todos estos angulos, o sea, el z’mgulo co-~
rrespondiente al huso esférico de: abertura minima que con-
tiene a la figura convexa, se llama espesor de la misma. Es E <n..

‘También wutilizaremos en lo sucesivo el radio p del clrculo_
inscrito, entendiendo por tal el circulo de mayor radio contenido
totalmente en el interior de la figura convexa, y el radio R del
circulo circunscrito o circulo de menor radio que puede con-
tener a la misma. Ambos radios p, R se éntienden radios esfé-
ricos, es decir, medidos como arcos de circulo méaximo. Por

tanto p_2 , R§%.

Nuestro objeto va a consistir en estudiar ciertas relaciones
entre los elementos anteriores de las figuras convexas esféricas.
Todas ellas son generalizacién de relaciones conocidas entre los
elementos anélogos de las figuras convexas planas. Lo interesante
en estudiarlas sobre la esfera es que ellas aparecen a pares, es
decir, como veremos, a cada relacién o propledad corresponde
una relacién o propiedad «dual», de manera que con una sola
demostracién se obtienen dos propos1c1ones que en el plano
aparecen a veces como diferentes y precisan una demostracién
para cada una. ;

Recordemos desde ahora que la longitud L, y el area
F, de un circulo menor de radio esférico r valen




—13 —

e »nessobre. sdualtdad» en wla«esferaa Recordemos
B110/;.que .80 entiende por.;cdualidads,; sobre la esfera.
remios: la itransformacién que a cada:.circulo maxi-
Acorresponder:; su; polo, 0 sea, uno de los extremos
{ro: perpendicular al mismo.- -En esta . transformacién

,A) AN
figg@xw», conjunto de puntos contenidos en un circulo maéxi-
o?,;? ori pqnderé un cénguloy,. conjunto de circulos méxxmos,

o

(o j@‘)f""’\" ; e;;, &'san pOr un punto.” Al conjunto 'de circulos méximos que
i 51 7

e w{%?’bc}f ,a‘f una figura convexa K, corresponde un conjunto de pun-
o W
( ‘%
| '?75%*

_"3\ 'oixformanwla figura «dual» K’. ‘A los circulos maximos
§§Aaapoybxde 1K corresponden os puntos del contorno de K’ y

X&ﬁﬁ ocamente. Siendo K convexa, también. lo es K'. Para
-J o‘,gbasta :observar que por todo punto P.exterior a K pasan
ndos circulos maximos de apoyo de la misma K, que se
nen tomando por P un. circulo. maximo que corta a K
3 lméndolo girar. hacia un lado ‘y hacia el otro. Por tanto el
I ’i,n&llo;méxxmo cuyo polo es P sélo puede cortar al contorno

PN

: Las relacxones entre los elementos de la fxgura convexa K .
gf‘ ‘;}“los‘-de su dual K’ son fac1les de establecer.

. 9“"“'“-Al didmetro 2p del circulo inscrito a K, que es el mayor
. "cpnlemdo en K, corresponderd el didmetro 2R’ del circulo cir-
§ z?& itrito™a K’, que es el menor que contiene a K’. Ambos .son
¥ ﬂupleméntarlos por tanto 2p=n—2R’. :
) .t Para ver las relaciones entre las 4reas y longxtudes de dos
s ' ‘flghh‘aﬁ\bonvexas duales K y K’, consideremos el caso de ser K
©unv poligono esférico convexo de n lados. Sean g (i=1,2,8,...,
‘n) -sus lados y A; (i=1,2,3,...,n) sus angulos Suponiendo
la esfera’ de radio umdad la longltud L y el area F valen

L=Zq;, F:ZA,'—(n—2)1t.
T

e U, -
-

Por dualidad, a cada-lado de K corresponde un vertxce

[0S DR B | rre T e Al
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K' :es ugual al” suplemento del‘&hgulo qué formanlos-lados co-
rrespoudlentes‘fdefK? 'iiPob ‘tanto K" sérd otro»poligonb‘uoonvexb-
‘del - misino'niimeéro n dellados,«cuyosﬂados valenisd'j=sm - A; y
losngulos’ A =fm—ai.1 Por~"tanto lavllongltude’J:y ol hren

F’ de! K" valen, respectwamente b \Jhmqu«} cridauagh Db
o PERCEY RN R J' LT 07% D RENS S lyfl [ ek l\\l .'(Jl;. iy

o A PP . ...... IR RS R ] B
L’:;E(n—‘Ai);&t—- F'._E(Jt a)——(n 2)11_21! Il,

i}
I B T T,

(Nétese que las dos’ férmulas son substanclalmente equi-

~ valentes, puesto - que'la figyraidual de!K’ es nuevamente: K).

Estas -férmulas, como.-no"dependen del ‘niimero de lados,
subsisten para todos los poligonos de una sucesién que tienda a
una figura convexa cualquiera K y por tanto valen también,
en el limite, para ésta.- Luego, entre las: longitudes y las é4reas
de dos figuras convexas esféricas duales valen las relaciones si-
métricas

L'—2x—F, F—gn_L. .

§ 1. FIGURAS OCONVEXAS DE ANCHURA CONSTANTE . SOBRE
‘ . LA ESFERA. : i :

Antes de seguir adelante conviene recordar la definicion y
primeras propiedades de una clase muy importante de figuras
convexas esféricas llamadas de anchura constante.

Recordemos primero brevemente la definicion y propiedades -

inmediatas de las figuras convexas de anchura constante en el
plano, Hamadas también orbiformes (2).
~ Sea K una figura convexa .plana. Se llama recta de apoyo
de la misma a toda recta que tiene algin punto comun con, el
contorno y no atraviesa a la figura, es decir, la deja toda de
un mismo lado. En los puntos del contorno de K en que existe
tangente, ésta es la recta de apoyo.

Se llama anchura-de K segin una determinada direccién
a la distancia entre las dos rectas de apoyo paralelas a esta

(*) Bibliografia sobre estas curvas ‘ae puede ver, por éjemplo, en BONNE-
SEN-FENCHEL, loc. cit., pig. 130.
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/i convexa plana de anchura constante es el, llamado tnangulo de

Reuleaux Sej‘forma/ tomandollos yértices de un. tridngulo
 equilétero ,coma, centros,,y trazando-cop;radio. igual a los lados,
arcos de . circunferencia que..unan; los dos vértices opuestos.
(Fig. 1). El trléngulo curvilineo nesultante tiene anchura igual
al lado del trlangulo de “partida’ ségan’ cualquier direccién. Si'en
lugar del tridngulo equilitero se parte de otro poligono regular
--cualquiera de un ndmero impar de lados- y con ceniro en les:
vértices se trazan también arcos de circunferencia que unan los
dos vértices opuestos, se tienen otras figuras también de anchura
constante que-se suelen llamar poligonos de Reuleaux (5).
La-condicién de que el poligono de_partida sea regular no es
neoesarla (Fig. 2).

/

S

Fig. 1 S Fig. 2

La propiedad fundamental de las figuras planas convexas
de anchura constante o es que la.longitud de su contorno vale

L=na (2)

es decir, es la misma para todas las figuras de la misma anchura.

(*) Las figuras planas de anchura constante  fueron ya-estudiadas por Eu-
LEe (De curvis triangularibus, Acta Acad. Sc. Petropolitanae, 1778) quien les
di6 el nombre de orbiformes. EULER considera ya el trifngulo de la fig. 1 que
luego se ha llamado -triingnlo de RevrEAUX. Este filtimo es quien por primera
vez extiende la idea a los poligonos (F. REULEAUX, Lehrbuoh. der Kinematik,
Braunschweig 1875). '
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Obsérvese :-que -en ; toda -figura ! convexa :pland’} la :minima
anchura es lo ique«se llama el -éspesor; y.Ja méxima anchura ‘es
el didmetro. Por taito en las figuras convexas planas de anchura
constante el.espesor ‘es igual al difmetro, lo:cual .es, caractens-
tico de. estas . figuras. S . =

Veamos ahora el equivalente sobre la esfera de las figuras
planas de anchura constante. Sea K una figura ‘convexa de la
~ superficie esférica. Sea C un circulo méximo de apoyo de K

y. A el punto de apoyo delln'lismo2 (Fig. 3). Téuiando’AO:—S—

Fig. 3

y trazando por O el restante circulo méximo de apoyo OA’.
el 4ngulo a=AOA’ se llama la anchura de K correspondiente
al circulo maximo de apoyo C. Naturalmente que el angulo «
estd también medido por el arco AA' perpendicular a la vez
a OA y a OA’.

Cuando la anchura es la misma para todo C, se dice que

K es de anchura constante. Evidentemente los circulos menores

son figuras convexas de constante anchura.

Otra figura esférica convexa de constante anchura es la

- andloga al tridngulo de Reuleaux del plano, que llama-
remos tridngulo de Reuleaux esférico (Fig. 4). Se cons-
truye, como en el plano, a partir de un tridngulo esférico equi-

latero y ‘uniendo cada dos vértices por arcos de circulos meno-

res ‘con centro en el tercer vértice. Estos truingulos de Reu-
leaux exigen que el lado a del tridngulo equilatero de partida
k19

P




Z. los areos de circulo’ inenor que unen 'éadd dos

Ofras figuras de anchura constante a<% se obtienen, ani-

logamente como para el plano, partiendo de un poligono esférico,
i‘égular de un namero impar de lados y uniendo cada dos vér-
tlces consecutlvos por arcos de clrculos menores con centro en

?nen también pohgonos curv1lmeos de anchura constante. Los:

Eamaremos, como en el plano, poligonos de Reuleawx.
LR}

gnéliﬁx‘_a.constante no tiene para todas ellas la misma longitud,
como ocurria para el plano. Basta observar, por ejemplo, que
lgs Jongltudes del 01rculo menor de anchura o y del tnangulo

Lg=2nsen % , Lp=3Asenc 3)

-
siendo A el angulo del tridngulo equilatero esférico de lado «

S . , a A
y+cumpliéndose por tanto senc: 1=sen? : sen—-, de donde

o 1
oS —=——7— 4)
2  2sen ; . )
De (3) y (4) se deduce
Lgp 34

<
~

) L—'r‘.—Q‘r:sPni. . (
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;. Gomo, .e,n)\ todo, tridngulo, esfepco eqmlaterp es A\E,—#—, el
' cociente antern(or es mayor que uno, y. por consxgul\enbe er_Z_ Lc( 9y

5!\,14' . /

A

Fig. 4 A : Fig. 5 -

El #rea Fp del trlangulo esférico de Reuleaux se calcu]a
inmediatamente como suma de 8 sectores circulares de abertura
A (cada uno; por tanto, de 4rea igual-a A(1—cos’)), menos dos
veces el area del tridngulo equilatero de angylo. A. Por tanto".

FR~2n~3A(1 +cosa).

Comparando Lp con las longltudes de otros pohgonos de

Reuleaux de la misma anchura, se observa que Ly es tam- .

bién mayor que. ellas. Aplicando entonces un teorema que
Blaschke ha demostrado para el plano, y que vale con la
misma‘demostracién tambjén para la .esfera, de que toda figura

(*) Es de observar que supuesto deflmdo, anflogamente a coto para el pla-
no y la esfera, el trifingulo de REULEAUX sobre las superficies de curvatura’
" constante negativa igual a —1, su longitud Lg y la longitud L. del circulo
geodésico de la misma anchura valen »

' Lr =34sha ', Le=2nsh -

4 N .

Como shlzshasen? , de estas expresiones se deduce la misma igual-
dad (5) del texto, pero sobre las superficies de curvatura constante negativa
es A£~ y por tanto Lr< L...

Se tiene por tanto: La longzt'ud del_tridngula. de REULEAUX de anchura o
es {gual a la del circulo de la misma. anchura sobre el plano (geometna eucli-

dea), mayor que ésta sobre la esfera.- (geometma eliptica) y menor sobre la
neendaeefora (neometria hinerbélica).
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f;‘ ”‘} 0e . ancnura constante "'< 89 < puede . aproximar a1,

hito" ‘como so quiera. por pohgonos de Reu 1 eaux (5)

@ l&lr.n REELS

%’WI’ )& Entre: las- ﬁgurds convezas esféricas de’ constante an-
ol
'chura a<~"el tridngulo de Reuleaux: tlene'longltud

I & " f&) Comparando las' reas en lugar de las longitudes, el mis-
¢ "mo te?rema de Blaschke. aplicado a la esfera nos dice:.

b) Entre las ﬁguras convexas esférzcas de constante any

, Er\n‘aé convexas “de anchura constante. pero ya no se pueden dar
~:‘é%fnd’e3e’mplo los " poligonos .de Reuleaux. Hay que pro-

. Seder” dualmente. :
u WG
' Sea ABC. un tnangulo equllatero de lado a> -y por. tanto

V'_-.g:“f‘b o A> (Flg 5). La anchura de este trlangulo oorres-

: f)"oir(l'dlenbe al’ lado BC, no es, como antes la altura AH (smndo’ H

" glj pie *de la . altura correspondiente al vértice A), sino. el
* tngulo B, es decir, a=B. Fijo BC, la envolvente de los cifcu+
" los ‘miximos que forman con este lado un éngulo =B es un

1 4 circulo menor de centro O, tal que OH = Tomando de esté

.\\g“

circulo menor el arco MN que redondea el vértice A y trazando
lo§ arcos andlogos para los otros vértices, se tiene una flgura
convexa, contenida en el tridngulo equilatero de ‘partida, y que
] ‘tiene también Ia anchura constante a=B. Esta figura es el
tridngulo dual de Reuleaux. -
o En lugar de un tr1angulo equilatero se puede partir de un
poligono de un ntmero 1mpar de lados, cuyos lados opuestos

se corten todos .bajo un’ mlsmo angulo o.>7 Redondeando
Uy T L

kd‘ (") W BLASCHKE, Ko'rwexe Berewhe gegebmer konstanter Breite und klems-
ten Inhalts, Mathematische Annalen, vol. 76, pp. 504- 513 1915. T
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entonoes mtenormente los vértices como en el caso del trléngulo
se’ tlenen (ﬁgligﬁ;iés duales de” Reuleaux, ‘que” son tambien

; s
ﬁguras convexas d& anchura constante a>-2—

El drea del tridngulo dual de Reuleaux de anchura

o> -2—, se calcula sin dificultad y resulta que vale

F'lp=2rx—3(n—a)senA = _ (8)

siendo a el lado y A el angulo del trisngulo equilatero de par-
tida, que es también igual a la anchura a.

Este valor Fp’' se puede calcular directamente, o bien apli-
cando la férmula F'=2r—L que, segin vimos en la Intro-
duccién relaciona la longitud de una figura convexa con el
érea de su dual. En este caso, L esti dada por la segunda igual-
dad (3); teniendo en cuenta que al pasar al tridngulo dual el
lado a se convierte en el suplemento del angulo A y reciproca-
mente, en la segunda ecuacién (8) deberemos sustituir o por
n—A y A por n—a. Con estas sustituciones y aplicando
Fg/ =2r—Lp se obtiene (6).

Comparando con el 4rea del circulo de igual anchura

- (Fe=2n(1 —cos—-)), o con el area de otros poligonos duales

)
2
de Reuleaux también de la misma anchura, se observa que
el tridngulo tiene: mayor 4rea que todos ellos. Por el mismo
teorema de Blaschke. recordado antes, se tiene pues ahora
la propiedad dual de la b):

b’) Entre las figuras convezas esféricas de anchura cons-
tante a>—;—, el tridngulo dual de Reuleaux es el que

tiene menor dred.

En cuanto a la longitud del tridngulo dual de Reuleaux,
vale

L’é:3(7t—-a) (1—cos A) (M)

y la propiedad dual de la a) se enuncia:
a’) Entre las figuras esféricas convexas de anchura cons-

tante a>% , el tridngulo dual de Reuleaux es la que tie-

ne mdzima longitud.




walot (7)de Ly’ se puede calcular directamente o bien,

raveliérea F ', podemos aplicar la férmulaLy’=2n~ Fp

la longitud de una figura convexa enfunci6n del drea
dual.-Como hemos visto que Fp=2r—3A(1+ cosa), ha-

1a-‘substitucién de A por n—aydea por n—A, se ob- -
"a\ férmula (7).

Sien los segundos mlembros de ®) y (7) se. qmere hacer

WQRE Ginicamente, la anchura «, basta sustituir A=a y

ucir @ de la relacién '

§ 2. RELACIONES INMEDIATAS ENTRE p, B, L, F, D, E.

" Observemos, sin necesidad de demostracién, las proposicio-

¢)inmediatas siguientes entre los dwersos elementos de las fi-
asyesféricas convexas.

'2((1 1) Dado el radio p del circulo inscrito, la figura con-

wasde mdzima longitud es el huso esférico de abertura 2p. La

¢ vslongztud minima es el circulo de radio p. ‘

" Por tanto, segtin (1) para toda figura convexa esférica vale

(8)

2nsenp.< L <2n.

'rzbo de abertura 2p Y. el minimo de F al czrculo de radio p.

-‘gﬁé (@éeir .
"}l&(” i

2n(1—cosp) < F < 4p. (9)
. (1.8) Dado p, el mdximo del diémelro D corresponde al

huso esférico de abertura 2p y el minimo al circulo de radio p.
Por tanto, para cualquier figura esférica convexa vale

o<D<n (10)

Wi Y. 'Como relaciones duales de las anteriores tienen lugar: .
L (1.4) Dado el radio R<<= del cireulo: circunscrito, la md-
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zima direa -correspondei.ali, cir¢uln  de. radio. Ry, laiminima a
an. amo-dq'longztud 52R conmdemdo,,como una, ,ﬂgura;.cpnve@q
aplaswda Pol' tanto [T ¥ )_". Lyl )]) ,r‘n::""’.";: ’t |[I ”‘.1

TR TTEIO N SR ST Y PR PR AETIN

0<F<2n (l—cosR) I -J 6! U)‘(11}

e Gl b
LI

(1 5) Dado R, el mdzimo de la longltud L corresponde “al
circiild’ de -radic ‘R 'y ‘el minima al ‘segmento de longitud 2R

considerado como una figura conveza aplaétada de longltud 4R :

Por tanto
4R <L<2n senR (12)

(1.6) Dado R, el mdzimo espesor E corresponde al circu-
lo de radio R y el minimo al segmento de longitud 2R consi-
derado como una figura conveza aplastada. Es decir

0=Es2R. - s)

Despues de - estas relaciones: tr1v1ales quedan por estudiar
otras més complicadas que exigen un estudio més detenido. De
algunas de ellas nos vamos a ocupar en los ndmeros Sucesivos.

.§ 3. RELACION ENTRE EL RADIO DEL CfRCULO INSCRIPTO p
Y EL ESPESOR E.

Dado p, el valor minimo del espesor E es evidentemente
2p, valor que es alcanzado por ejemplo por el circulo de radio
p Yy ademéis por cualquier otra figura convexa comprendida
entre el cfrculo de radio p y un huso circunscrito a1 mismo de
abertura 2p. Por consiguiente

20<E. ' (14)

‘Queda ahora el problema, mas complicado, siguiente: dado
p hallar el miximo de E. Es decir, entre todas las figuras
convexas esféricas que tienen un mismo radio p del circulo
inscrito, hallar las que tienen un mdzimo espesor.

Empezaremos por demostrar dos lemas:

LEMA 1: Para un tridngulo esférico, el espesor es igual,
0 bien a la altura minima, o bien al dngulo minimo.

LRV
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/ JAllffhﬁblar ‘de triangulos esféneos’lentendemos Siétnpré- ‘trifh
osbEbnivexts)'. esldecu"mcon*»(os* ‘ladt)s +yidnglilos /thefibres> o
pigh RO qEv e i o Ja s W adimniin b
§4/Obsérvese que - puede ocurrir que la altura minima sea: anel
b ﬁm@ml “ahigulo’ 'minimo "y ' sin" embargd que el espeSor sea
tavltimo:. Basta considerar un tridngulo formado! por-tin “hiso
Jifloubl e iha ‘separado un pedazo en: un-extrero: la‘altird
im‘a ‘piiede ‘éer tan pequefia‘como se ‘quiera, pero el espesm'
Vifgual* a7 la- abertura ‘del huso primitivo. - ¥

whemiostracion. Notemos que dado un huso de abertura E
6), si se hace girar uno de los-lados alrededor ‘de’ su
edi6 ‘un angulo suficientémente pequeno, tanto si se gu-a

) en un senﬁdo ‘como en otro 'la abertura E aumenta s1 E <—— , p

Fig. 6

;.En cambio si el giro se hace alrededor de un punto A
i{u no sea el punto medio del lado (Fig. 7), la abertura E au-
.%eﬂh‘l o disminuye segin se gire en un sentido o en otro.
1% Sentado esto, sea un tridngulo T=ABC. Sea H un huso
de abertura minima, igual al espesor E, que lo contiene. Sobre
cada lado de H debe haber por lo menos un vértice. Si sobre
un lado de H hay sélo un vértice A, debe estar en el punto
medio, pues si no, girando el lado alrededor de A como centro,
»éegan lo dicho, habria un sentido segtn el cual E disminuiria.
Lo mismo sobre el otro lado: si solamente contiene un vértice
B del tridngulo, éste debe estar en el punto medio del lado del
‘vhuso. En este caso E seria igual al lado AB, lo cual no es po-
sible, pues cualquier altura del tridngulo, desde A o desde B,

!
|
!
[
'




es menor, qus, AB.Por. tanto, s el vértice .4, estd s6lo sobre un

lado del, huso ;H, sobre el otro lade,,debe -estar, todo el dade BG
del tméngulo y E ser4 1gual a la altura correspondmte Y ‘este
lado. ., e 2

Sl mngun lado del huso contxene u,n Gnico vértlce, quiére de-
cir que dos ladas del tridngulo ooinciden oon les lados del huso .y,
por tanto, que el espesor E es igual a un édagulo del tridngpulo.
Naturalmente que en tal caso el angulo del tridngulo que es
igual a E debe ser el menor, pues cualquier otro adngulo tam-
bién es vértice de un huso que contiene al tridngulo. Queda con
esto demostrado el lema I.

Apliquemos este lema a estudiar el espesor de los tridngulos
equilateros. Para formar un triidngulo equilatero basta suponer
sobre la esfera un circulo menor y trazar los tres circulos maxi-
mos tangentes en puntos distantes 120°. Llamando A al 4ngulo
y h a la altura, se verifica

_ cos A
" sen(A:2)

Cco3

De aqui deducimos que cosh y cosA tienen el mismo signo
y por tanto h'y A son al mismo tiempo ambos > o0 ambos <

que % Para A< —;—, es cosh>cosA y por tanto h<A.

Para A>—:— es |cosh| >|cosA| y por tanto h>A. Por consi-
4
guiente: Para los tridngulos equildteros, st A<n7, el espesor es

igual a la altura; si A> =, el espesor es igual al dngulo A.

‘) E]
Si se quiere expresar el espesor E del tridngulo equiltero
en funcién del radio p del circulo inscrito, segun lo anterior, serd

E=p +arcsen —i;l?———___— para p=<arctg Eg (15)
. |/ ll—'I-COSZP . . _ '
_ /3 : V2
E =2 arc cos (-? c?osp ) _para 5 (16)

siendo 'arctgg el radio del circulo inscrito en el trisngulo

trirrectangulo.

o g,y

:
{
)

Ep=arhnn
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i \;LEMAII Sl drcuiomscwtocdeunafcgweonwzal(
0 M(m dos:puntos diametralmente opuestos:oomunes ‘con €l
sonto ' de Kg o bien tiene: por- lo' menos 8 punws “comuries

«M \Hev‘m smisme semwzrounferenow dec. o oramioe o
5 Demostracidn. En efecto, de no cumplirse ‘al:lema, lhabrm
»-uma rsemicircunferencia de ¢ de puntos interiores a &, o
;m- Gerta distancia finita del contorno de K. Se podria tra-
"ihna»semioircunferencia concéntrica y exterior a ella a dis-

?'ei'_. circulo inscrito, o sea, el .de mayor radio contenido en K.
,\.4S¢entados estos dos lemas, vamos .a resolver el pmblema de

E§P+arcsen~—se—:-9———— para p =arcig V% (17)
|/ lk—-Icos?p
E <2arccos (12—3— cosp ) . para p=arctg Kzg (18)

El signo de igualdad en (17) wvale tnicamente para el
tridngulo ‘equildtero; en (18) wvale ademds para ciertas figuras
de espesor constante que estudiaremos.

Demostracién. Sea una figura convexa K y sea ¢ el cxrculo

mscrito de la misma, de radio p.
v - Puede ocurrir que ¢ tenga tnicamente dos punth comunes
icon el contorno de K; en este caso, segin el .lema 1I, estos
“puntos son diametralmente opuestos. El espesor de K valdrd
20 y evidentemente sa satisfacen (17) v (18). '
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A vSise. tieneyfies. 0.més -puntos \comunes: o 6l contdrao de
K, segtn.el;mismeJema-Iljse \pueden:elegintres:de estos puntos
quesnoyesténien yrasanisma) semicircinforédcia dé c:: Tracemos
los-circulos; méximos ‘tangentes:a ¢ :en estos™.puntos.-:Resultard
un tridngulo T circunscrito: a .k -y..por 'lo. tanto el espesor:de: K
es - menor:o ligual .que -el-de T:. Tracemos- también el tridhgulo
equilatero Tg-circunscrito a ¢. Vamos a demostrar que el- espe~

sor:de- T, es ‘mayor que el de 7. Sea E:el espesor.de T y Eg

el de T,. El espesor de T, segun el lema I, o bien es una altura,
o bien es un 4ngulo. En el caso en que .E, sea igual -al valor
de los Angulos:de.T',, observemos qué en el tridngulo T siempre
habra por lo menos un dngulo menor que E, (en efecto, siem-
pre habra dos lados de T cuyos puntos de tangencia con ¢ distén
entre si un arco de ¢ mayor de 1209, y estos lados formarin
un é4ngulo menor que los arcos tangentes a distancia de 120°)

y por tanto T podrd colocarse completamente en el interior :de -
un huso de abertura E,; su espesor seri, por tanto, menor

que E,. _ o
Consideremos ahora el caso de ser E, igual a las alturas

de T,. Sea T,=ABC,T=A'B'C’ (Fig. 8). De los tres pun-

S—— e

Fig. 8

tos de contacto de los lados de T con ¢, habrd dos distantes en-
tre si un arco menor que 120°. Supongamos que los lados co-
rrespondientes sean’ los concurrentes en A’. El angulo A’ serd
mayor que el A de T,. Por un giro alrededor del centro de c,
podemos colocar T de manera que su lado B'C’ esté sobre el
lado BC de T,. En esta posicién por ser el dngulo A’ mayor



file:///comunes
espesor.de

o e), A, el vértice A" cae, dentro de- la corona- -circular; compren+
q_m 9. pn
“gmn-e[ £y el ciroulo cirgunserito; @, T s5..por. s tante, A’ Cao
@. %nén interiormente al huso:; de abertura! E;, ©nyo | arco-.qué
( *,%lne 108 ;puntos medios de los lados es la altura de.«Ty, corpespon-
ente“ql vgrtlce A. Por consiguiente T. queda interior a este
ik Wi ‘y‘ or’ tanto ‘el espesor'de T, yen consecuencia’ el He K,

éw\au enor; que el E,-de Ter o0 . . e e e

fiiree ‘Queda asi demostrada la primera parte del teorema..Falta
bra establecer si el tnangulo equxlatero es 1a umca flgura pa-

h\hgentes al circulo inscrito’ ¢ en tres’ puntos no interiores a
‘ha “misma semicircunferencia del mismo, el trisngulo circuns-
t‘?fito“que resulta contiéne a K. Por tanto, como ya hemos visto
’h?mamente que entre los tnéngulos que: tlenen el mismo (), el

x 1 mismo radio p, es necesano que la flgura K pueda estar
¥ k\g‘tdta'lmente contenida en T, y tener igual espesor.

i ’\’\’"V}“ Mientras el espesor de T, es igual a la altura (desigualdad
Ja ﬁ@&%)) ‘esto no es posible. En- efecto, toda figura K convexa que
il h‘fenga los vértices de T, contiene todo el tringulo; por tanto
A bbe haber por lo menos un vértice de T, exterior a K, y por
: %9g31gu1ente el huso de abertura minima E cuyo arco central
es la altura correspondiente a este vértice se podria cerrar mds,
' decir, el espesor de K resulta menor que el de T,. '

Cuando el espesor de T, es igual a sus angulos (desigual-
%::'dad (16)), la cuestién cambia. Entonces hay otras figuras con-

"7 tenidas en T, y que sin embargo tienen igual espesor. En efecto,
~ sea el tridngulo equildtero ABC (Fig. 5), con sus 4ngulos ma-

T , , .
yores que -5 . Los circulos méximos, como AB, que forman

con CB un 4ngulo constante B envuelven un circulo menor
tangente a los lados AB y AC en los puntos M y N respec-
tivamente. De la misma manera se pueden redondear los demaés
vértmes y resulta asi la figura convexa MNPQRS, ya estudiada
en’ § 1, y que alli llamamos tridngulo dual de Reuleaux.
Esta figura convexa tiene el mismo circulo inscrito ¢ de radio p
i»que T,=ABCy también el mismo espesor E,. Naturalmente que

no hay solo esta figura de anchura constante que con el mismo p
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tenga el mismo espesor ‘£, que el ‘trifngulo ‘equilifero: cualquier
otra figura convexa ‘contenidaentre MNPQRS y el tmﬁngulo
T.=ABC gora de- la mlsma propledad wones

~ Por tantor 1 R A

Para p<arc tg ‘/——, el tridngulo equzlatero es la uruoa fl-
gura a la cual, para un p dado, corresponde un mdzimo espesor.
Para p>arc tg‘/ hay .toda una infinidad de figuras con

la propiedad de tener el mismo-p y el mismo espesor E, que el
tridngulo equildtero. Estas figuras .estdn comprendidas enire el
tridngulo equildtero y el tridngulo dual de Re uleaux que
de él.se deduce.

Paso al caso del plano. Hemos desarrollado lo anterior su-
poniendo figuras sobre la esfera de radio unidad. Si se trata de
una esfera de radio a, las conclusiones subsisten, puesto que se
puede considerar esta esfera como la transformada por homo-
tecia de una esfera' de radio unidad concéntrica a ella.

El caso del plano se puede obtener como caso limite de
una esfera cuyo radio tiende a infinito. En este caso, para ob-
tener figuras de 4rea finita, debemos considerar figuras que
vistas desde el centro de la esfera tengan magnitudes que tien-
.dan a cero al crecer el radio de la esfera, es decir, debemos
considerar unicamente el caso en que p tiende a cero, o sea,
aplicar (17).

La de31gualdad (17), para una esfera de radio a, se es-
cribe

) i
E _v» e .
z—g;—}—arcsen V—-———T

3
— 2 cos2 b
1 »4cosa

Multiplicando ambos miembros por a y haciendo a— o,

resulta -
E <3p.

Esta es la. desxgualdad enlre el espesor y el radio del circulo
inscrito para las figuras convexas planas. La igualdad vale tinica-
mente, como en (17), para el tridngulo equilatero ().

(®) Ver BONNESEN-FENCHEL, loc. cit., pag. 79.
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”2_‘;:; & 4% - UN PROREMA DE R.' M. ROBINSON,: 't i+

) glgre 1a esfera de racho unidad, una figura' convexa
m“" ‘5 K ;'sea E su espesor y p el radio de sy circulo inseritp.

P "K puéde estar conténida’en un huso ésférico de aber-
ra .‘El y por tanto habra el huso suplementano de abertura
’”" E que no contiene ningin punto de K ni de la figura simé-

1
Nz(

; ;.\
A

: ;”ea‘xp(ei'so, ‘dado E, el minimo de p corresponde al valor que con-
Vi rte ‘en 1gualdad alguna de las expresxones (17) o (18). Este
‘élor ‘minimo- de p aumenta con E, al mismo tiempo que p,

T ¢
*‘% 08, p<4 Y PL>— 4 luego para que sea p=p, debe ser E>E

5[ ‘por tanto aplicaremos (18). Resulta asi, tomando el valor

.u*p

mgnmo de E dado por (18), sustituyendo E=n—2p, y ha-
c%qndo PL=0ps

n—2p=2arccos (@ccsp).

" Dividiendo por 2 y tomando el coseno de ambos miembros

V3

“resulta sen p="g cosp, de donde
p=arcig V—g- ' ' (19)

Se tiene asi, indirectamente, demostrado un teorema de

M Robinson(7):

.Siendo K una figura convexa esférica cualquiera, siempre

3 \(') R. M. ROBINSON, Nofe on convez regions on the sphere, Bulletin of the
.Amencan Mathematical Society, Vol. 44, pp. 115-116, 1938.
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existe una circunferencia de radio esférico p = arc 1§ £(40° B<p<

40054') la cuql se pwede colocar enteramente en. el interior de
K 0. bwn ea:terwrme(zte a K frvanera que no. tengq puntqig'

main ni con K.ni con la ]‘tgum szmétrwa de Tes ec(o el centro

de la esfem El ‘valor de P que cumple esta propzedad no puede.
aumentarse. . , . .

§ 5. RELACION ENTRE EL RADIO DEL. CfRCULO CIRGUNSGRITO. R
Y EL DL&METRO D.

Se trata do la cuestion dual de la tratada en § 3. En efec:
to, recordando la .definicién de «dualidad» dada en la introduc-
cion, al circulo inscrito de K corresponde el circulo cu'cunscrlto
de K’ y la relacién. entre los radios es’

- Al espesor E de K corresponde el d1ametro D de Ky la
relacion “entré ambos es

‘ v

E =T — D'. |

‘Segtn esto, y escribiendo R, D en lugar de R’, D’ las rela-

ciones (17) y (18§) se escriben

A
\

D§1+R—arcsen'—':—()s£:—_ para~>R>~-—drct0‘ﬁ
2 /13 wen’R 2 Z:.20 002
gt (20)

< (V8 7 32z
- Dzn—2arccos (‘2—599}?) para _ARg—z——arctg-E. (21}

De aqui, enunciando por dualidad el teorema de § 3, setiene:

Dado el radio R del circulo circunscrito ‘a una figura con-
vexa K s;tuada sobre la_superficie de la esfera de radio ‘unidad,
¢l valor minimo del didmetro D es el correspondiente al tridn-
gulo equildtero inscrito en el circulo de radio R. De aqui se
deducen “las desiqualdades +(20) -y (21). El signo de igualdad
vale en (20) unicamente ‘para él tridngulo equildtero. En cam-
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' E‘%mwfmg"lo de Repleaux, Fig; 4, es un. ejemplo de
figura que cumple las tltimas condiciones y para la cual vale,
ip fitanto; el signo de iguhldad en” (21). Ademés; cualquier ot
igyra comprendida entre el tridngulo ‘equilatero ABC y el trién-
gqlp :de -Reuleawx de él derivado, tiene los mismos R y
D que el tr1angu10 equxlatero y verifica, por tanto, la igualdad
(21).

St ,(,..Paso al caso. del plano Analogamente a como se proced10
“en“§ .3, para pasar al plano.como caso limite de una esfera cuyo
radio, tiende -a mflmto, debemos tomar el caso en que R tiende.
‘a_cero, o sea, el caso de la. desigualdad (21), Escnblendo esta
: desngualdad para una esfera de rad10 a se tiene

TR S 2->7: 2arcco=(1/23 senE)

a a
o bien -
arcc?s (—‘/2g sen {:) 2—2— 'B;

2a
y tomando el coseno de ambos miembros, con lo cual se invierte
la desigualdad, queda

T . AT

[31 e -}ig sen—ll.
2.7 a” | 2a

_ Multiplicando por @'y haciendo @~ resulta finalmente

oy

qUe es la relac16n que llga el dlametro con el radlo del clrculo
gircunscrito de’las figuras convexas planas. La 1gua1dad tiene
-, lugar no. sblo para- él tridngulo equilatero, si no también, comio
# hemos: dicho hablando dela esfera, para todas las figuras convexas.
comprendidas entre:'el tridngiilo ‘equilatero.de lado D y el tmdn—.
gule-- plazie’ de--Re wl e'a ux. correspondiente (8) RN

(®) Ver BoNNESEN-FENCHEL, loc. clt., pig. 78.
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.§ 6. TrorEmMA DUAL DEEL'DE R. M Ronmsorr

Obséérvese quie dada una flgura convexa K de dlémetro D,
siempre hay un circulo de radio RI_ (n—D) qua tiene

punto ecomin al mismo tiempo con K y con su figura simé-
trica respecto el centro de la esfera. Cuando D crece, el mi-
nimo de R aumenta y en cambio R, disminuyé; cuando ambos
valores de R y R, coincidan tendremos el minimo valer per-
misible de R para asegurar que, cualquiera que sea K, un circulo
.de radio R siempre puede o bien comprender en su interior a K
o bien tener punte comin al mismo tiempo con K y su §imé-
trica respecto el eentro de la esfera.

. Para que el minimo de R, dado por la igualdad en (20) o

en (21), sea igual a R1=-;—(n—D) debemos tomar el caso en

que Rg_T;r——a\rcth?2 y por tanto siendo D=mn—2R{, st
.R=R,, de (21) se deduce la ecuacibn

' n— 2R =mn—2arc cos (l/gsenR)
de donde ' P

'‘R= arctv}/ (22)

De .aqui deducimos, por tanto, el siguiente teorema, dual
del de R. M. Robinson de § 4:

Siendo K una figura convexa esférica cualquiera, siempre
se puede colocar un circulo de radio esférico R =ar.ctg?'§4
(49°6’< R<49°7’) de manera que, o bien contenga en su
interior a la figura K, o bien tenga puntos comunes al mismeo
tiempo con K y con la figura simétrica de K respecto el centro
de la esfera. El valor de R que cumple esta propiedad no se

puede disminuir.
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by ol C _ : .
; (:,J; 8. 7 . BELACION ENTRE EL D;&METRO .Y LA _LONGITUD,

}'E‘}“ ol plano, entre la longitud L de na flgura convexa K
rg‘ diametro D de la misma existe la 31gu1ente acotaci6n, facnl

LD, o B (és)

allendo el s1gn0 igual para todas. las flguras convexas planas
~‘dé;-anchura constante (9).

+i' " Vamos a estudiar el problema anilogo sobre la esfera, es
" ‘décir, se trata de buscar las figuras esféricas convexas que para

un didmetro dado tienen mdxima longitud.

Observemos el siguiente lema:

‘LEMA. Si una figura esférica K tiene didmetro D<+>

ningtin eztremo de un didmelro de K puede ser punto inlerior
de algun arco de circulo mdximo que pertenezca al contorno.

~ La demostraciéon es inmediata. Si AB fuera un diametro.
‘de K y B perteneciera a un arco de circulo méximo PQ del

contorno de K, siendo AB< al moverse B sobre el arco

2 3
PQ habria un sentido en que AB aumentaria y por tanto AB
no seria un diametro.

Es interesante notar que la condicién de ser D <~ es im-
dd ..

prescindible. Para diametros D= —271 el lema dejé de ser cier-

to. Por ejemplo, para un tridngulo equilitero de lado  mayor

R AR S

. : T . .y .
O que - cualquier altura es un didmetro y sin embargo el ex-
. .tremo de la misma que no es un vértice es el punto medio de
R, ' an lado, que es un arco de circulo méximo.
I Sentado este lema, sea una figura convexa esférica- K de

i didmetro D<E . Vamos a demostrar que si K no es de an-

chura constante, se puede aumentar su longitud sin modificar
el didmetro.

(°) Ver por ejemplo BONNESEN-FENCHEL, loc. cit., pag. 77.
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Sea A un punto de K y B el punto de K mas distante de

A. Si ABé§un" didmetro” cualquiera que séa A; quiere decir
que lo:}l (Cil‘c‘l;l[l éx“xlmos Rerpendxculares a AB en los extremos
A y “s}o)n.hc/ nil S 1 ai'lrumos de apoyo -y por tanto que K tn)an_e;
anchura’"constante e 'igual al diametrs” D U
) Si K no es de anchura constante, hay por lo menos mn
punto A de su’ contorno tal que, siendo B el punto de K mas dis-
tante de A,es AB<D (Fig.9). Prolonguemos el arco BA de una
longitud AA’ tal que BA’=D.Tracemos
por A’ los circulos méximos de apo-
yo de K. Resulta asi una nueva fi-
gura que tiene longitud mayor que
K, pues arco CAE < arco CA’E. Ade-
mas el didmetro de la nueva figura
no es mayor que D, puesto que los
puntos de los arcos A'C, A’E segim
el lema anterior no pueden ser ex-
tremos de diametros y en cuanto a

A'A+AB=D.
~ Luego, al afiadir los arcos CA’E no se ha aumentado el
didmetro y si la longitud. En consecuencia:

Si para un didmetro dado, D<—£, existen figuras con-

2
vezas esféricas de longitud mdxima, ellas deben encontrarse entre
las figuras de anchura constante. Naturalmente que la anchura
constante de estas figuras es igual a D.

Falta demostrar la existencia de tales figuras convexas de’

didmetro dado y longitud méxima. La demostracién, simple
pero un poco larga, podria ser exactamente la misma a la dada
por A. Rosenthal y O. Szasz para el caso anilogo
del plano (19). Por esta razéon prescindiremos de ella, supo-
niendo admitida esta propiedad de existencia.

La figura convexa esférica que con un didmetro dado tie-

ne maxima -longitud hay que buscarla, por tanto, entre las fi-

(*®) A. RosENTHAL y O. 8z4sz, Eine Estremaleigenschaft der Kurven kons-

tanter Breite, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Vol, 25,
nAoe 97R-282. 1916.

A’ su distancia a cualquier puntp M

Fig. 9 de K cumple A’'M =< A’A + AM <
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«guras-de anchura constante. Pero entre éstas ya vimos, § 1, que
3 el (xl-xangulo de Reuleaux es el de maxima’ longltud Luego:

, la ﬁgum conve:ca esférwa d(,

\.Jpngttwd mdzima es el tndngulo de Reuleaux.
""" Calculando la longitud del tridngulo de Reuleaux en
funmén del didmetro D, que es igual a la anchura resulta que

para ‘toda figura convéxa esferlca con D< 5 €8
i

L <6senD. arcsen 55@(15—2_) : (24)

- . - - 4 “ . )
Observemos que es esencial la  limitacién D<—2~‘. Para va-

Jores mayores de D, veremos més adelante, § 9, que la figura
de mayor longitud no es ya el trisngulo de Reuleaux, sino
el tridngulo equilatero. Esperemos, sin embargo, demostrar este
caso como dual del problema que vamos a tratar en el apartado
'Slguxente.

Paso al caso del plano. Procediendo como al final de § 3,
para una esfera de radio a, la desigualdad (24) se escribe

L

2cos (D:2a)

p D
— =<6sen —. arcsen
a a

Multiplicando ambos miembros por a y baciendo a — =,
queda )

L==nD

que es la relaciéon (23) que ya dijimos liga la longitud con el
didmetro para las figuras convexas planas.

La diferencia es que la igualdad en (24) tiene lugar tnica-
mente para el trisngulo de Reuleaux, mientras que en
(23) vale, como ya dijimos, para toda figura convexa plana de
anchura constante, igual a D. :

S § 8. RELACION ENTRE EL AREA Y EL ESPESOR,

Para establecer la relacién entre el drea F y el espesor E
J y hallar la figura que para un espesor dado E tiene minima




Area,; seguiremos -un:|camino analogo al segmdo para el caso
del -plano.por. Pal{#)u v « = - RN -

SeglK una figura convexa cualqmera sobre la esfera de
radio umdad ‘Consideremos el circulo 1nscr1to a la misma, o
sea, segun ‘la definici6én, el clrculo de mayor radio contem.do-
‘en K. Distinguiremos ‘dos -casos: ”

-10. Supongamos que el circulo inscrito ¢ de: radio p tenga
comunes con el contorno de K unicamente dos puntos. En este
caso, como ya observamos en el lema II, § 3, estos dos puntos
son diametralmente opuestos. Entonces el espesor E de K es
igual a 2p y el 4rea F de K serd igual o mayor que el area
de ¢, o sea ,

F=2n(1—cosp)=2n (l—cos?). (23)

La .igualdad vale tnicamente cuando K coincida con su
cxrculo inscrito c. '
: Si el circulo inscrito ¢ tiene con el contorno de K
mas de dos puntos comunes, segin el lema II, § 3, hay tres
de -ellos: que no son interiores a una misma semlcu'cunferencxa
es decir, que son vértices de un tridngulo esférico que contiene
el centro de c¢; sean M,N,P estos puntos (Fig. 10). El con-

Fig. 11

torno de K- queda dividido en tres arcos MN, NP, PM. Trace-
mos un circulo ¢” concéntrico con ¢ de radio E—p. Por ser

=y 'J;”‘P‘A'L, Fin minimumproblem fiir Owvale, Mathematigche Annalen, vol..
{2 ‘nAce R11.210. 19271 Tamhién BoNNESEN-FENCHEL. loc. cit.. pag. 76.
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E22p, es E—p=p, es decir, este:circulo es exterior a:c.’ Este
u-culo < debe cortar a cada uno.de. los arcos MIV NP, PM del,
‘Gontorno de K; en efecto, si no’cortase por eJemplo al arco MN
* {6 ‘circulo mAximo tangente' a ¢ en P y el circulo’ méximo fané!
gente a ¢ en el punto de interseccién con la prolongacxén de
PO, que forma con él un angulo p + (E —p) =E, formarian un
‘huso que contendria a K totalmente en su interior y por tanto
‘podria disminuirse su abertura, contra lo supuesto de ser E
el espesor.

Sean A’, B’, C’ tres puntos en que ¢’ corta respectwamenle
a los arcos MN, NP, PM. Desde A’, B’, C' tracemos los arcos
tangentes a c. Estos arcos, junto con ¢, determl_nan una figura
convexa formada por ¢ més tres tridngulos curvilineos, la cual
estd totalmente contenida en K. Queremos calcular el area de
esta figura. Se compone del 4rea de ¢ méas tres triangulos
curvilineos iguales, como el A’LH de la Fig. 11.

En el tridngulo esférico rectangulo A’HO, se tiene OA’=
E o,- OH =p. Por, tanto

: tgp ___senp
H ':::—-———’ H————~ .
cos HOA g (E—p) sen OA’H = sen (B p)

De aqui se deduce que el area del tridngulo esférico OHA'
vale

sen.p ®
-}-arc sen ——mFmm— — —

tg (E—p) sen (E—p) 2

y restando de esta érea‘la del sector ONH que vale

arc cos

tgp
tg (E—p)’

(1 —cos p) arc cos

tendremos el 4area del tringulo curvilineo NHA’. Sumando al;.
drea de c¢ el 4rea de 6 triangulos iguales al NHA’ tendremos

el area buscada:

senp
sen (E—p)

’ t ' -
--6coso. arccos—ép———n—&tcoso. (27

f(e, E —p)=6arcsen

e

‘(-26'):;

———— e e
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Vamos a ver que este, valor f(p,E p) es una funmén cre<

‘ciente de p. En efecto, siendo’ O<p< ?. p&E p< - (esta

evgs

dltima desxgualdad se deduce mmedlatamente de. (17) (18)\*-

la -derivada %’i consta de dos sumandds positivos, més la dife-

rencia sen p (2rx — 6 4ng. A’OH) (téngase en cuenta (26)), la cual
también es -positiva, pues los tridngulos curvilineos de vértices

A’, B’, C’ no se cubren unos a otros. De aqui ﬂ>0 Jy'por.

dp

tanto, supuesto E fijo, el minimo valor de f(p, E—p) se obten-,

dra para el valor minimo posible de p. Es dec1r si F es
el drea de K, es

F=f(p, E—p) = f(Pain » E—P...i..). (28)

Segin § 3, fijo el espesor E, el valor minimo de p es el’

correspondiente al tridngulo equilitero de espesor E. Poniendo
en (28) en lugar de p_;, su valor en funcién de E deducido de
(15) o (16) tendriamos la acotacién inferior de F en funcién
de E. -

Veamos las conclusiones a que se llega a partir de estos
dos casos 1°. y 20. estudiados.

Observemos primeramente que, siempre sobre la esfera, el

drea del circulo menor de didimetro E es mayor que el drea
del tridngulo equilatero de altura E. Esto se puede demostrar
simplemente comparando las férmulas que dan una y otra. Lue-

go, en el caso 1°.,, F es mayor que el area del tridngulo equi-

litero de altura E. _ ¥

Por otra parte, para E< el espesor del tridngulo equi-

. — ') E
" latero es igual a la altura (§ 3) y en tal caso el 4rea del triin-
gulo es la misma f(p, E—p) de (27), pues los puntos 4’, B, C’

coinciden con los vértices del tridngulo. Ademais, para E=< 2

es p <arc tgizg y segun vimos en § 3, en este caso el tridngulo

equilitero es la dnica figura que para un E dado, el radio o
tiene el valor minimo. Por tanto:

Dado el espesor E de una fiqura convexa esférica. si
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.'(E,<_ 5 el valor minimo del drea corresponde al - tridngulo
equilitero de altura E. Este tnangulo es, ademds, la unica fi-
gura para la cual este minimo.es alcanzado.

Hallando el éarea- del triangulo eqmlatero de altura E la
anterior acotacion se puede escribir

1 .
cos —(n--F) A :
E < arc cos ———i}—— (para' E< _“_) ; (29)-
sen ?(n-{—F) 27 . '

La demostracién precedente no sirve para E > . En efec-

to, en tal caso, el tridngulo equilatero de espesor E, igual a
uno de sus 4ngulos, no tiene el drea igual a f(p, E—p); este va-
lor es menor que el 4rea del tridngulo y por tanto no podemos
valernos de la limitacién (28). Este caso E> = quedaré diluci-

2
dado en el apartado sxgmente § 9.

Paso al caso del plano. Para una esfera de radio a la
relacion (29) se escribe
F
cos%(‘n-{-F

1 Fy
Sell?(ﬂ—*— -t'l?)

=< arccos

&)=

Tomando el coseno de ambos miembros, con' lo cual se
invierte la desigualdad, queda

" o8-~ o8y — sen-% sen r
: 3 COSg z—SénoSenz o
cos —E— = 8 e 8 2.
== k] F P F
sen-,-Cos W"" COSi- Seng s
. . T b1 1
. Desarrollando en serie y sustituyendo 008 =sen =,
P14 n /o
€OS —- =sen — =13 , resulta-
6 3 2



e . 1, '3 F
o L1 ¥
- B 2 3a
1- ... =2 2
R T
P 2

7 AT
" De aqui se deduce inmediataménte, para a—»> o,
E2<)/3F.

Esta es la-acotacion entre E y F para las figuras planas (12).
En ella la igualdad vale unicamente para el tridngulo equilatero.

§ 9. DuUALES DE 10S PROBLEMAS ESTUDIADOS EN § 7 ¥ § 8.
) T Lg
= E > _2_ ..

cAsos D = 5

El dual del problema estudiado en § 7 es el tratado en
§ 8. Como ya observamos en la introduccién, al pasar de una
figura K a su dual, el didmetro D pasa a n—E y en cuaato
a la relaci6n entre la longitud y el 4rea, se verifica que si L
es la longitud de K, el area F de su dual es 2n—L.
kL T
2 2
de § 8, el cual precisamente es el que nos faltaba. Enunciando
por dualidad el teorema final de § 8, se tiene pues:

Por tanto al caso D< de § 7 corresponde el E>

Dado el espesor E>% de una figura convexa esférica, el

valor minimo del drea corresponde al tridngulo dual de Reu-
leaux. .

Anélogamente, el dual del teorema final del § 8, que dice
que el tridngulo equilitero es la Gnica figura que con un espesor
dado tiene minima A&rea, sera:

Dado el didmetro Dgg-, la figura convera esférica de
longitud mdzima es el tridngqulo equildtero de altura D.

Estos enunciados completan para los casos E > D=

ol 8

b1

’é“ 3
los teoremas de § Ty § 8.
' Luis A. Santals

INSTITUTO DE MATEMATICA, ROSARIO.

() Ver BoNNEsEN-meni;L, loec. cit., pig. 77.
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