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SOBRE LA’ LONGTTUD DE"UNA . CURVAfﬁgg.

’ ESPACJO COMO.. VALOB MEDIO .DE , LAS “
LONGITUDES DE SUS PROYECCIONES

PR ORTOGONALES

) o Lot
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L LA éANTALé

Sea C una curva del espacio de longltud L. Si L, es la
longitud de la proyeccién dé C sobre. un. plano normal a la di-
reccion o, en el n. 1 demostramos que la longltud L se exprésa
en funcién del valor medio L, de las longltudes L, de las pro-
yecciones, respecto todas las, dlreccmnes, por la relac16n sxmple
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| Para .aplicar practicamente esta férmula se puede, por
IR < ‘ejemplo, proyectar C sobre tres planos ortogonales y tomar co-
N mo valor aproximado de L, la media aritmética de las longi-
tudes de las tres proyecciones obtenidas. Interesa entonces cono-
cer los limites del error que se comete al aplicar la formula (1)
para obtener L. Esto es lo que hacemos en el n. 2.

En lugar de tomar la media aritmética de las proyccciones
segun tres direcciones, se puede, mas generalmente, proyectar C
segin un mayor numero de direcciones, por ejemplo, se-
gun las doce direcciones normales a las caras de un dodecaedro
regular, o bien segin las veinte de un icosaedro regular y tomar
en cada caso la media aritmética de las longitudes de las proyec-

ciones como valor aproximado de L, para aplicar (1). Tam-
bién en estos casos hay que acotar el error posible. Para estos
casos, estudiados en el n. 3, aplicaremos los resultados obtenidos
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: Supomendo el segmento dado comcxdente .con la du'ecclon
orlgen de los angulos 8, Ja: longltud de Su proyeocmn sobre un

. ‘)*\/’l"\ iq\)\(&\ |\~.\
plano normal a la 'direccin o vale , . -

U= u sen ¥

y..por tanto, multlphcando por dw ambos Imembros e integran-
do a, toda la cesfera umdad resulta
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'Rl valor medio ' de la‘p;roy'écc'i()n u, vale por"éoﬁs'i'guienbe}"
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que nos prueba que la relacién (1) vale para segmentos.

Para una linea poligonal, aplicando (2) a cada uno de sus.
lados y sumando, resulta que la misma (3), y por tanto (1),
vale también para lineas poligonales. Para una curva rectifica-
- ble cualquiera, basta considerarla como limite de las poligona-
les inscritas y observar que el limite de las longitudes de las
poligonales proyectadas es igual a'la longitud de la proyeccion

(') P. A. P. MorAN, Measuring the surface area of a._confvez body, The
Annaly ‘of Mathematies, vol.-45, 1944, plgs. 793-799.
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y otras “dirécciones 0, para

2. Consndero;mos ahora . ségmento” de”* recta de longitud

u y tres planos ortogonales entis si; por ¢jemplo los tres planos.
#;=0, z;=0, ;=0 de un sistema de ,coordenadas z,, 4, Tg.
Llamando u,y; u13: Ugg, a las, lf)ngltudes de las _proyeccio-

nes del segmento ‘dado sobre los’ tres planos” Goordenados’ (de ma-
nera que u;; es la longitud de la proyeccion sobre el plano z;,
xj), la formula (1) nos dice que un valor aproximado de u ser&

wr— 4 u{12+u13+u23. . (4)
7 3

Queremos ver entre que limites puede estar oontemda la ra-
z6n u*/u entre la longitud asi calculada y la verdadera.

Llamando u; a la proyeccién del segmento sobre el eje
x; e€s

ul=u?u?, upt=u?tug? ul=u?tu? (6)
y ademas

WPy gt gt | (®)

Por tanto, sumando las igualdades (5), se tiene,

u122 + u132 + u232 = 2 u?. . . . (7) .
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En nuestro .caso,. ’pomendo -
cando (7) serd,

Uyp+ Uy +Usz < V6_u.

cualqmer valor fijo de uy;, segun (7), es

. ("’12_"1L u13)2 =g\u2 —Ugs® +2upp s

s »H LA A
donde el : slgno de igualdad vale umcamente para ‘el caso - de sser.’

U12’ n= u13’ K Usgg ' y'aph-‘

o :VA,.\-: .

Para encontrar la acotacion mfenor observemos que para

por tanto, .31endo los u; positivos, la suma u12+u13 es mi-

nima cuando uno de los sumandos se anula. Suponiendo, por

eJemplo,_ Uy =0, entonces la igualdad ;52 + uss?
dice que debé ser Ujp = Ugg=1U. Se tiene por tanto

Ugp - Ugg + Ups = 2 u.
De (4), (8) y.‘(9) se ‘deduce

8 u* 4
—=—=<
T u~

§1

|

<o

T

O sea

. u*
0,848. .. §—u—§1,039

=2u?" nos

(9)

(10)

(?) Ver por ej. la nota L. A. SBANTALG, dlgunas desigualdades entre los
elementos de un tridngulo, Mathematicae Notae, vol. III, 1943, pig. 65.




Estés? acoteéxones 10 "se- pueden ‘mejorar,’ npues ellslghb de:
1guandad S0 obtléne nla acotacién -inferior;ipara un segmentpx
paralelo Unos! b"’rslohg"é 81 wcoordenadd; i yoenala: supenomparnv
“un: segni'éiitb"paiwalelf;‘ias‘la‘rectai-xi-:.xgowm—xs RS N
v 81 s\é\&ti‘ataé’ﬁef‘u"ﬁzi"curva -C cuybs groyeccwnes“sobre lo
.-tres planos coordenados ‘no tengan ‘arcbs ‘multiples, -6 séaiidrcos:
en’ los cualéé se proyecten varios arcos de la curva, considérando -
su longitid como limite de la'suma-de las longltudes tdeés «
lados de- poligonales inscritas, resulta que la acotacion (10) va-
le también:para .C: ... - - ¢ it et adud
8. Consideremos ahora el mismo segmento de longltud u.
y supongamos .que;lo proyectamos sobre :las -doce" caras ‘de un
dodecaedro regular. Llamando u,, u,, u3,. s Uy . a las longxtu«‘
des de las doce proyecciones, aphcando (1) se obtiene el siguien-
_te valor aproximado de u

12 _
u*:é—%)l:'u,-.‘ ' o (11)

Queremos ver también en este caso cuales son, los valores
extremos del cociente u*/u - entre la Iongltud asi calculada y la
verdadera. .

Un método _directo como el seguido_en el caso anterlor,_‘,
no- parece - ficil ‘en este -caso. Vamos a- seguir un camino mdl—'
recto, que si bien no da acotaciones precisas (pues los valores -
que obtendremos pueden seguramente mejorarse) sirve también
para acotar el error posible de cometer. '

Debémos recordar el siguiente resultado de P. A. P. Mo-
ran(}). Sea K wuna superficie convexa .cerrada de area F.
Proyectando K ortogonalmente sobre las ‘doce caras de un do-
decaedro regular y llamando F,,F,, F,;,...F;, a las 4reas de
las proyecciones obtenidas, sz puede tomar como valor aproxi-
mado de F la expresién

4 12 :
= ZF, (12)

F* . - (13)
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dos extremos por semlesferas del mxsmo,grgdlo €. ,fTendremos
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e e F 2neu+4ne2 g e
' Al proyectar K sobre las caras del dodecaedro "entre el rea-
F; y la longitud u; de las proyecciones de K y del segmento

dado respectivamente, se verificapara cada proyeccion

Fi=28d5+n82

Por tanto, segin (12),

T2

F*:%ez ul+4-re2

Aplicando entonces (13) y pasando al limite para- e - ten-
diendo a cero, se tiene .

2 -

- Zui

0,918.. =1 -<1,079...
3nu

y recordando (11) se tiene finalmente que entre las magnitudes
u* y u vale la misma acotaciéon (13) correspondiente a las su-
perficies de los cuerpos convexos, o sea,

0918... £ —=1,0M.. (14)

La tnica diferencia estriba en que en (18) las acotaciones
no pueden mejorarse, puesto que hay superficies convexas par-
ticulares para las cuales, en determinadas posiciones, valen los
signos de igualdad, mientras que en (14) las acotaciones deben
poder mejorarse, puesto que los signos de igualdad no son al-
canzados.
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‘nque las "acotaclones*
‘a{-{?{[\({l.\U?;M{ -
Exactqmeﬂteeelr ‘mismo razonamzento sirvé:sparajel caso de
considerar;la media aritmética de las longitudes de-las proyec-
ciones de una curva C de longitud L sobre las veinte caras de
un icosaedro regular; eg este caso, Moran(l) ha probado que
para las superfxcxes de los cuerpos convexos vale la acotacion

P

PR PR PRI e L

0987, s < 1',648 LT )

siendo

S i et

20
Fr=g5 = Fs

Para las curvas, lamando u;(i=1,2,3,...,20) a las lon-
gitudes de las proyecciones sobre las 20 caras y tomando como
valor aproximado de la longitud u de la curva, la expresion,

o o o e R SRR T

u*—

'b'i
b1

1 20

— 2 u;

20

resulta valida la misma acotaciéon (15), o sea,

0,957...§%§1,048._... | (16),

Como siempre, esta acotacion (16) supone que las proyec-
ciones de la curva sobre las caras del icosaedro carecen de ar-
cos multiples.

4. Las acotaciones (14) y (16), aun siendo bastante bue-
nas,” ya hemos dicho que deben poder mejorarse,

Por simples razones de simetria parece evidente, que tan-
to en.el caso del dodecaedro comb en el del icosaedro, los va-
lores méaximo y minimo del cociente u*/u para el caso de un




fis segmento,wdeben \oorrqsponder a.las posxcmx(les Adel- niusmo céh que, - -
i supuestonoolocado n .un nextreinmeh ellmentrofdeli,pohedro,ws_‘
pormal ‘a una, ca '
que!pasa: poriuno. dealos wéttices.i lw» 7 ;
wu5nComo,en- éstas - posiciohes -es facllicalcular, ‘dlrectamente los
valores oorrespondlentes de .u¥*’ se tienen acotacxones:que sl
‘bien no quedan demostradas” con ‘todo’ rigor, " .parecé muy. proba-
ble que sean efectivamente; las verdaderas.
Para-el. caso. del dodecaedro se caleula que el: valor de u*
para un segmento colocado con un extremo en el centro del ‘po-
hedro y con la dlreccuSn normal ‘a una cara, vale .

u¥*=u. 0949

~

y para la direccion de una dlagonal que une dos vertlces opues—
tos, vale

u¥=u.1,011..."

Para la direccién normal a una arista el valor de u* esta
comprend1d0 entre los dos anteriores. Por. tanto, la verdadera
acotacion para segmentos y por tanto para curvas rectlfxcables
cualesquiera, cuyas proyecciones carezcan de arcos -multiples,
en el caso del dodecaedro parece que debe ser

- * . )
0,949 ... g"—u <1,011.... (17)

En el caso del icosaedro, colocando el segmento con un ex-
tremo en el centro y en la direccién normal a una cara, es

TN T T s B

o u*=u.0975...
1 -

) k3 y en la direccion de uno de los- vértices es
8 W )

21

X3 B . u¥=u.l0l1...

Er

Este valor es el mismo que se obtiene para el dodeacedro, lo
f%\. cual es natural ‘que sea asi, puesto que los 4dngulos que forma un
kY radio del icosaedro’ con sus caras son iguales a los que forma
un radio del dodecaedro con las suyas. C i
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En ‘la ‘dirécciébn normal -a'una “arista; el -valoride u* .esta

comprendido entre iiestos ‘dos: i Por ! tanto,-‘paransegmentos Yyien ok
consecuencxa“para\ curvas « rectificables - cualesqmeraa cuyas YPro- .
yecciones sobré’, 168" caras del’ icosaedro "carézcan 'de "arcos {mul- .-

ol
tiples, la:. verdadera acotacuin en- el caso del -icosaedro parece . %

que debe* S0 S A T N R R

(::"'l LT O e N . ’ ' * '. A"’;"-’ ". l.A 1,. o
0,975.‘.5_%_3_1,01}.:.. S as)

oo - L N R
Las suposiciones anteriores tienen en su apoyo el hecho.de

que es facil calcular que los primeras derivadas parciales de
u* respecto los cosenos directores del segmento, son efectiva-

mente nulas en las posiciones consideradas. Faltaria, sin em-.

bargo, probar que estas anulaciones corresponden efectlvamante a
méximos y minimos absolutos.

RoOSARI0, INSTITUTO DE MATEMATICA.

RESULTADO DEL CONCURSO ENTRE
'SOLUCIONISTAS DE PROBLEMAS PROPUESTOS
EN EL ANO QUINTO (rg45)

En aplicacién de lo dispuesto én el art. 49 de la Ordenanza de institucién
del Boletin del Instituto de MatemAatica Mathematice Note, el director del
Instituto ha tomado en consideracién las soluciones enviadas hasta el 19 de
julio de 1946, haciendo al sefior Delegado Interventor las propuestas corrés-
pondientes, que fueron aprobadas con Resolucién fecha 25 de octubre de 1946,
Exp. N¢ 1183 -1-1946 en la forma siguiente:

1° Adjudicar al estudiante Adolfo Daghetto del ©6° afio de la Escuela
Industrial Anexa el premio correspondlente al aiio 1945,

29 Declarar desierto el concurso entre solucionistas no pertenecientes a
la Facultad.

3¢ Enecargar al Director del Instituto de Matemética la eleccién de uno

o mas libros de matemética o de fisica para entregarlos eomo premio al Sr.
Adolfo Daghetto.
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