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,SOB,RE LALONGIÍrUD, DE UNA .CÚRyA,„D]p:L, 
' EgP,^CJÒ COMO, >VALOR,.MEDIO ,DE ,LÀSj;; 

. ..LONGITUDES DE SÜS.PI^OYECCÍÓNES n 
, ORTOGONALES , ,, . 

L. A. SANTALÓ 

Sea C una curva del espacio de longitud L. Si L^, es la 
longitud de la proyección de C sobre. uii. plano"normal a la di
rección co, en el n. 1 demostranios que la longitud L se expresa 
en función del valor medio L¡o de las longitudes Lo, de las pro
yecciones, respecto todas las, direcciones, por la relación siniple 

7t 
(1) 

Para aplicar prácticamente esta fórmula se puede, por 
ejemplo, proyectar C sobre tres planos ortogonales y tomar co
mo valor aproximado de L^,, la media aritmética de las longi
tudes de las tres proyecciones obtenidas. Interesa entonces cono
cer los límites del error que se comete al aplicar la fórmula (1) 
para obtener L. Esto es lo que hacemos en el n. 2. 

En lugar de tomar la media aritmética de las proyecciones 
según tres direcciones, se puede, mas generalmente, proyectar C 
según un mayor número de direcciones, por ejemplo, se
gún las doce direcciones normales a las caras de un dodecaedro 
regular, o bien según las veinte de un icosaedro regular y tomar 
en cada caso la media aritmética dé las longitudes de las proyec
ciones como valor aproximado de L^, para aplicar (1). Tam
bién en estos casos hay que acotar el error posible. Para estos 
casos, estudiados en el n. 3, aplicaremos los resultados obtenidos 

',1' t 
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Ml '''f èricàs ' dei·̂ ^ punto \aS"> (colatiíüd' y ' longitud" respectivamiente) el 
VLí'elemento de área correspondiente al miismo lo expresaremos ábre
se' viámente.por •: doo;=:sen8-d^-.dcp.';;;, .,"i . ' . . . < / • 
h^ Suponiendo el segmento diado coinciderite con la.dirección 
\ oriffen de los ángulos .S·, •, la'.longitud-de Su proyección..'sobre, un 

>A , ° . . , *, •V\i·.rr.·i.·,-,'.,\i)\Pvv·.,VMS·.v^ ."r, v-',v.,-..¡.>>vr\!V! iÁ>-)r*-V 
m plano normal a la dirección .,co vale 
\t • " 

y por .tantp, iriultiplicando.por.dco ambos miembros e, integran
do a toda la esfera .unidad E resulta . , . . , . 

I: ' ' i ' I Yu,!'tlco":=^ j u sen^'è'dS-'(lcp = u J dcp Jsen2> d* Í=:'IT2 u.; (2)^, 

. ~ v - u ' . . i r ' N ! • • . . . ; < • ^ . • • • • ' • ; " • • ' 

' E l valor niedió'de la proyección u„ valo por consiguiente; 

I «codo 

it 
«CD=F 

/dco. 
: — U 

4 
(3) 

-.^* 
% 

I 
V 

que nos prueba que la relación (1) vale para segmentos. 
Para una línea poligonal, aplicando (2) a cada uno de sus 

lados y sumando, resulta que la misma (3), y por tanto (1), 
vale también para líneas poligonales. Para una curva rectifica
ble cualquiera, basta considerarla como límite de las poligona
les inscritas y observar que el límite de las longitudes de las 
poligonales proyectadas es igual a la longitud de la proyección 

O P. A. P. MORAN, Meaenring the síi/rface área of a cotivex hody, The 
Annala o£ Mathematies, vol. 45, 1944, págs. 793-799. 
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de.,la curya.vp^rA tP!<Íí*k4íí̂ ,ÇRÍón.tde)ipWy^^ 
-.^^ mostrada la validez gehóral.'.déi;(i)jc,i,ra ,:i]i,i\>iirj/í-vi(i'-ÍMÍjr'. ^,--^'.)f'ur.i 

•. Consecuenpia^; Püestp •; cp4i3)̂  valor, .'niediq, 'de/una yfunción •.; 
esfá mejqrípKieí'CQÍnpJíwd̂  ¡mifticiá, ^ 
de.; Jç, i()9Í8m.̂ >i;'j[̂ mQ c0ri9i|l̂ iô de,̂ la;cíó̂ iqvî a/l(3),•l̂ Qá̂ t̂â ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^ .'i./b 

..,J)çiJd^]^naí\hurva\>fíj^ longitiid'ít, ,siérnptç existen diV.í 
r€ccion^\i\ài,\ ae,l\ espaciqp tal^yqm.i;h,llóngitddíL·''^'ide/.la'Apro~: 
yeccióñ:¡dei\\C. sqbrej un plano [normal ;a î ró ¡ciihip/a ild-\flesigüaldad 

!•!• • · ; ; ·"- ·Vi.v· . . -( . r Á Wi ; . . l i · i r ' r ' i A ',<„''•' <'.'}\'.>.'íK'i--,':-'iÍ-:r' ,•.'•):•."'{•' /;,:. 1 .• • 

y oíros direcciones coĵ  para lo^\ cuales ,se verifica, 

2. Considérçmòs ahora un segmentó de'rbcta de longitud 
u y tres planos ortogonales entré sí; por ejemplo los tres planoé-
a;i = 0, X2 = 0, a;3=:0 de un sistema de coordenadas Xĵ , X2, x¡. 

Llamando «12,1X13,«23, a las. Iqiigitudes de las proyeccio
nes del segmento dado sobró los tres plaiios'coordenados (de ma
nera que u¡j es la longitud de la proyección sobre el plano x¿, 
Xj), la fórmula (1) nos dice que un valor aproximado de u será 

I 
W 

UtJl 

? - • 

, ^ ^ £ U i 2 + U i 3 - | - « 2 3 _ 

" :r 3 (4> 

Queremos ver entre que límites puede estar contenida la ra
zón u*/u entre la longitud así calculada y la verdadera. 

Llamando u¡ a la proyección del segmento sobre el eje 
Xi, es 

U^.^=U^ + Up2 2 > «13 = « r + »3 ^23 

y además 

« 2 = U l 2 + U22 + U32. 

Por tanto, sumando las igualdades (5), se tiene, 

"12^+ «13^+ «23'= 2 «2. 

(5> 

(6> 

(7> 
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¡Debemos^AàUarrlos^yalorte ;mfucimo.'iy'mínimo >dé̂  'X'ÍJ|ml 

üi'f, s i e m p r é i l a ^relaóión'ÀíuiV •^:·•·'•\y•'k^•r^t^:l\S^\•^•'y^fyí<\\i^c^^}><^^<''ii^^·•A<( .'.'Vv\- • '\-'M0M( 

% I ^^•^),;ci^.i(í+n4-''í)''a3(?2+n«+.r;2)·.'.- . ;/.>;Í,-.H ,; 

ij;, donde èl signo de igualdad vale únicamente para el casó-de'Ser 

ei 

ĵ  1 1 En nuestro caso,'poniendo Ç==Ui2«n = "i3.''í = "23y'apli-
, J( cando (7), será, .^ . , ;."".•. .;i... . ' • • 

"l2 + «13 + "23 á l ^ " - (8) 

I 
Para encontrar la acotación inferior, observemos qué para 

cualquier valor fijo de u¡¡, según (7), es 

» . . . . , .; 1 

I ' . , (Ui2-f-Ui3)2 = 2u2-U232 + 2Ui2Ui3. •;, . . . 

'"' 7Í y por tanto, siendo los u¡y- positivos, la suma û 2 + "i3 ^s mí-
JSi nima cuando uno de los sumandos se anula. Suponiendo, por 

' 4s ejemplo, 1113 = 0, entonces lá igualdad úi2^ + «23̂  = 2 u^ nos 
i f dice que debe ser Ui2 = ti23 = "- Se tiene por tanto 

y . Ui2 + «13 + «23 è 2 U. 

f De (4), (8) y'(9) se deduce 
i 

4 3n u 3n 

(9) 

o sea 

0 , 8 4 8 . . . ^ — ^ 1 , 0 3 9 . 
u 

(10) 

O Ver por ej. la nota L. A. SAUTAKS, Algunas desigualdades entre los 
elementos de «n. triángulo, Mathematicae Notae, vol. I I I , 1943, pág. 65. 
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EatásVacot^éíóiiés''^noíse .piieden ''mejorar/ipuès -el\sighb' de 

:••'. .Si 's'éHtíjaíàiílHè'V'̂ ^̂  C .cuy<(spróyéccionçi 'sóbhel lòsp 
tres pktriósycoórdèríàdos no tengan arcó's múltiples} ò sèa.'î afciM' 
en los cúató sé proyecten varios arcos de la curva; considerando 
su longitiid conio .'líniite de la'• surtía • de las longitudes;denlos» 
lados de • poligonales inscritas, resulta que la acotaciórt (10) va
le también para C.' . •• • . • • . ' ; i' i- •••;'>!.•: 

3. • Consideremos ahora el mismo segmento de longitud «• 
y supongamos que i lo proyectarnos sobre jlas • doce caras de un 
dodecaedro regular. Llamando Uĵ , Ug.Us,..., «12 a las longitu--^ 
des de las doce proyecciones, aplicando (1) se obtiene el siguien
te valor aproximado de u 

4 1 '^ 
TI í¿ 1 

<11) 

I 

i 

11 
'ii' 

Queremos ver también en este caso cuales son los valores 
extremos del cociente u*/u entre la longitud así calculada y la 
verdadera. < 

Un método directo como el seguido en el caso anterior, 
no-parece fácil en este caso. Vamos a seguir un camino indi
recto, que si bien no da acotaciones precisas (pues los valores 
que obtendremos pueden seguramente mejorarse) sirve también 
para acotar el error posible de cometer. 

Debemos recordar el siguiente resultado de P. A. P. M o-
r an (^ ) . Sea K una superficie convexa cerrada de área F. 
Proyectando K ortogonalmente sobre las doce caras de un do
decaedro regular y llamando F-^, F^, F¡,... f 12 ^ l^s áreas de 
las proyecciones obtenidas, se puede tomar como valor aproxi
mado de F la expresión 

4 12 

teniendo lugar las acotaciones 

F* 
0,918... á -TT^ 1.079 

r 

(12) 

(13) 
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Para aplicar; esto resujltaeío al^casQ.iactualído: lft8,(C]ui;v:4s en ; 
lugar de las superficies convexas, yCQnsiderieinos ,el,LsegxnèntQ/de/ 
longitud u u, dado.í envuelto ^pprsunj^Uiodícp \î e. reyójli(ivCÍóñ,r(ie,;5r̂ -|j»; -
dio e, cuyo ej0 sea eLniismosegiqento, yiel cuaí|terniine.eri los; 
dos extremos por seniiesferas del mismo./iradip.ie.,)Tendremos,, 
así un cuerpo,convexo /Ci cuya (superficie, tiene/.elíáxea •.,. i 

l ü í í . . I r ! ' I , ' ; i,i .Vji 'r i í i- '-,! , 

F=i.2 7teu:f 4jte2. • / , , . ; ,,, .,:•,. .̂ . , 
y • 

Al proyectar K sobre las caras del dodecaedro, entre el. área 
F,- y la longitud «¿ de las proyecciones de /C y del segmento 
dado respectivamente, se verifica • para cada proyección 

Por tanto, según (12), 

F * = — • 8 ^ ' u ¡ + 47te2. 

Aplicando entonces (13) y pasando al límite para • e ten
diendo a cero, se tiene 

0,918... á - i — á 1,079... 

y recordando (11) se tiene finalmente que entre las magnitudes 
«* y u vale la misma acotación (13) correspondiente a las su
perficies de los cuerpos convexos, o sea. 

0,918... S — á 1,079... 
u 

(14) 

La única diferencia estriba en que en (13) las acotaciones 
no pueden mejorarse, puesto que hay superficies convexas par
ticulares para las cuales, en determinadas posiciones, valeu los 
signos de igualdad, mientras que en (14) las acotaciones deben 
poder mejorarse, puesto que los signos de igualdad no son al
canzados. 
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«; Como -8Íemjprè/í,'èiRenf4ugw cde' un • segtaiento sçl tien¿)\ una 
taúrva' G;/ía^ g ^ í'sitóííp^^ 
(L·caedro\règtíjlar$ixirèicàHí'de'-
mo' límite de.ii j^li^otiales' inscritas,' resülta'vyque las acotaciones' 
(14)'válenVtanibiéÜ'ipara.íeUa;- ' i.- -»':••.••!pVí''-*'''*í'í.h'fi'AM*v\̂ ;vv - J-

Exacts\medtBi.el¡ mismo razonamiento 'sirvesparajél'caso de 
considerar; la media aritmética de las longitudes de las .proyec
ciones de una curva C de longitud L sobre.las veinte caras de 
un icosaedro regular; eç este caso, Moran( ' · ) ,ha probado que 
para las superficies de los cuerpos convexos vale la acotación 

i 

0,957. . .^-
. /?* 

; Í ,048. (15) 

siendo 

4 20 

20 1 ' 

%M 

Para las curvas, llamando u¡ (i— 1,2,3, ...,20) a las lon
gitudes de las proyecciones sobre las 20 caras y tomando como 
valor aproximado de la longitud u de la curva, la expresión. 

4 1 ^ 
n 20 1 ' 

t " I resulta válida la misma acotación (15), o sea. 

0,957...; -^1,048. (16), 

Como siempre, esta acotación (16) supone que las proyec
ciones de la curva sobre las caras del icosaedro carecen de ar
cos múltiples. 

4. Las acotaciones (14) y (16), aun siendo bastante bue
nas, ya hemos dicho que deben poder mejorarse. 

Por simples razones de simetría parece evidente, que tan
to en el caso del dodecaedro comto en el del icosaedro, los va
lores máximo y mínimo del cociente u*/u para el caso de un 
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segmento(idebeh ^corri^sponder la las ^osiçionesÀdel fiiismo,\éh que, 
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ív'.',..Comp.,«n.'éstas• posiciones es fácil,)calculari-,directamente^-los 
valores correspondientes de u*," se tienen acotaciones (íqüe.c si 
bien no'quedan dérnostradas con todo ri^ór, parece muy proba
ble que sean efectivamente, las verdaderas.! 

Para el. caso, del dodecaedro se calcula que el-, valor, de «* 
para un segmento colocado con un extremo en el centro del po
liedro Y con la dirección norinal à una cara, vale ' ' 

i^ - ^ I . 0,949. 

y para la dirección de una diagonal que une dos vértices opues
tos, vale 

.u* = u . 1,011.... 

Para la dirección normal a una arista el valor de u* está 
comprendido entre los dos anteriores. Por. tanto, la verdadera 
acotación para segmentos y por tanto para curvas rectificables 
cualesquiera, cuyas proyecciones carezcan de arcos múltiples, 
en el caso del dodecaedro parece que debe ser 

0,949...; ^ 1 , 0 1 1 . . (17) 

En el caso del icosaedro, colocando el segmento con un ex
tremo en el centro y en la dirección normal a una cara, es 

i 
••1 

î i 

m 

u* = u . 0,975... 

^<W'• 

I 

I 

en la dirección de uno de los vértices es 

u* = u . 1,011. 

Este valor es el mismo que se obtiene para el dodeacedro, lo 
cual es naturalque sea así, puesto que los ángulos que forma un 
radio del icosaedro con sus caras son iguales a los que forma 
un radio del dodecaedro con las suyas. 

t 
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En la dirección normal a í una arista; el valor'de u* está 
comprendido íentre i estos ' dos; D-POT ' taiito, • ípara í segmentos y; €n 
consecuenciaíipára'^'curvas<• rectificables cualesquierai-cuyás 'pro
yecciones sobré\lás' cáf-as del icosaedro carezcan) de arcos ¡múl
tiples, "lat verdadera'acotación en ' el cáso'í del 'icosaedro parece 
que debe'ser'''íV;'/•. ••••'.;• '•' •: • ñ' -;:>.,••;;.•.;.i-'-'!i'. .•••i-.·i·.f 

0,975... g — < 1,011. (18) 

Las suposiciones anteriores tienen en su apoyo el hecho de 
que es fácil calcular que los primeras derivadas parciales de 
u* respecto los cosenos directores del segmento, son efectiva
mente nulas en las posiciones consideradas. Faltaría, sin em
bargo, probar que estas anulaciones corresponden efectivamente a 
máximos y mínimos absolutos. 
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BosAaio, INSTITUTO DE MATEMÁTICA. 

Si; 

f 
RESULTADO DEL CONCURSO ENTRE 

SOLUCIONISTAS DE PROBLEMAS PROPUESTOS 
EN EL AÑO QUINTO (1945) 

I 
•i 

En aplicación de lo dispuesto én el art. i'> de la Ordenanza de institución 
del Boletín del Instituto de Matemática Mathematicce Ifoim, el directoi' del 
Instituto ha tomado en consideración las soluciones enviadas hasta el 1 ' de 
julio de 1946, haciendo al señor Delegado Interventor laa propuestas corres
pondientes, que fueron aprobadas con Besolución fecha 25 de octubre de 1946, 
Exp. N ' 1183-1-1946 en la forma siguiente: 

1 ' Adjudicar al estudiante Adolfo Daghetto del 69 año de la Escuela 
Industrial Anexa el premio correspondiente al año 1945. 

29 Declarar desierto el concurso entre solucionistas no pertenecientes a 
la Facultad. 

39 Encargar al Director del Instituto de Matemática la elección de uno 
o más libros de matemática o de física para entregarlos como premio al Sr. 
Adolfo Daghetto. 
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