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1. ENUNCIADO ¥ Dmosmmdlén DEL quomn@A En el ni-

mero " anterior -de -estas, MathematwaerNotae ) B Lev1 resuel-

ve el problema de hallar cuaternas de nimeros enteros m n, p,
a, el a de una sola cifra, tales que- los tres primeros’ venflquen
a la’ ecuacion' pitigérica = .

v -

T

'm2+n2—p2 ’ T (1.1)

y los nimeros que se obtlenen antepomendo a cadd. uno-de ellos
la cifra a, sigan todavia verificando la’ misma ecuacién "(1.1).
Por’ ejemplo, para m=5, n=12, p=13 se cumple (1.1)

y anteponiendo a cada uno de. estos numeros la cifra a=1, se

obtienen los numeros 15, 112, 113, que también satisfacen a

la misma ecuacién. | !
Demuestra B. Levi que el problema tiene infinitas solu-
ciones, que clasifica en diferentes sucesiones infinitas correspon-

~dientes a los distintos casos que aparecen en el analisis del pro-

blema y después de estudiar varios de estos casos posibles, deja
al cuidado del lector completar el estudio de los restantes..

Nos ha parecido interesante hacer este complemento, princi-

palmente porque una simple observacién nos ha permitido po-

ner de manifiesto que puede prescindirse de la condicién de que
el niimero a sea de una sola cifra, llegindose-al teorema gene-

ral siguiente :

") B. LFV‘I Sobre un p'roblema diofdntico, Mathematlcae Notae, vol. V,
phg. 108, 1945, .
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3 Indicando con a un entero positivo, para que egis-
& tan tres numeros enteros m, n, p, que verifiquen la ecua-
A cidn’ pitagdrica (1.1) y cumplan la condicidn de que los nume-
& ros que se. obtienen anteponiendo a cada uno de ellos el numero
}Xf: a szgan verificando la misma ecuacidn (1 1), es condicidn ne-

cesaria y sufwwnte que sea

TE NS

1=a<T, ) (1.2-)

s

en cuyo caso hay mfmztas ternas .M, m, p que cumplen das
condiciones mencionadds’: - - : A
Vamos a dividir la demostra(nén en dos partes probando
- primero que la’ condlcxén es necésiria y luego que -es'suficiente,”
-+ . 1. La condicidn es necesaria. En la demostraclén de B. Levi
la, condicién ‘de' que ‘6l ntimero" dntepuesto ¢ sea de una sola cifra
sé utiliza de una manera ‘efectiva un1camente en el n° 3 para_
: demostra‘r‘ (fue en-1d' éxpresion - (21) que se escribe "

ATy ~'£':

S

Lo R SO
e e
ol R

| | pprugeusitg, 4 Zhmy _(1;‘3)
debe ser -
g—u—1+k=h. (1.4)

Ahora bien, vamos a demostrar que.-dicha condicién es su-

- perflua puesto que de férmulas escritas precedentemente por
el autor se puede deducir la acotacién (1. 2)

" En los casos 10. y 20. 'a) de B. Levi, sin ;ut1l1zar la hipé~

- tesis de que a sea de una sola cifra, se encuentra,que a solamente

puede tomar los valores 1, 2, 3. Estamos, pues, dentro de la’
acotaci6n (1. 2). -

En el caso 2°. b) se llega a la 1gualdad
| b=5. 10ac—u—1a+m1 s

Por otra parte, ut1hzando swmpre las mismas notacmnes
de B Lev1, se tiene

2

| T=ptn>2. 10wt (1.6)
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. siendo

" . de aonde
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'm'=_10um1<1oz. @y
De (1.5), (1.6) y (1.7) se tiene

m?=10% m,2> 2. 1041 (5. 10°-u-1a + m,)

m,? > ]_02(a:—u)—1 a + 2. 10:c—u—1 m,

que 80 puede escnbu' en la forma Gy o S

e N -

(m ‘__—10H—1) > 102(w—u—v (10a+1)

Pero sxendo m1<10””‘" de esta deslgualdad 56 dedqoa
. 102(:{:—:1—,—1).92 > 102(::—-—1;—1.) (10.0 + ]_)

‘_-a<8' . (L.8)

lo que prueba la acotacién (1. 2) .

Como confirmacién de este resultado se observa que la
afirmacién contenida en la pag. 117 de la nota de;B. :Levi de
que k puede tomar los valores 0, 1, 2, 3 (lo ique equivale a

_decir que a puede tomar los valores 1, 2, 4, 8) debe modificarse '
. excluyendo el valor k=38. En efecto, para k=3 se comprueba

inmediatamente que los- dos extremos de-las- demg'ualdades (37)
se hacen iguales, lo que demuestra la no existencia’ de mngun
valor de ! intermedio entré ellos. '

20. La condicidn es sufwwnte Una vez demostrado que la
condicién (1.2) es necesaria, nos falta . probar que ella- es sufi-
cienle, es decir, que para cada valor de a <7, existen infinitas
ternas de ndimeros enteros m, n, p satisfaciendo las condiciones

del teorema.

Para a=1, 2, 3 han sido dados -ejemplo_s'por B. Levi y
el caso a=4 cae también dentro de los ‘casos por :él estudiados.

. Pero como al llegar a la pag. 115 B. Levi pasa :a considerar
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partlcularmente el caso al._-c_d 1, quedan- de lado los ca-
sos a=5, 6, 7. Para considerar estos casos partiremos. de las

" formulas siguientes, obtenidas en la pig. 115:

6 — Oh+l <, = .l_Tﬁj__l

» . _ N o Cme2 '
pht a1+m'2=l2l.'c,A p+n§'52“22_”b—l TZ— - «(1.10)

5h—k2-k<mo/5h~k+121—k L (L11)
Bhk gidert < T2 <5h—'f+1 -k (L12)

' siendo ademéds | _
--"m‘;‘loa‘;ml'__'loq-zhm. T ()

o thudas;gualdad (1 12);se puede escmbu'

h—lc ‘— : h—k—{-l ch+‘2 N ‘
5T V—<m2<5 277 Y. (1.14)

Para reunir (1 11) y (1 14) en una ﬁmca sucesién de - dos

- desigualdades, - basta observar que |

= H

Gh—k 2~k P ;/— I

272 v

En efecto, ambas desxgualdades, por simples transformacio-
nes se ve que serén venfwadas swmpre que sea

5h—7.c+1 <ktle .

.

y esta ”de’sigualdad es evidente teniendo en cuenta la primera
igualdad (1.10).

Podemos por tanto reunir (1. 11) y (1 14) en la expresuén
unica

¢

© . h= l—k+1

5 2 T8 Yowmy<Bhktotk . (L15)
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Teniendo en cuenta la pnmera igualdad (1. 10) estas desi-
gualdades equxvalen a las 31gmentes

1—k

2e>5 5 R 221/"+5h—k+1a1 - (1.16)
B¢ < Bhktl (g, 4-21k), | (1.17)
La (1. 16) equlvale a. . s k
2% > L 3 f (2 —F‘—+ 1/21—l=‘ﬁr 204a,)

7‘ P T O RN T4
y la (1 17) se puede escribu' _

2 z <;/—5_T‘Va1+21—’¢

Tomando logarltmos podemos escnbir estas - demguuldades
'en la forma més simple :

o

) .
-

1035 log (2 +l/21"‘—|—20a1) ’ logc )
(h k oo 422 gz 2 Tog (1 18) -
. 1-k)
l<(h k\log5 +log5+log (a1+2 ) logc E (1.19)

log2 =~ log2

Escribiendo que estas dos des1gualdades (1 18) Y (1 19) de—
ben ser compatibles, se tiene,

9 log (21:2‘,‘6 +Y21%4-204a,) o< log 5+ log (a, + 21"‘)
’ log 2. o log2 -

o sea,

T (74 V2R 20a,)7 <5 (g, +21F)
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que equivale a
kg 8. . . T (1.20)

y como a=2ka,, se comprueba de nuevo la ‘acotacién (1.8).

Siempre que sean dados dos valores k& y a, que cumplan
la condicién (1.20), el hecho de que logh : log 2 sea un nime-
ro irracional permite afirmar (como observé B. Levi en el ar-
ticulo .originario) que existirdn infinitos valores enteros de K, [, ¢

_para los cuales se verifiquen ‘al mismo tiempo. las desigualda-

des (1 18) y. (L.19). = .. L oi- ol
- .Recordemos que h,.! pueden ser - cualesqmera mayorés que
1; en cambiié ¢, djebe 'ser«.impar;-no \multlplo -de 1B iyi: dlvispr'

-de a,2.

Una - vez- obbemdos h, 1, ¢, mediante (1:10) se obtendré -ms.
Tomando para-u un valor cualquiera que satisfaga a la demgual—
dad-(1.9) conoceremos m por (1.13). Con el.valor dé p—n=>b
deducido de (1.9) y el de p+n dado por (1.10) calcularemos. p
y n. Como u, con tal dé verificai la demgualdad (1. 9), puede

ser, cualquiera, resultan’ infinitas soluclones epara cada a y ncada .
- terna h, I, ¢ de’ valores. RO

2. - BJEMPLOS. — Para a=1, 2, & lhan sido. dadas varias.su-
cesiones infinitas de eJemplos por B. Levi. R-epmducuemos las
més simples: \

Caso a=1. Se tiene el eJemplo més 31mple ya c1tado

m=5, n=12, p=13 : (2.1)

y la serie infinita que se obtiene dando a v valores enberos =0
en las expresiones

m=5.10"", n=125.10—5, p=125.10%"45
Caso a=2. Se obtiene, para todo vélqr de v=0,
m=6.10%2, n—18.5¢.10%—8, p—18.5¢.10%+8;
asi, para v=0 ‘resuita

m=600, n=11242, p=11258. o (2.2)
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Caso a=38. Se oBtiene para todo v=0,
m=9. 10”+2 n=27.5¢.102*—12, p=27.54.10®+12
que para v=0 dan
m= 900 n= 16863 p=16887 . = - (2.3)

Para a=4, 5; 6,.7 ufllxzaremos, como hemios dlcho, »lad
desxgualdades (1 18) y (1.19). Se tiene:

Caso a=4. Es a;=1, k=2. Como c debe ser divisor de

" a,2.debe ser c~1 Sustituyendo estos valores.en (1:18) y (1 19)
'y haciendo los célculos- se -obtienen las desigualdades.: :

23219(h 2)+2776<l< 2,3219 (h — 2)+2906
| El minimo valor de h para el cual { puede ser entero es .

CR=18, =26, 0

i
¥

- De (L 9) se deduoe -éntoncés :que debe ser: a>15y2 ’pongaa :

mos u=v+}8§, siendo » un némero entero cualqmera 20 Se
tendré segin - (1 9) (1 10) y (1 13) :

22226_ 511, m1=(226 By 212 m—-(226— Bi1) o2, 10v48
b=p—n=2%8
pn= (2% —5i)2. 2. K15 10241,

Resulta por tant_ovla: sucesién infinita de soluciones
M= (226 511} 212 1OvS |
n= (226 —5i1)e 55 102+l — 287
p= (226 —Bu)e, 515 . 1020+ 4 287,

Para v=0:resulta |
"m=T 487 790 694 400 000 000 -
n=101 985 296 138 342 452 893 077 778 C @y
p=101 985 296 138 342 727 770 984 722.

- D
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. Caso a=5. Es '411_-——-.5; k=0. Como ¢ debe ser divisor de
a,2y no ser multiplo de 5. tnicamente puede ser-¢=1. :Las desi-
gualdades (1.18) y (1.19) se escriben

23219 h+5 051<l<2 3219 h+5 129
-El minimo valor.de ki para el cual l puede ser -\entero 88

De (1 9) se deduoe que debe ger u="7; pongamos u_v+7
. siendo v=0.- L
Segin (1.9), (1.10)y (1 .13)- se tendné

my=29 B, mym (200 525, . n (2‘*’—58> 2,10
b=p_n=225 .' . ’.».. e - gt
pn=(219—58)2.2 51,108, . v o <

' Se tiene asi la sucési\én infinita” de soliciones” * .

\ S L e e

= (219 —B8) . 26 1001
= (219 — 58)2, 514, 100 — 224
p= (219 —B8)2 514, 10 4 202,

Para v=0 resulta

“m=85 544 820 ooo 000 o
=109 044174 615 461 738 409 . (2.B)
p=109 044174 615 495 292 841. |

Caso a= 6. Es a1_3 k=1; c puede tomar los valores
1, 3, 9. Las desxguald!ades (1.18) y (1. 19) se escribgn B

logc
log 2

o g'

h—
2,3219 (h—1)+4,217 g2

1)+4 322—

BT
o A
«s-f«\s&%n;v@?ﬁf&v. ‘
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Piobando valores enteros da h y los - posﬂ)les de ¢, se ob-
tiene que los valores minimos s para h y 1 resultan al tomar \

k= 5 c=3, l_12 (,

s

De (1. 9) se deduce entonces que debe ser u=4; pongamos
u=v+4. Segun (1.9), (1.10) y (1'13) se tendrd =
mz_(219 55) 3, ml——(212—=-55) 3. 25

e s i R (2257828 100w
bpn2173- - ,_,,-__.‘,
pm=(218 59" 3k W 1040 ek

Dando av todos los valores >0 se’ obtlene asi la suoes16n
de solucmnes mgmente :

m= (212 —5%) . 3.25. 10k
n_(212—55)3 58 102u 216 3 T
(<l l() cere e [} N

p __(21 —bB8)2.58, 3 102°+216.3.
Para v=0 resulta

m=932 160 000 . _
n=1104 891 600 267 = o (28)
p=1104 891 993 4s3.

“Caso a=T7. Es a=17, k=0; c puede tomar los valores 1
7, 49. Las desigualdades (1.18) y (1.19) se escriben -

lo o
23219h+546——g——<l<23219h+549 -
log 2 log2

Probando valores enteros de h y los posibles de ¢ se ob-
tiene que los valores minimos para h y ! resultan al.tomar,

h=1, ¢=7, l=5.
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De (1.9) se deduce entonces que debe ser u>512 ponga- '
‘mos u=v+3, con v=0. Segin (1.9), (1. 10) y (1. 13) se ‘ten-
dré :

(25 52).7, ml_(25 52).7.2,‘r.n=.(25——52).2.7.10”+3
b =p—n=2.T i G e E
p+n'= (25 52) 7.65%.2. 102”+1
Ly ek R gt LR aoibber s uib
Se obt;ene asi la sucesx6n infinita de solucmnes S 4 ey

R e St

23 gl

t okt 4o Fehingy .
‘:" i B ! Qe oy g .":'.I“J«.,’L TRV PSS NP LA
25 14 2)n2,7 10 A G : }
Ve aw( wi iz b MRl R Py )(:-ur Aate . efer sarrhiresing e
n&=(25m1.52)3) 5 17‘!\1089j.1 1,4(257}7\ IRPRS SR air asid '!:_¢ IR
e n wabifoialae audg Sl eagiab ufy widieey el et flane

p= (25—52)2 5°.7. 102v+‘1+25 o

Paraevﬂo msulta AR S B S SR N R

") cifenn abdees i shesn otagiaulic Sylen mberd 'mm\\))\ FERITPE

: .m,:m-q%OOOm nm]>107l8525,z p;~107l8?7{1, fen 'm(%»'f)

R INEY A (R AR A L -‘;h'wahw;l? ST e R e TR T
Observemios; finalmente que,| por +la. manera -como, han.sido

'obtemdosn bos*,elemplosunum,éamcqs @.1), (2. 2),. (2. 3), (2.4);

'(2@5) (2.8).(2,.T):50n, en. pqda '€aso,) . los .de. minimo. mﬁmero

’(l‘\.\

czfras“ Tt e e D e U
Se observa también que las. sucesmnes obtemdas de solu— ' ' )
.ciones no son, ev1dentemente, las Gnicas, puesto. que lag desxgual—
dades (1.18) y (1.19), en. cad.a caso; pueden verificarse. . para
infinitos valores de h y L. VRS '
Rbs}&gr_o,»li}é__m_mm DE:MAWI'QA.:"Y‘ L U : e
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