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COMPLEMENTO A LA NOTA 

i 

SOBRE UN PROBLEMA DIOFANTICO (f 
por 

L. A;̂  SAIÍTALÓ 

1.-ENUNCUDO y DiaíòsTRAciÓN DEiL TijOBEiíA. —, En el nú-

(') B. L B ^ Sobre un prol·leriía diofántico, Mathematicae Notae, vol. V, 
pág. 108, 1945. 

Ül 

(0f> mero anterior de .«stas Mathematicae i Notae (ï) B..-.Levi. resuel-
|í. ' ' ve eLproblema de hallar cuaternas de números enteros m\ n, p, 

a, el a de una sola cifra, tales que los tres primeros verifiquen 
a la ecüabión pitagórica ' ' 

m2-fn2 = p2 '. (1 .1) 

y los números que se obtienen anteponiendo a cada uno-de ellos 
la cifra a, sigan todavía verificando la misma ecuación (1.1). 

Por ejemplo, para m = 5, n = 12, p = 13 se cumple (1.1) 
y anteponiendo a cada uno de estos números la cifra a = l, se 
obtienen los números 15, 112, 113, que también satisfacen a 
la misma ecuación. : 

Demuestra B'. Levi que el problema tiene infinitas solu
ciones, que clasifica en diferentes sucesiones infünitas correspon
dientes a los distintos casos que aparecen en el análisis del pro
blema y después de estudiar varios de estos casos posibles, deja | 
al cuidado del lector completar el estudio de los restantes. 

Nos ha parecido interesante hacer este complemento, princi
palmente porque una simple observación nos ha permitido po
ner de manifiesto que puede prescindirse de la condición de que 
el número a sea de una sola cifra, llegándose al teorema gene
ral siguiente: 
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Indicando con a un entero positivo, para que exis
tan tres números enteros m, n, jp, ijue verifiquen h. ecua
ción pitagórica (1.1) y cumplan la condición de que los núme
ros que se obtienen anteponiendo a cada uno de ellos el número 
a sigan verificando la misma ecuación (1.1), es condición ne
cesaria y suficiente que sea 

l^a^l. (1.2) 

en cuyo caso hay infinitas ternas m, n, p que cumplen .las 
condiciones mencionadas!' • ' 

Vamos a dividir la demostración en dos partes, probando 
primero que la condición es necesaria y luego qúeei'^Uficientéí^' 

1. La condición ¿s necesaria. En la deinostración de B. Levi 
la condición de' qué el númeíò'tóitepuestb á sea dé una sola cifra 
se utiliza de una manera efectiva únicamente en el n". 3, ipara_ 
demostrad'q^e en Ik'éxj^rÉisión'(21) que se escribe ' • 

b = 5?^" 2 a'-u-i+fc «̂  + 2'» mg (1.3) 

debe ser 

X — u— l-\-k = h.. (1.4) 

Ahora bien, vamos a demostrar que dicha condición es su
pèrflua puesto que de fórmulas escritas precedentemente por 
el autor se puede deducir la acotación (1.2). 

En los casos 1°. y 2°. a) de B. Levi, sin ¡utilizar la hipó
tesis de que a sea de una sola cifra, se encüe]ntra î que a solamente 
puede tomar los valores 1, 2, 3. Estamos, pues, dentro de Ja 
acotación (1. 2). 

En el caso 2°. 6) se llega a la igualdad 

6 = 5.10^-"-ia4-7ni. (1.5) 

Por otra parte, utilizando siempre las mismas notaciones 
de B. Levi, se tiene 

m' 
~b 

— p + n>2.10^+"-i (1.6) 
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siendo 

m = 10»mi<10^. (1·'7) 

De (1.5), (1. 6) y (1.7) se tiene 

m2 = 102" m^s > 2.10=^-1 (5 .10^"- i a + mi) 

o sea 

mi»>I0^(x-u)-ia+2. l(>=-»-imi 

que se puede escribir en la forma . ,, ; ,; ,i 

(mi —10=^»-.i)2>10?fT7M^(10á + l).- •• . 

Pero siendo 7»! < lO^ff, de esta desigualdad se 4edt(ÇB>,.;i.,', 

102fx-u^i>92> io2fo-u-i;(lOa4-1) 

de donde 

a<8 (1-8) 

lo que prueba la acotación (1.2). 
Como confirmación de este resultado se observa -qué la 

afirmación contenida en la pág. 117 de la nota de/B. iLevi deí 
que k puede tomar los valores O, 1, 2, 3 {(lo ique equivale a 
decir qué a puede tomar los valores 1, 2, 4, 8) debe modificarse 
excluyendo el valor /c = 3. En efecto, para k — S se comprueba 
inmediatamente que los dos extremos de las desigualdades (37) 
se hacen iguales, lo que demuestra la no existencia dé íiingún 
valor de I intermedio entré ellos. ' \ 

2°. La condición es suficiente. Una vez demostrado que la 
condición (1.2) es necesaria, nos falta probar que ella es sufi
ciente, es decir, que para cada valor de a^l, existen infinitas 
ternas de números enteros m, n, p satisfaciendo las condiciones 
del teorema. 

Para a = l , 2, 3 han sido dados ejemplos por B. Levi y 
el caso a = A cae también dentro de los casos por ¡él estudiados. 
Pero como al llegar a la pág. 115 B. Levi pasa a considerar 
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particularmente, el caso .ai = c = d = l , quedan de lado los ca
sos a = 5 , 6, 7. Para considerar estos casos partiremos de las 
fórmulas siguientes, obtenidas en la pág. 115: 

b = 2h+lc, u ^ 
l-h+1 

(1 .9) 

•MÍ 

W 
'.M 

5fc-fe 2-fe g ni2 < S'í-M 21-* 

5/i-ft2'-*+i < — ^ < B^-'í+i 2'-^+2 

siendo además 

in = 10" mi = 10" 2''.m2. 

,,) ;!l>fl|Md^Ígualda<l (I, ,12),se.puede jesçribir . 

ft—fc ¿ —fc+l /—• ft—fc+l t —fc+2 /— 

5 ' 2 ^ 2 ~ ~ 2 — | / c , ^ m 2 < 5 2 2 2 fe . 

m . 
<(1-10) 

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

• • \ 

.<(1·14) 

Para reunir (1.11) y (1.14) en una única sucesión de dos 
desigualdades, basta observar que ,̂  

h-k " í-fc+1 / - , . fc-fe+l t-fe+2 ^ 
5 / » - f c 2 - f t < 5 ' ^ 2 ~ 2 — V e 5 ' i - ' ' + i 2 i ^ * < 5 ~ 2 — 2 ~ 2 — y ^ . 

En efecto, ambas desigualdades, por simples transformacio
nes se ve que serán verificadas siempre que sea 

57i-7£+i<2''+íc . 

y esta desigualdad es evidente teniendo en cuenta la primera 
igualdad (1.10). 

Podemos por tanto reunir (1.11) y (1-14) en la expresión 
única 

/i^fc !—fc+l 
5 - 2 - 2 —2— Ve < mg < ^h-k^-í 21-fe. , (1.15) 

tCT#5fr 
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Teniendo en cuenta la primera igualdad (1.10) estas desi
gualdades equivalen a las siguientes 

h-k l-k I I-

. 2í O 5 "2-2 "2~ 2 2" y c + S/'-A+i «1 

2íc<5ft-'^+i(ai + 2i-*). 

La (1.16) equivale a . ..'. 

(1.16) 

(1.17) 

2T > - ^ ^-Y- ( 2 ^ + y2i-*4^20ai) 

y la (1.17) se puede escribir 

i- 1 ft-jH-l 

•• . i i l - i '? -A 

<- I ll—KTi. I 1-

Tomando logaritóc»-'podemos escribir estas desigualdades 
en la forma más simple 

i-fe 

,^(ft_fe)!g^+2^"g("^+„^r + '''^^-2-^'(l-.Í8) 
log2 log2 log2 

¿ < ( ; , _ , ) ^ . ^ , ^ < ^ g 5 + l o g ( a + 2 i - ^ ) - l o g c ^^^g^ 

log2 log2 

Escribiendo que estas dos desigualdades (1.18) y (1.19) de
ben ser compatibles, se tiene. 

1—í; 
„ log(2-2-+l/2i-fc + 20a , ) ' ^ log5 + logeai-F2i-fc) 

log2 log2 -

o sea. 

-^ ( 2 V + y2i-fe + 20 a^y < 5 (oi 4- 21-'=) 
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que equivale a 

2''aj^<8. . (1.20.) 

y como a = ^ai, se comprueba de nuevo la acotación (1.8). 
Siempre que sean dados dos valores fc y «i que ^cumplan 

la condición (1.20), el hecho de que log5 : log2 sea un núme
ro irracional permite afirmar (como observó B. Leyi en el ar
tículo originario) que existirán infinitos valores enteros d&fí, I, c 
para los cuales se verifiquen al.mismo tiempo, las desigualdad 
des ( i : i8 ) y. (1.19). . • - L; . [wL.l . -• ^ •• ^ 

Recordemos que h,.l pueden ser cualesquiera mayores'que 
1; en cambliò c. diebe.SsertJmparií&o imúltipló de !5;>yi:div,isi)¡r 
de «i^. 

Una vez obtenidos Ti, Z, c, medÍ85it6(l; 10) se obtendrá mj. 
Tomando para u un valor cualquiera que satisfaga a la desigual
dad (1. 9) conoceremos m por (1.13). Oïh elivalor de p—n = 6 
deducido de (1.9) y el de p+n dado ppr (1.10) calcularemos p 
y n. Como u, con tal dé verificar lá desigualdad (1.9), puede 
ser, cualquiera, resultan í infinitas • soliicicmesi i para cada • a y i cada 
terna h, í, e!de'valoresj . rsc • : ' v 

2.-EJEMPLOS. —Para a — 1, 2, 3'han sido dadas varias su
cesiones infinitas de ejemplos por B. Levi. Reproduciremos las 
más simples: ^ 

Caso a = l . Se tiene él ejemplo más simple ya citado 

m = 5, n=:12, p = 13 (2.1) 

y la serie infinita que se obtiene dando a u valores enteros > 0 
en las expresiones 

m = 5.10"+i, n = 125.102"-5, p = 125. lO^" + 5. 

Caso a = 2. Se obtiene, para todo valor de u^O, 

m = 6.10«H-2, f i=:18.5*.102"-8, p = 18.5*. 102" + 8; 

así, para v = 0 resulta 

m = 600, n = 11242, p=11258. (2.2) 
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Caso a = 3. Se obtiene para todo v^O, 

m^9.10'>+^ 71 = 27.5*. 102"-12, p = 27.5*. 102"4-12 

que para v=0 dan 

m = 900, ra=:16863, p = 16887 (2.3) 

, Para a=:4, 5; 6, 7 utilizaremos, como heníds dicho,' laá 
desigualdades (1.18) y (1.19). Se tiene: 

Caso a = 4. Es «1 = 1, k = 2. Gomo c debe ser divisor de 
%* debe 8er:c==l. Sustituyendo estos valores:en (I.'IB) y, (1.19) 
y haciendo los cálculos se obtienen las desigw'aldades ' ! 

. ' 2,3219 (ft - 2 ) -f-2,776<I< 2,3219 (h-2) + 2,906. 

El mínimo valor de /i para el cual I puede ser entero es 

h'=:l^, 1=26. •' • ,," ' / ' ^ ' 

De (L 9) se deduce entonces'qué debe ser l i ^ 15/2,;' pcKiga-̂ . 
mos u = v-\-8, siendo u un número entero cualquiera gO. Se 
tendrá, según (1.9), (1,10) y! (1.13), ' 

mg = 226 — 5" , mi = (226 _ 511 j . 212, m = (226 - 5 " ) . 2^. lO'»^*. 

6 = p —n = 238 

p + n = (226 _ 511)2. 2 . 515.102«+i. 

Resulta por tanto la sucesión infinita de soluciones 

m = (226 — 5") . 212 . IQlH* 

n=:(226 —5")2.5«.102«H-1 —237 . . • 

p = (226 _ 511)2 . 515 . 102tH-l-j-2S7. 

Para v = 0 resulta 

'm = 7 487 790 694 400 000 000 

71 = 101985 296 138 342 452 893 077 778 • (2.4) 

p = 101 985 296 138 342 727 770 984 722. 

M 
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Caso a = 5. Es ai = 5, fc=0. Como c debe ser divisor de 
0̂ 2 y no ser múltiplo de 5 únicamente puede ser c = l . 'Las desi
gualdades (1.18) y (1.19) se escriben 

2,3219./i + 5,051 < í < 2,3219. X + 5,129. 

El mínimo valor de h para el cual I puede ser .entero es 

K=Qi^i^i9. ••. • . . ':^-'-^/ ^ .•••-•' 

De (1. 9) se deduce que debe ser u ^ 7 ; pongamos u = v + l, 
siendo u ^ O . :. . ;. - , 

Según (1.9), (I.IG) y (1.03). se tendrá ., _- . ; . , 

íHj = 2̂ 9 - 58, m^.= (219 - 5?) 26. . m ==(2^^~p^) . 2 .̂ - 10«H-.7 

6 = p —n = 226 • ' • •• '-

p + n = (219-58)2.2.51*. 102". ' . . . : . : / . ; .r 

Se tiene así la sucesión infinita áe sólüjciòàès ' 

„, = (2i9 — 58). 26.10"+T 

,7 = (219 — 58)2 . 51* . 102" — 22* 

,, = (219 _ 5a)8.514. io2« + 22*. 

Para u = 0 resulta 

• .v'V,-

'11 = 85 544 320 000.000 

/(= 109 044^ 174 615 461 738 409 

P = 109 044 174 615 495 292 841. 

(2.5) 

Caso a = 6 . Es 0^ = 3, k~\; c puede tomar los valores 
1, 3, 9. Las desigualdades (1-18) y (1-19) se escriben'-

2,3219 ( h - l ) + 4 , 2 7 8 - - ^ ^ < I < 2,3219.(/i-l)+4,322- °^ ^ 
log2 log2 

gH 
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Píobando valores enteros da ft y los posibles de c, se oh- í 
tiene qué los valores mínimos para h y I resultan al tomar i tj 

h = 5, c = 3. 1=12. 

De (1.9) se deduce entonces que debe ser u ^ 4 ; pongamos 
u = u + 4. Según (1.9), (1.10) y (1.13) se tendrá 

m2 = ( 2 " _ 5 5 ) . 3 , mi =,(2^^^ 56). Ï . 25, 

•" , m=(2i2_55).3.25.10«>H 

6 = p - n = 2 " . 3 .'-A , 

Dando a u todos los valores ^ 0 se'obtiene ásf la sucesión 
de soluciones siguiente , , 

m = ( 2 " —55) . 3.26.10*^4 

n = (212 _ 55)2.58.. 3 102» _ 21^. 3 
^ • ' vi-^icnnuf. I, .•.'••¡,i'( 

p= (212 _ 5 6 ) 2 . 5 8 . 3 , 1 0 2 » + 2 1 6 . 3 . 

Para u = 0 resulta 

m = 932 160 000 

n = 1104 891 600 267 (2.6) 

p = 1104 891 993 483. 

Caso a = 7. Es a = 7, k = 0; c puede "tomar los valores 1, 
7, 49. Las desigualdades (1.18) y (1.19) se escriben 

2,3219/i + 5 , 4 6 - ^ ^ < í < 2 , 3 2 1 9 ; i +5,49- ^^ '̂̂  
log2 ' .' ' log2 

Probando valores enteros de h y los posibles de c se ob
tiene que los valores mínimos para h y I resultan al .tomar, 

h = l, c = 7, Z - 5 . 

M [f^ 
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De .(1-9) se deduce entonces que debe ser u^5J2', ponga
mos u = u + 3, con u ^ O . Según (1.9), (1.10) y (1.13) so ten
drá 

m2 = (25 -52) .7 , /ni = ( 2 5 - 5 2 ) . 7 . 2 , m = (25-52).2.7.10"+s 

p +/ i = (£5 - 5»). 7.55.2.102"+i. 

Se obtiene así la sucesión infinita de soluciones . •• 

• I . : ; , -v T Kii'^')i-..fí:- rfi'íriíJ.^ ••¿¿.· >.MM> :;l! fiMivvf n>,n.:i)'¿ >,;!;:r,ïvr i'i ü/.i-.^y-íf 

p = ( 2 5 — 5 2 ) 2 . 5 6 . 7 ; 1 0 8 ' H Í + 25...7v>;n.'-;-••••'• • • • ' - > 'î  •̂••f •• •••••••" 

. - i , i ç íP^^;{V=? ,Q;"Xp?Òl t f lAb • . ; H ; | · · . H J ' Ï : ) ) ' (J. - . I • • •••vi ••;; - ^ ' i , 

'"1 .-.iÍMüi/-; ..íiíli:-.-; ; n !,hi\.'i) '-íííVhfWiíiD'úrj ¿i'-vó ••.KUMV.IÜM'.'-.'Í'J 

obte{i!VÍcs};i^?[,e¡jern]^c,^f,^^ (?. 2), (2.3), (2.4), 
•(2^,5),:.;(2,,6),• (2,.7)(iSon, en.çffdç çaso;:lç,S:de. mínimo'número 
de cifras.- - ,; . , , ,•; ,;•; ,•,;,)•'.;;;;••:•••.. -••,•- ; ••; •.!•,••,; v - ' v ' 

Se observa tanabién que las sucesiones obtenidas de solu-r 
ciones no son, evidentepientç!, las únicas, puesto que la? desigual
dades (1.18) y (1 .19) , en cad^ casoj pueden, verificarse para 
infinitos valores de h y 1. 
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