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,,'SPIEDADES. NFINITESIMALES

‘._cuahdo conmderando el ‘circulo que pasa por Ay
otros dos - puntos B,C de la curva, este circulo tiende s1empre
al mismo hmlte dg cualquler manera que los puntos By GC

()

o blen si la curva- edtd definida en ecuaciones parametncas

x-—x(t) y= y(t) es

R— ()'('2—{-)"-)' . (2)
Xy —x"y S

Supongamos ahora un calculo o una construccién que pue-
da determinarse dando tnicamente los tres puntos A,B,C y
supongamos ademés que los puntos B y C elegidos sobre la
curva considerada que pasa por A puedan darse por medio de
los valores de ciertos parametros independientes de la curva,
con lo cual los resultados del cilculo o de la construccién se
expresaran en funcién de éstos parametros. Si los valores de
tales parametros tienden a limites determinados cuando B y C
tienden a A, sin que haga falta precisar la curva por la cual
se acercan a A, y si ademés el limite del calculo o construc-
cién considerados estd determinado por estos valores limites, -
entonces el limite de dicho calculo o construccién es indepen-


INFINITESIMAl.ES

Sea A un- punto de la,
y a otro de este punto se toman respectlvamente las cuerdas
AB—cl, AC=cy=DM\c¢,, siendo \ una
conslante. Por A se traza la perpendi-
cular; AH=h ala cuerda BC Se qule-
Te hallar- ol valor de..

BC2 .
lim —
¢y —0

Para el calculo de este limite, ade-
mas del pardmetro c,, introduzcamos
el radio r del circulo que pasa por
A,B,C. Se obtiene asi

‘Fig. 1
B.C— 2 rsen (arc sent - arcsen2)—c /1 — & V ot
BC=2rsen (arcsen“—i—arcsen“)_cll/l jate) 11—
_ ; L2\ %% : ) ‘o
h=c, sel (arcsen _“)—- - (2)i

y de aqui, puesto que cuando B y C tienden a A, r tiende
.al radio R del circulo osculador, resulta

BC: o .H)z

lim R 3

vt (3),

En particular si se toma A=1, 0 sea €1 =0Cp se obtienie
‘que el limite anterior vale 8 R.

Observamos de paso que, de (2), multiplicando ambos
.miembros por BG se deduce ‘¢, c;BC=2rhBC y llamando
por simetria BC==c; y representando por T el area del triin-
gulo ABC se tiene la formula (*) : ‘

(*) Esta férmula es conocida, ver por ej. DARBOUX, Théorie des Surfaces
Vol. IV pag. 426. Es probable, ademis, que otras férmulas obtenidas en esta
‘nota sean también conocidas; pretendemos tnicamente hacer una exposicién
-elemental y sistemética. ’
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y " La recta BB’ cortarad. en un
P| ST punto'P a la normal a la cur-
<« . va en el-punto A. Queremos
“hallar la posicién . limite del
I N punto P (o sea, el valor li-
2 N\/. . 'miite .del segmento AP) “cuan-
"do’el punto: B tiende a A.
- También en-esté caso todos
- los elementos estan ‘determi-

o A . 87"
' Tig.2

nados por la posicion de 3 -

puntos, dos de -ellos cOnfundldos en A (los .cuales dan la

.tangente) y el punto B. Consideramos el circulo que pasa’ por

B y es tangente en A a la recta AB; sea r su radio.

Para este circulo, llamando ¢ al dngulo AB'P y a al 4n-
gulo B’AB, se tiene .

AP=APB’ tangcp—)\c —sr) e

—cosa A—cosa
y cuando « tiende a cero, o sea cuando-B tiende al punto A,
es
(=0 si A\7/=1 |
lim AP -(6)
=4R si )\;‘ I, ’

es decir, P tiende al mismo punto A si X7/=1 y al punto dis-

" tante de A cuatro veces el radio de curvatura si A=T1.

3 A partu' del,,punto A tomamos sobre la curya la cuep-"
: da AB—c y sobre la tangente el segmento AB’=2x¢"(fig. 2).




 Para’ este caso coxivwne recordar algunas férmulss ana-
“liticas.- Si la curvaests dada’ por sus ecuaciones paramétncas
en funcién del aico s, es: decir por x—x(s) y=y(s) con
la condicién 'x’2 +y2=1, eligiendo por eJe x la tangente y
por y la normal, en el punto ongen serai 3 0=O x’ o— 1. Ade-

tiene x'x”-+y'y" =0 que nos dme, segun los valores an-
teriores, que en el punto A es x”’,=0.

Las coordenadas de B son (x, y) y las de B son (s, 0)
La distancia AP sera

AP = ;——:; .
Aphcando la regla de lHospxtal suceswamente para hallar
el limite dn esta’ expres16n para s tendiendo a cero, se obtlene

\ lim-_A_P=lﬁn ‘—s;y——v———,lim ytsy = limy ﬂ—ﬂ ; .
de la igualdad x x” 4y y’ =0 se deduce _que el dltimo
cociente puede escribirse ——le";.fx——=2y’.‘. —}7—; el primer su-

mando, para s tendiendo a cero tiende a —-—2R y para ek
segundo aplicando de. nuevo la regla de I'Hospital, es

lnm\ ~lim Xt — L R
y Ve
En definitiva es por tanto

limAP=3R, «(7)

5—>0

‘resultado distinto del (6) obtenido anteriormente, aunque a
primera vista podria parecer que debia obtenerse el mismo.

5. Més generalmente podemos proponernos el problema
de hallar la posiciéon limite del punto P cuando la cuerda o
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'curvas dadas po‘ us circulos oscuiadores. Este método fra, X
’casa umcamente en el caso de’ que estos’ cu'culos osculadores .

Ir. : - B Iy \

. L A
' s - Fig. 3

'

sean uno mlsmo es decir, en el caso en que las dos curvas
tengan en el punto A la misma curvatura; entonces hay que
introducir los valores de las derivadas_superiores a la segunda :
de las funciones que representan las curvas en el punto Ay se- L
guir un método anilogo al que seguiremos en el ‘numero si- ‘
guiente para.el caso de los arcos. Co

Prescindiendo de este caso, y considerando los circulos ' '

A .que pasan, por B y B’ respectivamente (siendo la longltud c i
%:* . de la cuerda AB igual a la AB’) y tienen en A la tangente dada . o
o ~ se obtieng que las coordenadas de B y B’ sbn (swndo ry r - )

los radios de los dos circulos):

B (z—c; b r?—c2, —2—;) B’ ( fr'? —c2, %)

: .y por tanto la ordenada AP del punto en que la recta que los
' une corta a la normal a la curva vale

62(Vhr’2_c2_V4r2_c2) . . l

arfhre —c2—aryhrt —c? .

AP =

e iE =) (i i =)

2 /r'2 — r2)




"Para R'= o se obtlene de nuevo el valor (6)

6. Supongamos ahora que sobre las dos curvas: se llevan'
los arcos, el AB igual al AB’, y se quiere hallar la posicién
limite del punto en.que:la recta BB* corta a la normal en A,
‘cuando dicho ‘arco twnde a cero. .

Conservemos para 1a curva AB las ecuaciones paramétn—
cas x=x(s), y=y(s) del n.o-4. Las ecuaciones de la segunda
curva sean, anélogamente X3 =xy (8), Y1=Y1 (s) refendas tam-
bién al arco como parametro. . .

. La recta que une ‘los puntos By B cbrrespondxentes al
mismo valor de s, corta al eje y, o sea a’ la normal a ambas
curvas en A, en el punto P tal que :

AP¢= ‘)’1—"1\'_‘
x—x

Para hallar la pos1016n limité del punto P p,ara s tendlendo

a cero, aphquémos sucesivamente la regla de I'Hospital:

lim AP = lim (x ybey) =y dbxy)

s—0 X
liln‘(x )'1+3" Yi+xy 1)“"(" hytax,y +X1y)
x’ —x”,
lim. 4
(3 £ 35"y 3% ¥y x ") — (7 y 35 Y £ 35y 1 y™)
L —_

, (9)

Siendo las derivadas respecto el arco s, vimos en el no 4

que en el punto s=o0 era x'(0)=1, x” (0)=o0, ¥ (0)=0,
Yy’ (o) =R;. Ahora necesitamos ademas el valor de x™’(0);

para encontrarlo, derivando la expresién x’x” -y y”’ =o, se
obtiene '




que para Rj= o \Acoih(;idé"a.)ﬁ”él: valot (7) como debe ser.

Esto .supone R“--Rl, es decxr sque. las dos .curvas: tlenen ,

- aplicar eh- (9) todav1a una ver Ihas la- regla de‘lH()spltal que-
dando v »

'llm AP _ hm — xun y + l; xm s + 6 x.. ..1 _|_ [l x' " + x )'""1) —_
S0 1= L » X
_ RN IR |

‘} Para hallar el valor de X”" (o) observemos que,’ SLendo
g( . “g“ﬁ (2) x’ y e x’ 'y -—T{—, se s1gue que x’ y —y x ’=—-1_17°'
! quelen el orlgen s=o0 nos da ¥ (0)————R Derivando de

nuevo (Io) se obtlene ademas
, ‘ " | v n”+3x X”’+ 3y y;n_l_y ynn o

que . (suponiendo Yy (0)/= ») nos da .x””'(o)=3%, y por
tanto '

lim AP — 44w

R R
s—0 3 (ﬁ“‘"ﬁg) _
o bien, siendo por hipétesis R =R, pero suponiendo R’=/-R’,,

.limiAP%—g—R. (12),

§=—>0

. Este resultado, junto con (11), presenta un curioso caso
E de no invertibilidad de limites. Consideremos, en efecto, dos
curvas tangentes en un punto A y con radios de curvatura dis-
tintos R y R;. Tomemos sobre cada curva a partir de A ar+
Lo L cos 1guales AB=AB’=s. Tendremos asi determinados los




7. El problema. antenor se puede plantear de otra manera.
Supongamos dos curvas tangentes en un punto A. Se desea en-
contrar un punto P.(a,B) del plano, tal que, proyectando desde
él-una de las curvas sobre la otra, la diferencia entre los ar-
cos AB’ y AB obtenidos, sea un infinitésimo del mayor orden
pos1ble cuando B tiende al punto de tangenma A.

En ¢l entorno’ del punto ‘A, las ecuaciones x=x(s),
y= y(s) de la curva AB, admmendo la “existencia de las 4
primeras derivadas de*las funciones x (), y(s) en -el punto
s=o (la Gltima contmua) s puedén escribir’

x=sbsttostto(s), y=ust bRt s4+o(s4> (13)

representando por o (st) infinitésim’os de orden superzor a st
En (13) falta el término en s? del desarrollo de x (s) y el
término en s del de y (s) puesto que, tomapdo la tangeante y
la normal como ejes coordenados, los coeficientes de dichos

7 0 . - X [N 0
términos valen respectivamente - x’ (0) =0, y’ (0)=o.

Analogamente, las ecuaciones de la segunda curva AB’, si
representamos por ¢ su arco, seran de la forma

X;=0-+b; o34 c; 0t 4 o(ot),
yi=a'; o b’ 63 f-¢’; ot 0 (o4). (14)

Los coeficientes de (13) y (14) estan relacionados con
los radios de curvatura respectivos 'R y R, por: ;

I 5 1 > I 5 1 > T ;
b=gx""(0)=—¢g 2 =7y ()=} b=5Y (0)=—%m
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queda, para g suflclentemente pequeno ;

S

BRER

w¥an—&'

Sustltuyendo e’ sta” ecuacuSn los ‘valores (13) y (1[;)

(a s2+'b s8¢’ s4+o(s4);—ﬁ).(6+b1°3+°1°*+0 ("4))

e (shbssfost o (s) — ) (a0 Fbyos ot o (o4))

+(s+bs3—{-cs4+o(s4))B (d s2+b s3+c s4+o(s4))a—o
(16)

Pongamos o S e .
¢—5+Ms2+Vs3+QS4+ v . (17)

El problema cons1ste en determmar B (coordenadas de

- P) de manera que este desarrollo (17) tenga el mayor niméro

posible de coeficientes M, N, Q,... nulos, con lo cual o —s
ser4 un infinitésimo del mayor orden posible.

Sustituyendo (17) en (16) y- ordenando respecto las po-
tencias de s, queda . : .

((31—3)“—[31‘4)82-1-
(22 —BN-—pBb,—a’; 4202’ MJ+-bB~+ab’;, —Db'a)s3+
(b’—BQ+a M—38bM—pBc; 420’ N—aMa';}
3ab’ M—b1+ac1+cB—-cla)s4—}—o(si)—o
' (18)
Si supu.siéramos' a y B conocidos, esta expresion, igualando
a cero los coeficientes sucesivos, nos iria dando los coeficientes
M,N,Q,... de la expresion (17) y por tanto el valor de o
correspondiente al punto B’. Pero el problema propuesto no es

éste, sino el de determinar o, con la condicién de que sean
iguales a cero el mayor nimero.posible de coeficientes M,

N,Q,. ...

E

A
7
D




Es decir, el punto P es precisamente - W “mismo punto‘

obtenido en el problema del n.o 6. Como, con Lestos valores de
“a y B, los coeficientes. sucesivos del desarrollo’ (17) ya ‘Vendrén
determinados 'y en gerieral seran distintos de cero, resulta que,
tomando P como centro de proyeccién, en el caso de ser
a’y5=a’ o sea -R=/R,, el infinitésimo o —s es de 4.° orden.

Si a’y=a’ el primer coeficiente de (18) se anula para
M=o cualquiera que sea «. Podemos entonces dlsponer de
‘o y B para anular al 2.0 y 3er. coeficiente de (18) ‘para
M =N=Q="0.- Como, segan_ (15), siendo Rl—-R es también
b;=Db, el segundo coeficiente de (18) nos’ dlce ‘que debe ser
0o=0y el tercer coeficiente da -

L
8 -b'__‘b',_*m+a,'?._/; R
(=, — 1 R*, __3_ .
FaTe 'F(R R-’i)

lo mismo que se obtuvo en (12). :

Esto supone R’;=/=R’. Si todavia estos valores son iguales,
se deben tomar mas términos de los desarrollos (133, (14) v
el orden del infinitésimo o —s resulta superior a 5.

8. Dados tres puntos A; B, C sobre la curva, consideremos
la cuerda BC=c y el &ngulo BAC= 6 (fig. 4). Cualquier
funcién de ¢ y 6 valdra lo mismo para la curva que para
el circulo que pasa por A, B y C. Para el caso del circulo es.

=arsen 8 y por tanto, considerando el limite para B y C
tendiendo al punto A en cuyo caso r tiende al radio R del circu-
lo osculador, de cualquier manera como tiendan a este punto ges.

lim & =2R. (19) -

En particular, si B y A coinciden desde un principio, lla-
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+Interesante, {porq '_presta'
uego-\f'eremos, es el -cago s1gu1ente
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Fig. 4 Fig. 5

Consideremos el punto A y la tangente en él. Tomemos | §
-un punto B préximo a A y sea O el punto de .intersecciéon de ' ?
la normal a la curva en A y la mediatriz de AB; sea C el _
punto en que la misma mediatriz corta a la tangente. Sea T ‘

el area del tridngulo AOB y t la del tridngulo ABC. Toda la

figura estd determinada por 3 puntos: dos confundidos en A

y el B. Por tanto, toda operacion con los triangulos T y t con~

duce al mismo resultado si- se consideran A y B puntos de

la curva dada o puntos del circulo tangente en A y que pasa

por. B, el cual; en el limite para B tendiendo a A, tiende-al

circulo osculador en este punto. . i

" Para dicho circulo, llamando 6 al édngulo AOC es

T=r?senfcos 6; t=r2tang Gsen?

v

y por tanto, como el limite de r es el radio R del circulo
osculador, se tiene

S

Jim T =ne (o



manera como los puntos txendan -a'.coincidir en el. punto consn-
derado, mdepend1entemente ‘unos dé otros. : S

'cémca osculatnz, este limite 'debb -ser el mlsmo de cualquier

Por consideraciones andlogas a las de los casos anterior-

mente estudiados se dedice que todas las expresxones o propie-
dades 1nf1mtes1males ‘de’una’ ‘curva que dependan “Gnicamente
de 5 puntos mfxmtamente préximos, serin las mismas y;ten-
drin el mismo valor para la curva y para su cénica osculatriz.

Veamos algunaspropiedades que derivan de esta simple
observacion.

1. Consideremos la cuerda BG paralela a la tangente en un
punto A de la curva y la recta r ‘que une A con el punto me-

dio de BC (fig. 6). El conjunto de la figura esti determinado"

por 4 puntos: dos confundidos en A (que dan la tangente) y.
los B y C. Por tanto la posicién limite de la récta r, cuando la
cuerda BC tiende a la tangente, serd la ‘misma para ‘la ‘curva
dada que para cualquier otfa curva que tenga con ella 4 pun~
tos confundidos en A; en ‘partlcular, para cualqmer cOnica

que tenga en A cuatro puntos confundidos con la curva dada.:

Pero, para las cénicas, la recta r que une uno de sus puntos
con ¢l punto medio de una cuerda paralela a la tangente, es un
didametro. Por tanto: la posicion limite de la recta r es el dia-
metro de cualquier cénica que tenga en A cuatro puntos o
munes con la curva, en particular el diametro de la conica
osculatriz.

Se llama pardbola- osculatriz a una curva en un punto,
a la parabola que tiene en este punto 4 puntos confundidos co-
munes con la curva. Como por 4 puntos pasan en general 2
parabolas (es el problema de las coénicas determinadas por 4
puntos y una tangente), pareceria que hay dos parabolas oscu-

latrices, pero una de ellas degenera en la tangente contada dos

veces y por tanto sblo queda una paribola propiamente dicha.
Por consiguiente, la propiedad anterior puede enunciarse tam-

~
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bién: la posicion limite de la recta r es el dxametro de la

parébola osculatriz a la curva en el punto considerado.. . -

La importancia en geometria diferencial de la’; posxcxén_
limite -de la recta r estriba.en que, transformando 1a- curva
por una afinidad, la paribola osculatriz en un punto setrans-.
formari en la paribola osculatriz de la transformada en el
punto homélogo y por tanto un didmetro de la primera en
un didmetro de la segunda; la recta limite r, tal como se ha
definido, es, por tanto, invariante por afinidades y por esta
razon se llama normal afin a la curva en el punto A. '

2. Una expresiéon que depende umcamente de 5 puntos
proximos de la curva es la siguiente: : '

Consideremos el punto A y la tangente en él (fig. 7).
Por un punto préximo B tracemos la paralela BC a dicha tan-
gente y la tangente BE a la curva. Uniendo A con el puntp
medio de BC se obtienen los puntos H y E; unamos A y E
con C. Toda la figura esti determinada por 5 puntos: dos

confundidos en A; dos confundidos en B y el punto C. Por.
consiguiente, cualquier relacién entre los tridngulos que apa- -

recen en la figura serd la misma para la curva dada que para
la conica que pasa por estos 5 puntos, la cual en el limite pary
B tendiendo a A tiende a la cénica osculatriz. :

Fig. 6 Fig. 7

Si se quiere, por ejemplo, calcular el limite del cociente
entre las areas de los tridngulos ABH y EBH para B tendlendo
a A, bastara hallar este limite para las conicas.




Para ‘una c()mca los tnangulos ABH y EBH tienen .ly

misma’ alfura 'y en . cuanto a’las bases, por'ser la recta BC la
: polar, de -E, los puntos E y H separan arménicamente al
punto Ay al punto' A’ (no dibujado en la figura) en que EH

corta ‘de nuevo. a la cénica; por tanto, en valor absoluto, es.

JHA _HA' ' .
ﬁ_m’-

Cuando B tiende a A, H y E tienden al mismo punto A

y por tanto el cociente anterior tiende a 1. Luego el limite del

coc1ente de las 4reas de los tridngulos ABH y EBH es igual
a 1/2.

Por tratarse de trlangulos respectivamente de irea doble
de los antemores, s tamblen
d ABC _ 1

BE‘:}\EBC TR (21)

relacion .valida para cualquner curva, en todo punto que admita
cOnica osculatnz :

3. En el caso anterior, el valor limite encontrado es una
constante, independiente del punto y de la curva. En otros
casos, asi como en los casos de la primera parte se obtenian re-
laciones -cuyo limite dependia del radio del circulo osculador,

ahora se pueden obtener expresiones cuyo limite dependa de

los elementos de la conica osculatriz. -
" Un ejemplo importante se encuentra generahzando el pro—

blema 'n.o g de I.

Tomemos ahora dos puntos A, B y las tangentes en ellos,.

que se cortaran en un punto D (fig. 8). Consideremos ademas
el punto G en que la paralela por B a la tangente en A vuelve
a cortar a la curva. Sea AO la recta que une A con el punto

medio H.de BC, y DO la recta que une D con el punto me- .

dio E de AB.

Tenemos de esta manera los triangulos ABO de é4rea T
y ADB de 4rea t anilogos a los del caso del n.° g de la pri-
mera parte. La novedad esta en que ahora las construcciones
hechas, consistentes en trazar tangentes y fijar puntos medios
de segmentos, se conservan por afinidades; es decir. transfor-
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mlsma se corresponden ’ : :'

mando toda la figura por una afmldad los elementos de la

‘Consideremos én particular las. afzmdades equwalentes es
decir, aquellas que conservan las areas. Entonces, §i podemos
obtener una relacién entre las areas T y t que tenga - limite -
finito al tender B hacia A, este limite sera un invariante de la
curva en el punto A, respecto las afinidades equivalentes.

Para calcular . el limite de cualquier expresién formada
con los elementos de la figura se puede proceder como en los
ejemplos del caso I. Se calcula la expresion de que se trata
para la cénica que pasa por A, B, C y tiene en A y B las
mismas tangentes que la curva; si esta expresién es una fun-
ci6n de los parimetros que fijan los puntos A, B, C y de los
elementos de la conica (por ejemplo las longitudes de los
ejes), al hacer tender los parimetros a los valores necesarios
para que B y C vayan a confundirse con A, los elementos
de la coénica tenderin a los elementos de la cénica oscu-
latriz. Si con ello la expresion considerada tiene limite deter-
minado, éste vendra expresado tnicamente en funcion de los
elementos de la conica osculatriz y serd por tanto el mismo
para cualquier curva con la misma cénica osculatriz, en parti-
cular, para esta misma cénica. {

Bastar4, pues, relacionar T y t para el caso . de una co-
nica. En este caso, mediante una afinidad equivalente que
conserve la conica, se puede llevar el punto A a uno de los
vértices y entonces T y t se calculan directamente sin dificultad.

sz .o x2 ve
si, para el caso de la hipérbola de ecuaciéon — —-—-=1
a b2

poniendo AH=h, es (fig. g) ,

Fig. 8 Fig. 9




T= 5 OA.BH=<b }2aht ke,

t= 5 AD.AH= “"ih Y2ahfhe

" de donde

., T8 : '
i S — (ab)2. (22)

Para el caso de una elipse, procediendo de la misma ma-
nera, o bien observando que se puede reducir el problema al
caso del circulo por afinidad, se obtiene el mismo valor li-
mite, ‘siendo ahora a y b los semiejes de la elipse. Para el
caso de la parabola el limite anterior es infinito.

~ Cualquiera 'que sea la curva, si en el punto A tiene una
conica osculatriz cuyos semiejes sean a y b, valdra -esta rela-
cién (22).

En lugar del limite anterior se suele considerar

llm '— ] a‘b '—,
B—A YVt ( )

Esta expresion (que se acostumbra a tomar con signo -+
si la conica es una elipse, y con signo —. si es una hipérbola),
siendo a y b los semiejes de la conica osculatriz, ;es, seglin se
dijo, invariante por afinidades equivalentes y se llama radio de
curvatura afin de la curva en el punto A. Se tiene asi una re-
presentaciéon geométrica de la curvatura afin de las curvas
planas.

L. -A. Santals




