
SOBRE EL CONCEPTO DE CURVATURA 

DE SUPERFICIES 

La palabra « curvatura » de una superficie en un punto encierra 
una idea intuitiva que es de dominio común. Para dar un sentido 
preciso y hacer utilizable en matemáticas esta idea intuitiva se han 
señalado diversas maneras de medir la curvatura de una superficie 
en un punto, es decir, diversas maneras de asignar a cada punto 
de una superficie un valor numérico que sirva para indicar el mayor 
o menor grado con que se presenta esta idea intuitiva y en un prin
cipio vaga de «curvatura». 

Nos proponemos hacer una recopilación de los diversos modos 
cómo dicha curvatura puede ser medida. 

Un resumen histórico sobre el origen de muchos conceptos que 
mencionaremos, se encuentra en las conferencias dadas en esta 
Facultad de C. Matemáticas de Rosario por el Prof. A. TEBBACINI 

en septiembre de 1941, publicadas bajo el título « Orígenes de 
algunos conceptos geométricos » en el Vol. III , n° 6 de las Publi
caciones del Instituto de Matemáticas. 

NOCIONES PRELIMINAKES 

1. Fórmulas de Meusnier, Euler y Olinde Rodrigues. — Para no 
tener que hacer referencia a tratados diversos, haremos en este pri
mer apartado un resumen de los principales resultados de la teoría 
de superficies que supondremos conocidos 

Respecto un sistema de ejes rectangulares xi, x^, xz, una superficie 
está definida por 3 ecuaciones paramétricas 

Xi = Xi (M ,V) , Xi = Xi {U, V) , X3 = X3 (u, v) [ 1 ] 

o bien, más brevemente, por una sola ecuación simbólica 

X = x{u,v). [2] 
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Si se supone que v se mantiene constante y que u varía, las ecua
ciones fl] o f2] representan una línea contenida en la superficie; 
para cada valor constante de u, habrá una de estas líneas, que for
marán, por tanto, un haz. Si es u el parámetro que se mantiene 
constante y y el que varía se tiene un nuevo haz de curvas sobre la 
superficie. Estos dos haces forman lo que se llama un sistema de 
coordenadas curvilíneas sobre la superficie. 

Consideremos un punto P de la superficie. Supondremos siempre 
que se trata de un punto ordinario, es decir, un punto tal que en 
un entorno del mismo las funciones íl] admiten las derivadas par
ciales hasta el segundo orden, las cuales son además continuas. 

Entonces, todas las curvas de las superficies que pasan por P 
y tienen en él el mismo plano osculador, tienen además la misma 
curvatura. Supongamos una curva de la superficie que pase por P 
y cuyo plano osculador en este punto sea norm#.l a la superficie; 
sea R su radio de curvatura en P. Para otra curva de la superficie 
que tenga la misma tangente y cuyo plano osculador forme un 
ángulo 6 con el plano normal anterior, el radio de curvatura p vale 

p = Reos e. rs] 

Esta es la fórmula de MEUSNIEB (1776) que permite determinar 
la curvatura de cualquier curva que pase por el punto P de la su
perficie dada, conocidas las curvaturas de las secciones planas 
normales ('). 

Consideremos ahora todas las secciones de la superficie por pla
nos normales que pasen por P. El radio de curvatura R de una 
cualquiera de ellas está dado por la fórmula de EULER (1760) 

1 cos^ ¡p , sen^ <f , . , 

R Ri Ri 

siendo Ri, R2 los radios de curvatura de 2 particulares secciones 
normales, perpendiculares entre sí y llamadas secciones principales; 

(') La memoria de MEUSNIER, titulada Mmioire sur la courbure des surfaces, 
fué leída en la Academia do Ciencias de París en 1776 y publicada en 1785 en 
la colección de Mémoires des Savants étrangers, tomo X. La demostración de la 
fórmula [3] se puede ver, por ejemplo, en P. APPELL, Elements d'Analyse Malhé-
matique (deuxieme édition), París, 1905, pág. 411, o también S. PINCHERLE, Le-
zioni di Calcólo infinitesimale, tomo II, pág. 261. 
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9 es el ángulo que forma la dirección de la sección normal consi
derada, cuyo radio de curvatura es R, con la dirección principal 
cuyo radio de curvatura es Ri. Los radios Ri, R2 se llaman los radios 
principales de curvatura de la superficie en el punto P C ) . 

Las líneas de la superficie que en cada punto son tangentes a 
las direcciones principales se llaman líneas de curvatura. Por ser 
perpendiculares entre sí, como hemos dicho, las dos direcciones 
principales en cada punto, las lineas de curvatura formarán dos 
haces de curvas ortogonales. Para simplificar los cálculos es útil 
muchas veces elegir los parámetros u, v de la superficie, de manera 
que las curvas u = cte., v = cte. sean precisamente las líneas de 
curvatura. 

Consideremos el vector ^ = Ç (w, v) de módulo 1 normal a la 
superficie, es decir, el vector cuyas componentes son los cosenos 
directores de la recta normal a la superficie en cada punto u, v. 
Por a;„, a;„ indicaremos los vectores cuyas componentes son las deri
vadas parciales respectivas de las ecuaciones paramétricas de la 
superficie Ti]. Si las líneas u = cte., v = cte. son las de curvatura 
de la superficie, se verifican las igualdades vectoriales 

ç„ = —— a;„ , Çv — — ~ ^v • I5J 
Rl /12 

Estas son las llamadas fórmulas de OLINDE RODEIGUBS (1816). 

Si se quieren escribir explícitamente, llamando Xi, X2, X3 a los co
senos directores de la normal, en lugar de las igualdades vectoria
les [5] tendremos 

dXi 1 dXi dXi 1 dXi 1 o Q̂  
—— —-— (i — í, ¿, ó) du Rl du dv R2 dv 

siendo Xi = a;,- (M, V) las ecuaciones paramétricas fl] (') 

<f) La memoria de ETJLEB, titulada Recherches sur la courbure des surfaces, 
apareció en los volúmenes de la Histoire de l'Académie des Sciences el belles leítres 
de Berlín, 1760. La demostración de la fórmula [4] puede verse, por ejemplo, en 
APPELL, loo. cit., pág. 419, o también en PINCHEBLE, loe. cit., pág. 255. 

(*) Las fórmulas de OLINDE RODRIGUES fueron publicadas por su autor en la 
memoria titulada Recherches sur la théorie analylique des ligues el des rayons de 
courbure des surfaces, publicada en la Correspondance sur l'Ecole Polylechnique, 
tomo I I I , 1816. La demostración de dichas fórmulas se puede ver en E. GODKSAT, 
Cours d'Analyse, tomo 1, pág. 616. 
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3. Anguh de una curva con las líneas coordenadas. — Una curva 
sobre la superficie II] estará determinada dando u, v como funciones 
M (Oí " (O ds un parámetro f. El elemento de arco ds de esta curva 
estará dado entonces por 

' * / dx- dx- V 
ds» = £ d a ; ? = El-T-^<íw+—^dwj =E du^+2F dudv+Gdv\ f6] 

donde, como es costumbre, se ha puesto 

Estas expresiones E, F, G en forma vectorial se escriben 

E X.. . Xj, G = x 18] 

donde los productos de los segundos miembros son productos esca
lares de vectores. 

Vectorialmente, ds es el módulo del vector dx=x^du + x,dv. 
Por tanto el ángulo ç que forma la curva considerada con la w = cte. 
cuya tangente es el vector x^, podrá deducirse, según la definición 
misma de producto escalar de vectores, de 

(a;„ du + x,dv) . x^ = \ x^\ . ds . eos ?, 

o bien, según f8] 
Edu + F dv = ^^È ds eos ¡p. 19] 

Análogamente, el ángulo t}) que la misma curva forma con la 
u = cte. cuya tangente es x„ se deducirá de 

F du + Gdv = V G ds eos (Ji. [10] 

4. Arca de una su-perficie. — El área de una porción de superficie, 
a partir de los coeficientes E, F, G dados por [7] u 18], se calcula 
por la integral 

A = H iEG — F^dudv 

extendida a la región considerada de superficie {*). 

ni] 

(*) Esta expresión del área se puede ver en GOURSAT, loe. cit., pág. 323. 
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5. Desarrollo de las ecuaciones paramétricas de una curva aL·leada 
en el entorno de uno de sus puntos. — En lo sucesivo, además de las 
nociones anteriores pertenecientes a la teoría de superficies, necesi
taremos también el siguiente desarrollo de las ecuaciones paramé
tricas de una curva alabeada en el entorno de un puntó. 

Sea una curva del espacio y un punto P de la misma. Tomemos el 
sistema de ejes coordenados rectangulares de origen P formado por '" 
la tangente como eje Xi, la normal principal como eje X2 y la per
pendicular a ambas o binormal como eje xs] es decir, el plano Xi, X2 
es el plano osculador. 

Siendo s el arco de la curva, en un entorno del origen, las ecua
ciones paramétricas de la misma tendrán la forma 

Xi = ttis + a^s^ + a3^ + O (s )̂ 

X2 =biS^ + 03^ +0 (Ŝ ) [12] 

X3 =C3^+0 (S'), 

donde los coeficientes son las derivadas sucesivas, de orden igual 
al subíndice respectivo, en el punto s = O y con O {s?) se indican 
los términos complementarios, que son infinitésimos de orden su
perior a s'. En general indicamos con O (s"), como es costumbre, 
un infinitésimo de orden superior a s", es decir, una expresión tal 
que 

lím ^ i í L = 0. 

En efecto, por ser Xi, X2 el plano osculador, tiene con la curva un 
contacto de tercer orden (3 puntos confundidos) y por tanto el 
desarrollo de xs empieza con el término en s'. Por otra parte, como 
los cosenos directores de la tangente son x[, X2, Xj, si la tangente 
en el origen es el eje xi, estas derivadas primeras para s = O deben 
valer 1, O, O y por tanto el desarrollo de X2 empieza con el término 
de segundo grado en s y además es ai = 1. 

Siendo s el arco, para todo valor de s debe ser 

Xj "T X2 "T X3 = 1 , 

O sea, sustituyendo los valores deducidos de [12], poniendo ya Oi = l, 

1 -t- 4 oo s -f (4 02 -f- 6 03 -f 4 b|) s'' -f ŝ  ( . . . ) = 1 

• i 
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0 2 = 0 , 6 ^ 3 + 4 6 ^ = 0 . [13] 

Necesitaremos también conocer el valor de 62. Para encontrarlo 
recordemos que la curvatura de la curva está dada por (*) 

K'' = z"̂  + xá'̂  + xá'̂  

y sustituyendo las derivadas segundas por sus valores deducidos 
de [12] y haciendo s = O, resulta K̂  = 4 6 | o sea 

1 

% 

';1 

giendo K la curvatura de la curva en el punto P. De aquí, la segunda 

igualdad [13] nos da 03 = — — K .̂ 
6 

En definitiva, el desarrollo [12] se escribe 

siendo 

xi = s + «3 s' + O (s') 

Xi = 62 s2 + 63 s' + O (s') 

X3 = C3 s' + O (s'), 

62 = K 
2 

1 2 
as = — — K̂ . 

[14] 

[15] 

PRIMER PROCEDIMENTO 

Consideremos un punto P de una esfera de radio R. Sin salir 
de la superficie de la esfera, una manera de medir la curvatura de 
la misma seria la siguiente: tomar a partir de P y sobre todos los 
círculos máximos que pasan por él, un arco de longitud constante s; 
los extremos de estos arcos forman un círculo menor de área 

A = 2 x A 

escribir, desarrollando en serie el coseno 

• s2 s' 

eos 1 JB^ Para s muy pequeño esta área se puede 

A =27: 
2W- 4! 7?̂  + . • ) 

7¿2 = X s ' 
12fí2 + 

(') Ver PiNCHBRLE, loe. cit., 
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FlG. 1 

Por consiguiente, la diferencia entre el área x s' del círculo que se 
obtendría si se hiciera la operación sobre el plano, y el área A obte
nida, depende de R, y por tanto puede servir para calcular el valor 
de este radio. 

Si en lugar de un punto de una superficie esférica consi
deramos un punto regular de otra superficie cualquiera, parece 
natural que la misma idea debe servir para « medir » en cierto modo 
el grado de curvatura de la superficie. 
El camino a seguir puede ser el de to
mar a part ir de F y en todas direcciones 
arcos de longitud constante s y ver en 
cuánto difiere el área de la superficie 
así limitada del área del círculo x s^. 
H a y que establecer primero qué líneas 
se toman a partir de P. Vamos a tomar un haz de líneas cua
lesquiera de vértice P , con la única condición de que todas ellas 
tengan, en P, el plano osculador normal a la superficie. Pueden ser, 
por ejemplo, las curvas del haz de todas las secciones normales, o 
bien el haz de las líneas geodésicas que salen de P . 

Tomemos un sistema de ejes ortogonales x, y, z cuyo plano x, y 
sea el tangente a la superficie en P y por tanto el eje z la normal. 

Consideremos la curva del haz 
considerado cuya tangente forma 
un ángulo q) con el eje x. E n un 
entorno de P , respecto el sistema 
de ejes formado por la tangente 
Ç, la normal principal 2; y la bi-
normal T), las ecuaciones de esta 
curva según [14], son 

Ç = s - f 03 s' -F O (s )̂ 

z = 62 s2 -I- 63 s' -I- O (s') [16] 

FIO. 2 T) = C3 Ŝ  -(- O {f) 

y por tanto respecto el sistema dado x, y, z las ecuaciones de la 
curva serán 

X = Ç eos 9 — Tí sen ç = eos ¡p. s -|- (as eos tp — C3 sen ?) s' -[- O (s') 

y = k sen ? -f-1) eos ep = sen ç . s + («3 sen <p -f- C3 eos cp) s-'' -|- O (s*) 

z =biS^ + 63S' + 0{s'). [17] 
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Considerando s y ç como parámetros, estas ecuaciones [17j serán 
las ecuaciones paramétricas de la superficie dada en el entorno 
de P: los parámetros u, v de antes son ahora s, ç. Obsérvese que los 
coeficientes a,-, 6̂ , c¡ son funciones de <f, pues dependen de la cur
va del haz, pero en cambio no son funciones de s, puesto que para 
cada curva representan valores tomados en el punto P (,s = 0 ) . 

Para aplicar la fórmula [11] del área necesitamos calcular los coe
ficientes E, F, G. Suponemos la superficie suficientemente regular 
alrededor de P como para que las expresiones O (s*) que figuran 
en [16] sean derivables respecto s, con derivadas de la forma O (s*); 
indicando con subíndices derivadas parciales, podremos entonces 
escribir 

X, = eos Ç + 3 (tts eos ç — Cs sen f) s^ + O (ŝ ) 

2/, = sen ip + 3 (os sen <f + cz eos <() s^ + O (ŝ ) 

z, = 2 62 s -f 3 63 «2 + O (s2), 

y también 

x^ = — sen ç . s -f- (03 eos <f — as sen f ~ c^ sen ç — C3 cos ç) s' + 
+ 0 (ŝ ) 

í/ç = cos (f . s + (a^ sen 9 + 03 eos 9 -|- 4 ^^^ 9 — '^^ sen ç) s' -F 0{s^) 

De aquí, según [7] y recordando [13] 

E = x';+yl + zl = 1 +{...) ^ + 0i^) 

F = x,x, + y,y^ + z,z, = {...)s^ + 0{s^) « 

G =xl + vi + ¿l=s' + {2az + C3' + 6f) s'+ O (s-), 

y por tanto 
j _ 

^¡EG-F^ ^s[l + (2az+c's + h'i) s'+ O (s^)] ^ 

= s -I- -L (2 03 -t- ĉ  + h'i) s^ + 0 (s'). 

Si se considera el casquete de superficie obtenido tomando sobre 
cada una de las líneas del haz considerado un arco de longitud cons-
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tante s, su área valdrá, suponiendo s suficientemente pequeño y 
limitándonos a los primeros términos del desarrollo, 

A = IH EG — F^ ds d<f = í dç j y¡ EG — F^ ds = 

= •^8^ + — í\2a, + 6f) dç + O (s*) , [18] 
8 7o 

Cj dç = O por indicar el acento la derivada respecto f 
o 

y tomar Cs el mismo valor para ç = O que para 9 = 2 1 : . 
La integral que aparece como coeficiente de s*, teniendo en cuenta 

los valores [15] de 03 y 62 se puede calcular. En efecto, de la fór
mula de EuLEB [4] se deduce 

K = 
cos^ ip sen^ 

y por tanto 

03 

, sen'' <f , ni ^ 1 \ 
f , K = 2 I — I sen <p eos ? 

1 / cos^ cp . sen» ? X» , . ' 2 / 1 1 \ ' 2 2 = — — I —-\- ^ 1 , &2 = I — I sen^ipcos^ç. 
6 \ El ÍÏ2 / V ñ2 ñi / 

Con estos valores y teniendo en cuenta que 

/

' 2 i çlx o / •2i 1 

cos' '<?d9=/ sen^<pd(p=—x, / sen^cpeos»çdç = — x [19] 
0 - ^ 0 4 Jo 4 se calcula fácilmente que 

í \2a, + 6̂ 2) dç 
• ' o 

2x 1 

3 Ri ÍL2 

Por tanto [18] nos da 

A ^Tzs'^—- 1— s* + 0 (s*) . [20] 
12 R,Ri 

Salvo un factor constante, el coeficiente del término principal 

del desarrollo de la diferencia x s» — A vemos que es . Este 
RiRi 



% 

— 174 — 

producto puede, por tanto , tomarse como « medida » de la cur
vatura de la superficie en el punto P. Es la curvatura de GAUSS. 

Para eliminar los términos sucesivos en el desarrollo [20] se puede 
observar que de él se deduce 

' =nra}lj^jLZ±. [21] 
iti Rz 

Obsérvese que esta fórmula límite es válida, según la demos
tración, para cualquier haz de líneas que salgan de P con tal de que 
cubran todo el casquete de superficie y que tengan, en P , el plano 
osculador normal a la superficie. 

En particular BERTRAND y D I G U E T (") en 1848 observaron que 

la fórmula [21] podía servir para demostrar que la curvatura de 
G A U S S era invariante por flexiones de la superficie, es decir, por 
deformaciones inextensibles ('). E n efecto, si como haz de líneas que 
salen de P se toma el haz de líneas geodésicas, las cuales, como se 
sabe, tienen el plano osculador normal a la superficie como había
mos exigido, por la propiedad de estas líneas de ser el camino más 
corto que une dos puntos de la superficie, al deformar la super
ficie los extremos de los arcos s se conservarán, el área A no variará 
y por tanto el límite Í21] tampoco. 

De las fórmulas [20] o [21] se deduce, además, que la curvatura 
de GAUSS será positiva o negativa según que el área A considerada 
sea menor o mayor que la del círculo correspondiente. 

APLICACIÓN 

El desarrollo [20] del elemento de área de una superficie alrededor 
de un punto se presta a obtener la generalización a las superficies 
de un resultado que obtuvimos en otro lugar para las curvas pla
nas (*). 

Supongamos que P sea un punto elíptico de la superficie, es 
decir, un punto tal que en un entorno suyo la superficie quede de 

(') Journal de Mathémaiiques pures et appUquées (Liouville). Tomo XIII , 1848, 
pág. 80-83. 

(') Se llaman deformaciones inextensibles aquellas que conservan las longi
tudes de las líneas de la superficie. 

(') L. A. SANTALÓ. —• Algunas propiedades infinitesimales de las curvas planas. 
Malhematicae Notae, año primero, pág. 129. 

i 
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un mismo lado del plano tangente. Queremos determinar sobre la 
normal a la superficie en P un punto O tal que al proyectar desde él 
un entorno de P de la superficie sobre el plano tangente, el área 
obtenida en la proyección difiera lo menos posible del área corres
pondiente de la superficie. 

Para ello consideremos las curvas de la superficie obtenidas 
como secciones de los planos normales por el punto P. En un en
torno de P las ecuaciones de la curva obtenida por sección del 
plano normal que forma un ángulo ? con el eje x (fig. 2) serán las 
dos primeras ecuaciones [16], siendo ahora la tercera i] = 0. 

Tomando sobre la curva un arco PM = s y sobre la normal un 
punto O tal que OP = p sea la distancia incógnita buscada, al pro
yectar desde O el punto M sobre el plano tangente se obtiene una 
distancia PN = p cuyo valor se calcula fácilmente por semejanza 
de triángulos y es 

^-z 

suponiendo z < ^, como podemos hacer siempre tomando s sufi
cientemente pequeño. 

Sustituyendo ^ y z por los valores [16] queda 

P =s-|-Ca3-|-^V + 0(s )̂. 

Haciendo lo mismo con todas las secciones normales que pasan 
por P, se obtendrá sobre el plano tangente, alrededor de P, un 
área de valor 

A* =— í \^dy = — ( ^\s' + 2(a3 + h\s^ + O (,^)\d<!/. 

Sustituyendo as y 62 por sus valores [15] e integrando teniendo 
en cuenta [4] y [18], resulta 

L2& VJRI Ri/ 8 \R\ Rl/ 

— - ^- ^]s^-t-0(s*). [22] 
12 Rl Ri J 
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Comparando este desarrollo con [20] vemos que la diferencia 
es en general infinitésima de 4° orden respecto s. Para que sea de 
orden superior los coeficientes de s* deben ser los mismos en [20] 
y en [22). 

Por tanto: 

& = 
\Ri RJ 

J¿i Rz 

[23] 

I 
1 

Este valor nos da, pues, la distancia de P al punto O desde el 
cual, proyectando la superficie sobre el plano tangente, se obtiene 
una mejor aproximación en cuanto al área. 

SEGUNDO PROCEDIMIENTO 

1. — Sea P un punto elíptico de la superficie, ü n plano paralelo 
al tangente en P a distancia h del mismo determinará un casquete 

de superficie cuyo volumen representa
remos por V. Evidentemente este volu
men dependerá en primer lugar de h y 
además, para un mismo h, será menor o 
mayor según que la superficie está más 
o menos « curvada» en el punto P. La 
relación entre V y h puede servir, por 
tanto, para medir la curvatura de la su
perficie en P. 

Consideremos una sección plana norma), por ejemplo la represen
tada en la fig. 3. La ecuación de la línea sección en un entorno de P 
es de la forma 

z = • 
1 

2R 
z' + O (a;̂ ). [24] 

siendo 22 su radio de curvatura en el punto P . De [24] se deduce, 
por inversión, 

X = V ^ ^ + O (VT). [25] 

Haciendo girar la sección normal obtendremos siempre curvas 
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con sólo tener en cuenta que R varía de una a otra, es decir, es la 
función de <p dada por la fórmula de EULBR [4]. 

Proyectando la curva sección de la superficie por el plano para
lelo al plano tangente a distancia h, sobre el mismo plano tangente, 
se obtiene un clindro cuya área de la base vale (teniendo en cuenta 
[25]): 

1 z" '̂ h r^" 
A= — l x^d<f= — ¡ 2Rd<f + 0{h) 

y como de [4] se deduce (*) 

J n 
Rdf = 2 Tíi R1R2 

queda 
A = 2 X V ñ i ñ z h + 0 ih) . 

El volumen del cilindro considerado vale, pues 

[26] 

[27] 

Vi = A .h = 2 Te >/ ñi E2 /î  + O (/i') , 

y el volumen interior a este cilindro y comprendido entre la super
ficie y el plano tangente, según Í24] y |25], valdrá 

/

•2»/•viBr+o(yT) p ^ r 1 -iv"2sr+o(vT) 

/ zxdxdq= h - - a ; * - h O ( x * ) d9 = 
O · ' O J (y L·li tí •• J Q 

= —h^í ^ Rd<( + 0 ih^) = X V ñi R2 K" + O ih^). 
2 Jo 

R 
o 

a. integral indefinida 

[ d<t 1 r < / " ^ T 
I = are tg I / —— tg ç I 

j ñ , sen^ 9 + iÍ! eos'q> \ RiR^ {.1 "2 J 

6n debida a 1 

o, que — I 
2 j o 

cosa que el área de la indicatriz de Du-pin, o sea de la curva obtenida llevando a par

tir de un origen y en la dirección 9 correspondiente, varios vectores iguales a. '\ R . 

Se sabe, según la fórmula de EULER [4], que esta indicatriz es una elipse de semi-

oies 'V Ki , •\ Ri. Por tanto el área de esta elipse esicy Ri Ri, y de aquí se deduce 

O El cálculo de / ñ dcp se puede hacer directamente a partir de la fórmula 

de EuLER, recordando la integral indefinida 

d<f 1 
+ C . 

Sin embargo es más fácil aplicar una observación debida a E. BELTRAMI, Opere 

Matematiche, T. 1, p. 430. Se observa, en efecto, que- ;^ | R d(f no es otra 
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I, 
'1' 

Por consiguiente el volumen del casquete que limitan la super
ficie y el plano considerado a distancia h del plano tangente vale 

F = Fi — F2 = Tt V Ri R2 h^ -f- O Qi"). [28] 

Como coeficiente del término principal de este desarrollo -de V 

aparece x \ fií ñ u , es decir, una función de la curvatura de G A U S S 

. Este procedimiento conduce, por tanto, a la misma cur-
Rí Rí 

vatura que el caso anterior. 
De [26] se deduce la fórmula conocida ('") 

_ J _ = Um (JLÜLY 
R1R2 A-*0\ V / 

2. — También conduce a la curvatura de G A U S S la idea de medir 
la curvatura de la superficie teniendo en cuenta el área de la sección 
plana que se obtiene al cortar la misma por un plano paralelo al 
tangente a distancia h. Se comprende de antemano que esta área 
debe disminuir al crecer la curvatura y, en efecto, de la expre
sión [27] se deduce 

1 „ /2i:h 

n>\ 7L2 A - > 0 \ A ) 

T E R C E R PROCEDIMIENTO 

1. — Consideremos el plano tangente a la superficie en P . Sobre 
este plano y con centro en P tracemos una circunferencia de radio x. 

Por los puntos de esta circunferencia 
consideremos las normales al plano 
tangente hasta que cortan a la su
perficie. Ellas formarán una porción 
de superficie cilindrica. Parece na
tural que el área de esta superficie 

^ _ ^ cilindrica pueda servir para dar una 
PJO 4 idea de la mayor o menor rapidez co-

(") W. BLASCHKE. — Jahresbericht der Deutsch. Malh. Ver., Bd. 27, 1919, pág. 
149. También Differentialgeometrie I, p. 120. 
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mo la superficie se aparta del plano tangente y, por tanto, para 
medir la curvatura de la misma en P. 

Para calcular el área de la superficie cilindrica considerada, 
basta recordar la ecuación [24] de las curvas obtenidas cortando 
la superficie por planos normales que pasan por P. El área de la 
superficie cilindrica mencionada será 

/•2x ¡•2^ j 

= / zx d<f = I x^ dif + O {x") 
Jo J o 2 R 

[29] 

y sustiuyendo — por su valor |4] e integrando: 
R 

A =—(— + -L)x^ + Oix'). 
2 \ Ri R2 / 

[30] 

Se obtiene de esta manera, como coeficiente del término principal 
en el desarrollo de A para valores pequeños de x, salvo un factor 
constante, la expresión 

2 V fíi R^) 
[31] 

que es la llamada curvatura de SOPHIA GERMAIN (") o cwrva/wra^,,. yuvr·.·.̂ ·̂ ^̂ '̂ ^̂ ^̂ ''''̂ ''̂  
media. ^''^''^^^.1 -^k\ ''• . '• '^' ' ' '^^^. 

La [30] se puede también escribir \\ í̂ "'*''• •̂ ·̂ \ ', , j « \ 3 í ^ ' ' ' ^ 

H =\ím — 
•o X x* 

2. — Si en lugar del área A so considera el volumen %i»HíáTO' 
por la superficie cilindrica considerada y comprendido entre la 
superficie y el plano tangente, se obtiene 

V = fd<f f zxdx ^ I (-^ X* + O ix')\ d<p = 

(") Mémoire sur la courbure cZp surfaces. Journal für Maih. BandV, 1831, Sobre 
esta definición de curvatura y los sucesivos de BACALOGLO y CASOBATI, ver el 
Interesante trabajo ya citado al principio de A. TERRACINI. 
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o bien 

H =]Sm 
4 F 

-0 x a;' 

3.—En los cálculos anteriores, lo mismo para el área A que para el 
volumen V, hay que tener en cuenta que para cada elemento super
ficial o de volumen la altura z viene afectada del signo correspon
diente, distinto según que la sección normal de la superficie quede 
a uno u otro lado del plano tangente. Se comprende, por tanto, 
que puede haber puntos alrededor de los cuales el área A o el vo
lumen V sean cero o negativos, sin que la superficie coincida con 
su plano tangente. En estos puntos será H = O y la, interpretación 
geométrica es que el área A y el volumen V quedan divididos en 
partes iguales por el plano tangente. 

Si no se quiere tener en cuenta el signo de la distancia s de los 
puntos de la superficie al plano tangente, se puede pensar de susti
tuir en [29] y [32] en lugar de z su cuadrado z^. Los resultados ya 
no serán ni áreas ni volúmenes, pero también darán una idea del 
comportamiento de la superficie alrededor de P. Se tiene, según [29], 

o Jo y^íR' ) iJoR' 

y bien, según [4] y [19], 

4 L 4 V «? R¡/ 2RiRíj 

También 

o sea 

/

•üit rx rl·rc 1 

dç / z^ X dx = \ 
O -/o h 2 4 Í 

24 L4 V/2? n\) 2RiRiJ 

La expresión que figura entre paréntesis en [33] y [34] se puede 
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escribir, añadiendo el factor — , en la forma 
2 

2 14 \Rl Rl/ 2 ñi «2 J 

4\Ri R J 8 V fíi R-i) ' 

y se llama curvatura de BACALOGLO ('^). 

De [33] y [34] se deduce, por tanto, 

2A* 12 F* 
B = lím = lím 

[35] 

CUARTO PROCEDIMIENTO 

1. — Consideremos, lo mismo que para el primer procedimiento 
las secciones normales por el punto P y sobre cada una de ellas lle
vemos un arco de longitud constante p. Tendremos así sobre la su
perficie una curva cerrada alrededor de P. 

Por cada punto M interior a es
ta curva cerrada consideremos la 
normal | ; i í a la superficie. Lo que 
se ha « curvado » la supeficie al 
pasar de P a M puede medirse por 
el ángulo 6 que forman la normal 
i en P y la normal l^fen M. Pa ra 
prescindir del signo, en lugar de 
este ángulo podemos tomar su cua
drado. Vamos, pues, a calcular 6 .̂ 

Suponiendo que sobre la superficie se eligen como líneas coorde
nadas u = cte., V = ote. las líneas de curvatura, según [5], es 

FIO. 5. 

di = k^du + Í,dv =~^du— - ^ dv. 
ñ l i?2 

[36] 

C") Ueber die Krümmung der Fláchen. Zeilschrifl für Math. und Phys., Bd. 4' 
1859. 
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Llamando s al arco P M, para p suficientemente pequeño y 
puesto que s <. p, será 

'»Af 
ds 

[37] 

Se observa que el vector ^j^-—• ^ es igual, en módulo, a la base 
del triángulo isósceles formado por ku Y ^ Y como estos vectores 
normales tienen ambos el módulo 1, tomando la cuerda por el arco 
(lo cual se puede hacer salvo infinitésimos de 3er orden respecto s) 
será 6 = 1 Çjf— Ç | y por tanto, según [36] y ^37], 

'M" 51^ = 
x„ du X, dv 

Ri ds Rí ds 
s^ + 0 (s^). r38] 

Teniendo en cuenta [8], al elevar al cuadrado el coeficiente de s* 
y recordando que por ser las líneas de curvatura perpendiculares 
entre sí es a; . i , = F = O, resulta 

ds^ RidsK 

Aplicando las fórmulas [9] y [10] y siendo ahora IJÍ = — — f , 

la expresión última se escribe 

6̂  ^^^^^y^om. 13,1 

Vamos ahora a buscar el vahr medio de 6̂  para todos los puntos 
interiores al contorno considerado alrededor de P. Como el ele
mento de área correspondiente a un punto M, según [18], vale 

de = s ds dif + O (s2) ds d<p, [40] 

el valor medio buscado se obtendrá dividiendo la expresión 

+ ^ ^ r i 9 + o(p^) = //•-=/:"CBr^^) 
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por el área total, que según Í20] vale xp^ + O (p'). Es, pues, 

rx 1 
= T ( Í + Í ) ' ' + <'"·*· Í41] 

Aparece de esta manera el significado geométrico que tiene el 
tomar como medida de la curvatura de una superficie en un punto P 
la expresión 

^-YÍ^I^'M)' 142] 

que es la llamada curvatura de CASOEATI ['']. En lugar de [41] se 
puede escribir 

C = lím l l - . [43] 
P •>- o p^ 

2. — Partiendo de la misma fig. 5 se puede repetir un razona
miento análogo pero tomando en el punto M, en lugar de la normal 
k¡f a la superficie, la normal Çi a la curva sección plana normal que 
pasa por P y M. Entonces el ángulo 8i que forman ^ y Çi se expresa 

o 

inmediatamente en la forma 6i = — + O (s) por ser igual al ángulo 

que forman dos normales próximas de una curva plana: R es el radio 
de curvatura de esta curva plana, sección normal de la superficie. 
Por tanto, como antes, el valor medio de Gf se obtendrá dividiendo 
por xp^ + O (p )̂ la expresión 

//»•"•=//*£ " • " ' + (P'). 

Teniendo en cuenta [35] resulta 

8f = Í - i ?p^ + 0(p^), 

lo cual nos da una nueva interpretación de la curvatura de BACA-

LOGLO. 

(") Mesure de la courbure des svrfaces suivant l'idée commune. Acta Malhenia-
tica, vol. XIV, 1890-91. 
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3. — Hemos calculado los valores medios de los cuadrados de los 
ángulos 6 y 6i. También se puede calcular el valor medio del cua
drado del ángulo 02 que forman las dos normales ^ j ^ y $i en el punto 
M (fig. 6). Este valor medio nos medirá, en cierto modo, la torsión 

de la superficie alrededor de P. 
Consideremos las 3 normales l·,, l·.m, Çi lle

vadas a par t i r de un mismo origen O. Por 
ser Í K y Í i normales a la curva plana P M, 
el triángulo esférico formado por los 3 extre
mos de I, Í M , i i será rectángulo en el extre
mo de l i . Como los lados de este triángulo 
infinitesimal valen 6, 8i, 02 será 

FIO. 6. 

y por tanto 

02 = 02—Of -1- 0(82), 

î- B)f' + 0 (p2) , 

o sea, según los valores [35] y [42] de fi y C, 

APOSTILLA 

L U I S A. SANTALÓ 

La fórmula [20] de la Nota anterior nos ofrece la oportunidad 
para desarrollar algunas ideas de carácter más bien filosófico, pero 
que creemos de interés. 

Supongamos que sobre una superficie física cierto agrimensor 
estuviera en condición de medir distancias (a lo largo de curvas 
trazadas sobre la superficie) y de medir áreas. Midiendo distancias 
estaría en condición de juzgar trayectos mayores y menores entre 
los mismos puntos y por lo tanto de determinar geodésicas; podría 
entonces describir dos círculos geodésicos concéntricos y medir 
sus áreas. Suponiendo que nuestro agrimensor hubiera elegido los 


