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GEOMETRIA INTEGRAL EN LOS ESPACIOS
TRIDIMENSIONALES DE CURVATURA CONSTANTE

por
L. A. SANTALS
1. Introduccién. — En su forma mas general, el problema

central de la llamada Geometria Integral es el siguiente: sea S,
un espacio de n dimensiones en el cual actiia un grupo de trans-
formaciones G, continuo y transitivo. Supongamos, ademés, que
G posea una medida, o volumen, invariante a izquierdas por ‘las
operaciones del grupo; es decir, si representamos por dg el
elemento de volumen invariante y s es una transformaciéon
cualquiera del grupo, la tltima condicién se puede escribir, sim-
bolicamente, d(sg) =dg.

Sea Cp una variedad de dimension p contenida en S, y C1
otra variedad, también contenida en S,. de dimension q. Indi-
quemos por gCd a la variedad transformada de la C7 por la trans-
formacion gde G y por Cr.gC9 la interseccién de CP con gC1,
la cual dependerd de g. Sea F(Cr.gC7) una funciéon de esta in-
terseccion. Se trata de estudiar integrales del tipo

(1.1) I-:_fF(Cp .gC4) dg,

donde la integracion estd extendida a todo el volumen del gru-
po G.

El caso maés estudiado es aquél en que S, es el espacio eucli-
diano y G el grupo de los movimientos en el mismo; dg es enton-
ces la llamada densidad cinematica. En este caso, la integral I se
puede calcular para varias funciones F y de los resultados obteni-
dos se han podido deducir, a veces, proposiciones geoiné-
tricas referentes a las variedades Cp y C4. Por ejemplo, si Cp
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y Ca son variedades de volumen p-dimensional V(Cr) v ¢-di-
mensional V(C9) respectivamente, y por F se toma el volu-
men (p-+q—n)-dimensional de la interseccion, resulta

(1.2) f V(Cp . gCa)dg=aV(Cp) V(Cr),

G

siendo o una constante independiente de Cp y Cv (dependiente
solo de p, g, n).

Bajo ciertas condiciones de regularidad para CP y €19, si por
F se toma la caracteristica de Euler N(Cp.gC1) de la intersec-
cién Cp. gCq y siempre cn el caso de los movimientos en el espa-
cio euclidiano, la integral (1.1) también se puede calcular, dando
la llamada formula fundamental de Blaschke para n=3 y que
fué generalizada a n dimensiones por Chern y Yien (1).

En este trabajo vamos a considerar el caso de ser S, un espa-
cio de tres dimensiones de curvatura constante K y G el grupo
de los movimientos en el mismo. Mas exactamente podriamos de-
cir que consideramos el caso de los espacios eliptico (K >0) e hi-
perbdlico (K <0), cuya representacion proyectiva es bien cono-
cida; el grupo G es entonces el de las proyectividades que dejan
invariante una cuadrica imaginaria (K>-0) o real no reglada
(K <0). El caso K>0 ha sido ya estudiado por Ta-Jen-Wu (?),
pero ¢l camino que vamos a seguir aqui, mas geométrico, per-
mite tratar simultineamente ese caso y el de K <0. Como proble-
ma principal consideramos el caso de ser Cp y C¢ dos varicdades
de 3 dimensiones de volumen finito (p=q=3), es decir, dos
cuerpos limitados del espacio y la funcion F la caracteristica de
Euler de la interseccion dec log dos cuerpos. Supondremos, ade-
mas, que ambos cuerpos estin limitados por superficies de drea
finita y con curvatura finita y continua en cada punto, condicién
que, una vez obtenido el resultado, puede reducirse mucho.

() 8. CmErN y C. T. YIEN, Sulla formula prinoipale cinematica dello spa-
#io ad n dimensioni, Bollettino della Unione Matematica Italiana (2), vol. 2,
1940, pp. 432-437. Para n — 3 ver W. BLASCKE, Vorlesungen tiber Integralgeo-
metrie, Leipzig und Berlin, 1937. En 1ealidad en cstos trabajos se considera
86lo el caso p — q = n pero por consideraciones de paso al limite se puede
pasar fhcilmente al caso general.

(* TA-JEN Wvu, Ueber clliptische Geometrie, Mathematische Zeitachrift,
Vol. 43, 1938, pp. 495-521.




Veremos después algunas aplicaciones, entre ellas la genera-
lizacién a los espacios de curvatura constantc de un resultado
obtenido por O. Varga para el espacio euclidiano.

Finalmente consideraremos ¢l caso en que G7 es un plano
del cspacio (o sea una superficie totalmente geodésica); entonces,
como para cada plano e existe un subgrupo E de G que lo deja
invariante, habra que considerar el cspacio homogéneo G/E y como
medida invariante en el mismo tendremos la llamada densidad para
conjuntos de planos. Con esta densidad se pueden generalizar
muchas formulas integrales conocidas para el caso euclidiano; la
mayorfa de ellas, sin embargo, resultan idénticas para los espacios
de curvatura. ¢onstante; por lo cual nos limitamos a seiialar la
(10. 3), que depende de K y que conticne la desigualdad (10.5),
valida para los cuerpos convexos del espacio hiperbdlico.

En todo lo que sigue, al hablar de espacio, entenderemos que
se trata del espacio de 3 dimensiones. Ademis, con objeto de
abreviar la escritura, para indicar la curvatura del espacio utiliza-
remos, segin convenga, K o Ik, ligados por la relacién

(1.3) k=K.

2. La densidad cinemdticn en espacios de curvalura cons-
tante. Densidades para planos, rectas y puntos. — Supongamos
el espacio tridimensional de curvatura constante K y el grupo G
(dependiente de 6 parameiros) de los movimientos del mismo. Pa-
ra hallar el elemento de volumen invariante de G, es comodo
‘utilizar el método del «triedro movil», de E. Cartan (3).

Sea P un punto dol espacio y consideremos el triedro lrirrec-
tangulo formado por tres vectores ¢, &, ¢;, de mdédulo unidad
y origen P. Se cumplen, por tanto, las condiciones

1 si i=j
0 si i/ j

i

(2. 1) e"-.éjz

—"—,

donde los productos escalares del primer miembro se entienden
tomados segiin la métrica del espacio.

(*) E. CarTAN, Legons sur la Géométrie des spaces de Riemann, 2 edicién,
Paris 1946, Capitulos IX y XII. Para estc n® 2 puede ser fitil consultar la
fundamental memoria de 8. 8. CHERN, Integral Geometry in Klein spaces,
Annals of Mathematics, Vol. 43, 1942,
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El vector PP’ determinado por P y el punto infinitamente
proximo P’, tendrd respecto dicho triedro ciertas componentes
quc representaremos por oi; es decir, poniendo d,P=PP’, seri

(2 2) dIP:(Diéi :

donde en el scgundo miembro se entiende implicita una suma-
toria desde i =1 a i=3, cuyo simbolo suprimimos, como es
costumbre en célculo tensorial; la misma convencion vale en todo
lo sucesivo en este n°. 2.

Por otra parte, las diferenciales absolutas Dg; de cada uno
de los vectores ¢; se podran también expresar en la forma

<2 3) Dc_i:mikék'

sicndo o/ nuevas formas diferenciales lineales; es decir, lanto
las o' como las o son formas lincales en las diferenciales dzf
de las coordenadas zi del espacio, mis de las otras tres coorde-
nadas que fijan el triedro formado por los vectores €. Su valor
se deduce facilmente de (2.2) y (2.3), multiplicando ambos
miembros escalarmente por el vector e; conveniente. Se obticne asi

(2.4) o = é;. dIP, ok=—oi=¢,. De;.

Las diferenciales exteriores de las formas o, of satisfa-
cen a las siguientes ecuaciones de estructura del espacio (*)

(2-5) doof = [0k o]

(2.6) deoyi == [cofk o] + -}2 Riiy,, [k oh],

donde los paréntesis cuadrados [ ] indican multiplicaciéon exterior
y Rijy, es el tensor de curvatura del espacio.

Consideremos ahora el grupo G de los movimientos del es-
pacio. Supuesto fijado un triedro trirrectingulo de vértice P,
formado por los vectores &, (lo indicaremos (P, €,)), cada mo-
vimiento g de G puede determinarse por el triedro (P, ¢é;) trans-

et

(*) E. CarTaN, loc. cit., phg. 322.



formado del (P,, &), por g y reciprocamente, cada triedro (P, €)
determina un movimiento g: aquél que lleva (P, &) a coin-
cidir con (P,é;). La familia de triedros P,&; constituye por tanto
una familia de triedros «adaptada al grupo G». Las formas
oi, of son entonces las componentes relutivas de G y (2.5),
(2.6) son las ecuaciones de estructura del mismo. Las compo-
nentes relativas !, o son invariantes por G y por tanln tam-
bién lo serd la forma diferencial de sexto grado

(2.7) dg =[0! 0? 03 ®,2 0,3 0,3].

Siendo el grupo G transitivo, toda otra forma diferencial
invariante de grado seis debe diferir de la anterior dg en un fac-
tor constante. Luego (2.7) es el elemento de volumen inva-
riante del espacio de G: se llama la densidad cinenuitica del es-
pacio de curvatura constante considerado.

A la expresion anterior de dg se le puede dar una inter-
pretaci6n  geométrica simple. En primer lugar se observa que
segun (2.2) el producto [o! ®2 @3] es igual al producto de los
desplazamientos elementales de P, segiin tres ejes rctangulares, o
sea, es igual al elemento de volumen del espacio, que represen-
taremos por dP, o sea

(2.8) dP =[o! ©? 03],

Por otra parte, cada una de las o, segiin (2. 4), representa
una rotacion elemental alrededor del eje &, (h:/-i7/:k). Por tanto,
el producto [®,3w,3], por ejemplo, representa el elemento de
drea dQ) de la esfera de radio unidad y centro P (esfera euclidiana,
situada en el espacio tridimensional tangente al dado en P) co-
rrespondiente al punto representativo de la direccion de &,. Po-
niendo finalmente do en lugar de la forma «,? para representar
una rotaci6n elemental alrededor de é;, se tiene para dg la expre-
sién muy intuitiva

(2.9) dg =[dP dQQde],
que tien la misma forma que para cl caso euclidiano. Aqui,

como en todo lo que sigue, las densidades se consideran en va-
lor absoluto.



Supongamos, por cjemplo, un punto P fijo del espacio y
un cuerpo cualquiera Q de volumen finito ¥V movil en el mismo.
La medida del conjunto de posiciones de Q en las cuales contiene a
P (o sea. la medida del conjunto de movimientos que Ilevan a
Q a una posicion en la cual contienc a ) es

(2.10) /(lg—:Sn‘-’l'.

P

Basta, en efecto, observar que esta medida debe ser igual a
la de las posiciones de P (supuesto movil) en las que queda
irterior a Q (supuesto fijo) v por tanto al integrar (2.9), Q
varia sobre el drea 7 de la esfera unidad, ¢ entre 0 v 27 y P
en el volumen de Q; sale asi el resultado (2. 10).

Consideremos ahora el subgrupo E de los movimientos que
dejan invariante un plano ¢ del espacio (3). Tomando como plano
e el determinado por los vectores ¢,.¢, v considerando desplaza-
mientos del triedro P, ¢; en los cuales ey se conserve normal a e,
las ecuaciones (2.2) v (2.3) dan

(2 11\ @3 =0, (_1)13 =0, (D23—__—O_

Este sistema de ecuaciones de Plaff, por la manera como ha
sido oblenido, debe ser completamente integrable v sus varie-
dades integrales representarin, en el espacio representativo del
grupo G, al subgrupo I y sus transformados por las operacio-
nes de G (). El producto

(2.12) de = [w3 w3 w,3].

(®) Recordemos que aqui y en todo lo que gigue, como cs costumbre, llama-
remos ‘!planos’’ a las superficics totalmente geodésicas del espacio.

(*) Para mejor comprensién consideremos como modelo aclaratorio el grupo
G de los movimicntos en ¢l plano euclideo referido a un origen O y dos ejes
rectangulares r, y. Cada movimiento, siendo reducible a una traslacién y una
rotacién, estari determinado por las coordenadas z, y del punto transformado
del O y por una rotacién o : (7, %,¢) scréin las coordenadas del espacio tridi-
mensional representativo del grupo G de los movimicntos del plano (sélo hay
que obscrvar que p sblo pucde varinr entre 0 y 2=, es decir, deben identifi-
oarse los planos ¢=10 y ¢= 2=, con lo cual el espacio de G puede dccirse
que es un cilindro de tres dimensiones). Consideremos ahora una recta r del



es invariante por G y podra tomarse como elemento de .volumen
del espacio homogéneo G/E, siempre y cuando su valor dependa
exclusivamente del plano e, no del punto P ni de los vectores
tangentes &, e, elegidos sobre ¢l. Esta independencia se puede
deducir por métodos generales, teniendo en cuenta las ecuaciones
de estructura (2.5) y (2.6) y que el espacio es de curvatura
constante, pero en este caso particular es mas simple proceder
geométricamente. Para ello observemos que (2.12) equivale a

(2.13) de = [dQ d¢),

siendo dQ=]v3w,3] el elemenlo de #rea sobre la esfera eucli-
diana unidad de centro P correspondiente a la direccién &5 y
dt =¥ un desplazamiento elemental en la misma direccién, o
sea, normal a e. Desplazando por paralelismo el triedro (P,¢))
sobre e, el vector normal ¢ se conserva normal y por conser-
varse lambién ¢l dngulo entre vectores y las longitudes de los
mismos, dQ y d¢ se conservarin, o sea (2.13) no depende del
punto P elegido sobre e ni de la particular posiciéon de los veo-
tores fangenles €, é,.

La expresion (2.12) o su equivalente (2.13) puede por
tanto servir para medir conjuntos de planos (o, lo que es lo
mismo, conjuntos de puntos en el espacio homogéneo G/E), ob-

plano de partida, que por simplicidad podemos suponer que es el eje z. El

gubgrupo K de G que deja r invariante est4 representado por la recta =0, ¢= 0.
Observemos, ademis, que cada punto r,u,¢ se transforma por la operacién

(%o, Wo, z,) de G segln las férmulas (grupo de los parimetros),

z' =2 COBg,— Y BeN gy Ty ,
Y = sengy- y cos gy 4 Yo ,
¢ =o4g0-
Por tanto la reeta y = 0, ¢ = 0, sc transforma por la operacién (2o, Yo gp)
en la recta.

™ 2’ = co8 g4+ T , Y =2 8en @y + Yo ,9 =g

€n cuyas ecuaciones el parimetro variable cs r. Estas rectas (*) son tales que
por cada punto del espacio representativo de G pasa una y una sola: son las
variedades integrales del sistema anfilogo al (2.11) para el caso del plano que
ahora consideramos. A cada una de ellas corresponde una recta del plano de
partida (la que pasa por cl punto z, , ¥, y tiene la direcei6n p,). Considerando
cada recta (*) como un solo punto del espacio de G resulta un espacio de dos
dimensiones: es el capacio homogéneo G/R y el elemento de volumen invariante
de este espacio es la densidad para rectas del plano.
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teniéndose una medida invariante respecto de G, la cual, salvo
un factor constante, sera unica debido a ser G transitivo respecto
los planos e; cualquiera de estas expresiones (2.12), (2.13) se
llama la densidad para conjuntos de planos.

Conviene dar a esta densidad una forma mas adaptada para
el cilculo efectivo. Para ello consideremos un punto fijo O
del espacio y determinemos cada plano e por su distancia p
a O, mas las coordenadas esféricas &,¢ de la direccién de la
normal a e desde O. El elemento de arco del espacio, en estas
coordenadas geodésicas p, &, ¢ (suponiendo xl=p, 22=49,
z8=¢) es

(2.14) ds?=dp?+ K1 sen? kp d93 + K-1 sen? kp sen? 9 do2.

Elijamos como punto P de e el pie de la normal desde O,
y como vectores €,, €, las tangentes a las direcciones segun las
cuales varia unicamente ¢ o 9, respectivamente.

Las componentes de &, &, e; serin

. k _ k .
¢(0.0, s?ﬁp__m&), e:,(o, ey o) , & (1, 0, 0).

Segiin (2,4) se tiene, puesto que las componentes de d, P
son dp, 0, 0,
(Dls zés . D el
k

= (3,1 dp+ Figp1 d84- gyt dg) ———— = —coskpsen 3 d¢
sen kp sen &

3 —
w3 =e¢;.De,

— (Tay do+ Fag! d9+Tggldo) ~ * = coskp d®
sen kp

y por tanto, llamando ahora dQQ=sen%d®de al elemento de
drea sobre la esfera euclidiana unidad de centro O correspondiente
a la direccién normal a e, queda

(2.16) de = cos? kp [dA dp].



Por ejemplo, la medida de los planos que cortan a una es-
fera de radio p, integrando la expresion anterior de 0 a p
respecto p y sobre la esfera unidad dQ (lo que da 4x), resulla
ser

(2.16)  2x(p+k-1coskpsenkp).

En particular, si K>-0 (o sea, k es real), todo el espacio
equivale a una esfera de radio n/2k y por tanto se tiene el resul-
tado conocido (2) de que la medida de todos los planos del espavio
eliptico de curvatura K=1I?* vale =%/k. Si se quiere expresar
este resultado desde el punto de vista de los grupos, se tiene: en
el caso K>0, el espacio homogéneo G/E tiene volumen finito
igual a n2/k.

De manera aniloga a la anterior se puede obtener la densi-
dad para conjuntos de rectas (o sea, geodésicas) del espacio.

Sea r una recta y consideremos el subgrupo R de los mo-
vimientos que la dejan invariante. Tomando el triedro P, ¢; de
manera que é; sea tangente a r, las ecuaciones diferenciales de
las variedades que en el espacio del grupo G representan al sub-
grupc R y sus transformados por las operaciones de G, scrin

0l=0, 0?=0, w!=0, 0,2=0.

La densidad para conjuntos de rectas, o sea, la medida cle-
mental invariante del espacio homogéneo G/R sera por tanto,

(2.17) dr == [0l 02 04! w,?]

siempre y cuando esta expresion no dependa del punto particular
P elegido sobre r. Geométricamente, observemos que [o! o?] re-
presenta el elemento de area ds normal a r en el punto P y
[031 042] = [,3 w,3] seguin lo dicho anteriormente es igual al cle-
mento de area sobre la esfera euclidiana unidad de centro P co-
rrespondiente a la direccién de r. Se puede por tanto escribir

En esta forma se ve bien que no depende del punto P, pues-
to que por traslacién paralela a lo largo de r, ni do, ni dQ)



— 10 —

varian. Como G es transitivo respecto las rectas del espacio, la
densidad anterior es tinica salvo un factor constante.

Es interesante observar que la forma dr es independiente de
P para las geodésicas de cualquier espacio, aunque no sca de cur-
vatura constanie, como aqui consideramos. Entonces no exisle
desde luego el grupo G ni el R, pero a partir de la densidad dr
se pucden medir también conjuntos de geodésicas obleniéndose
propiedades del espacio, como hicimos para las superficies
(n=2) en un trabajo anterior (") v vamos a hacer para un es-
pacio de Riemann general de dimension n en un trabajo proximo.

Para el cilculo efectivo es 1til referic las rectas r a un
sistema de coordenadas fijo, como hicimos para el caso de los
planos. Tomando un punto fijo O, cada recta r determina un
plano normal a ella desde O; sea ahora d() el elemento de drea
sobre la esfera cuclidiana unidad de centro O correspondiente a
la direccion normal a dicho plano y do el elemento de irea
sobre el mismo plano correspondiente a su punto de interseccion
con r. Entonces, si p es la distancia de O a r, por un método
anélogo al caso de los planos o bien directamente por un cambio
de variables en (2.18), se obtiene

(2.19) dr = cos ko [do dQ)].

Calculemos, por ejemplo, la medida de todas las rectas que
cortan a una esfera de radio p. Como sobre un plano del espa-
cio, en coordenadas polares p, %, es do=~Kk-1senkpdpd?, resul-
tara '

ex  p
fded%fA“l sen kp cos kp dp = 212 k1 sen? kp.
1 0 (
Fi )

En f)articular, si K>0, o sea k es real, todo el espacio
equivale a una esfera de radio n/2k y, por tanto, se tiene el resul-
tado conocido (2): la medida de todas las rectas del espacio

eliptico de curvatura K=Fk? vale 2x2/l:. Si se quiere expresar
desde el punto de vista de los grupos, el resultado es: el volumen

(") L. A. SANTALS, Integral Geometry on surfaces, Duke Mathematical
Journal, Vol. 16, 1949, pfgs. 361-375.
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del espacio homogéneo G/R correspondiente al caso K -0 vale
2n2/k.

Aunque es trivial, ferminaremos observando que la densi-
dad para conjuntos de puntos P. de manera andloga a la an-
terior para planos y rectas, sec obtiene que vale

(2. 20) CAP =[ol oo,

que ya vimos en (2.8) equivale al elemento de volumen del espa-
cio. Por ejemplo, la medida del conjunto de puntos contenidos en
una cxfera de radio p es igual al volumen de la misma. que
vale 2ak=3 (kp —senkpcoskp). Para ¢l caso K -0, al hacor
p === 2k, resulta como volumen total del espacio el valor 2 L.

3. Sobre la curvatura tolal de una superficic cerrada. - Soa
S una superficie cerrada contenida en el espacio de curvatura
constante K. En cala punto de S se distinguen dos curvaluras:
a) La curvatura intrinseca o absoluta K9, que eu la curvalura
riemauniana de S considerada como un espacio de Riemaxn de
dos dimensiones. b) La curvatura relutive Kr, igual al producto
de las curvaturas principales 1/R, 1/'R, de S como superficie
contenida en el espacio de curvalura constante considerado; es
decir:

(8. 1 Kr -

También utilizaremos la curvatura media, que entendere-
mos siempre tomada con los radios R, R,, o sca

RN
(3.2) H-= Z(Hlfﬁg).

Como los radios principales de curvatura R, R, van a
jugar un papel fundamental en lo sucesivo, conviene que recor-
demos su significado geométrico. El estudio de la geometria di-
ferencial de las superficies contenidas en un espacio de curva-
tura constante (y aun en muchos casos, para las contenidas en un

(*) Ver E. CARTAN, loc. cit., phgs. 96-99,
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espacio de Riemann general) puede hacerse de manera analoga al
de las superficics del espacio ordinario con sélo sustituir las
rectas por geodésicas y el paralelismo ordinario por el de Levi-
Civita (8). Se demucstra asi que por cada punto P de la super-
ficie pasan dos curvas ¢; (i=1,2) normales entre si, que tienen la
propiedad de que la normal a la superficie en P, la tangentea c;
y la direccién que resulta al trasladar por paralelismo al punto P
la normal a la superflcw en el punto infinitamente préximo P’
de c;, estin en un mismo elemento plano. Estas curvas son las
lineas de curvatura de la superficie. Dos geodésicas del espacio,
normales a S en dos puntos infinitamente préximos P, P’ de la
linea de curvatura ¢; se cortarin (%) en un punto O; y la distancia
O =r; (i=1,2) (medida sobre la geodésica del espacio) estd
ligada con el radio de curvatura principal R; por la relacién (10)

(3.3) R;=k-1tan kr,,

que puede tomarse como definicion de los radios de curvatura
principales R;.

La igualdad (3.3) es general para cualquier curva del es-
pacio; es decir, el radio de curvatura relativo R de una curva
del espacio, esta ligado con el radio r del circulo osculador por
la misma relacién

(3.4) R=IL-1tankr.

Geométricamente, la definicion de circulo osculador es muy
clara, pues es la misma que para el caso euclidiano; a partir de
ella la relacion (3.4) define entonces el radio de curvatura rela-
tivo de la curva. Con esta definicion, se demuestra que para
las curvas de una superficic valen sin modificacién los teoremas
de Meusnier y de Euler de la geometria euclidiana ordinaria (11).

(*) TUtilizamos aqui el lenguaje usual en geometria diferencial, que puede
parecer no riguroso pero que lo es si se entiende bien el sentido que debe darse
8 las palabras. Deeir que dos curvas infiniamente préximas del espacio ‘‘se
cortan’’ quiere decir que pertenecen a un haz que tiene envolvente y el punto
de encuentro de cada curva con su infinitamnte préxima es su punto de con-
tacto con la envolvente.

(*) Ver por ejemplo L. P. EISENBART, Riemannian Geometry, 1926, phg. 214.

() E. CarTan, loc. cit., pig. 201.
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Es decir, si & es el angulo de la normal principal de una curva
de la superficie con la normal a la superficie, entre el radio de
curvatura R de la curva y el R, de la seccion normal vale la
relacién

(3.5) R=R, cos%

y si la seccion normal forma con una de las direcciones principa-
les un angulo ¢, es

1 cos?¢ sen¢
3.6 = e
(8.6) R, R, R,

Volvamos ahora a la curvatura total absoluta Ke y relativa
Kr de la superficie S. Si K es la curvatura total del espacio
ambiente, se sabe que entre ambas existe la relacion (12)

(3.7) Kr=Ke—K.

Sea do el elemento de area de S. Si ¥ es la caracteristica de
Euler de S, es conocida la férmula (13)

(3.8) Ca_:fKa do==—2z N

8

y por tanto, llamando F al édrea de S, de (3.7) se deduce

(3.9) Cl‘:fKrdcs:—an—-KF.
S

Las integrales C* y Cr se llaman, respectivamente, la cur-
vatura total absoluta y relativa de la superficie S.

Si la superficie S es cerrada y orientable, limitard un cuer-
po Q y se puede introducir en (3.9) la caracteristica de Euler

(") E. CarTAN, loc. cit., phg. 194.

(*) Ver por ejemplo W. BLAsCHKE, Differentialgeometrie I, phg. 166.
Para la definicién de la caracteristica de Euler ver H. SEIFERT~W. THRELFALL,
Lehrbuch der Topologie, pag. 87, y para la relacién (3.10), pag. 223.
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N’ de Q. Basta recordar que entre N y N’ hay la relacién simple
(.10) N=2N

con lo cual (3.9) se puede escribir

(3.11) Cr=—4xN'—KF.

Interesa también recordar finalmente que en el espacio de
curvatura constante K, el elemento de arco ds de un circulo de
radio r correspondiente al angulo central de, estd dado por la
férmula

(8.12) ds =Fk-1sen kr da.

4. Una ezpresion de Blaschke para la densidad cinemdtica. —
Para muchos propésitos es util dar a la expresién (2.9) de la
densidad cinemética otra forma més conveniente; es la forma dada
por Blaschke para el caso del espacio euclidiano (14) y que vamos
a ver subsiste para el caso de los espacios de curvatura constante.

Sean S, y S, dos superficies con curvatura continua del
espacio de curvatura constante K. Supongamos a S, fija y con-~
sideremos las distintas posiciones gS; de S, obtenidas sometiendo
esta ltima superficie a las operaciones g del grupo de los mo-
vimientos del espacio. Hemos visto que g queda determinado por
los elementos P, Q, ¢ mencionados en el n°. 2 y por medio, de
ellos la densidad cinemética toma la forma (2.9); obsérvese ade-
més que la dg no puede depender del punto P ni de las direc-
ciones que sirven de referencia u origen para expresar Q y ¢, que
se eligen para determinar g.

Supongamos una posicién da Sy en la que corte a S,. Sea P
un punto de la curva de interseccién y representemos por ¢ a
la tangente a esta curva en P. Sean, ademés, & el éngulo que
forman las normales a las dos superficies en P y ds,, ds, los
elementos de arco de las curvas normales a ¢ contenidas en S,
y S; respectivamente. Si ds es el elemento de arco de la curva

—

(%) W. BLasSOHKR, Integralgeometirie 17, Ueber Kinematik, Deltion, Ate-
nas, 1936, :
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d» interseccién correspondiente al punto P, el elemento de vo-
lumen del espacio puede expresarse

(4.1) dP =sen & ds ds, ds,.

Si representamos por da,, do; los elementos de area de S,
y S, en el punto P, es también

(4. 2) doy=dsds,, do,=dsds,
y por tanto de (4.1) se deduce
(4.8) [dP ds]=sen & [do, do, .

Por .otra parte, tomando la direccién de ¢ como direccion Q
que figura en (2.9) y llamando ¢, ¢, a las rotaciones elemen-
tales alrededor de las normales a S, y S; en P, es

(3 4) dQ=sen 9 do,dep,

y ademés dp=d3. Por tanto, multiplicando exteriormentc las
tltimas igualdades resulta

(4.5) [ds dg]=sen? & [da, do, do, do,],

que es la férmula que desedbamos obtener.

Recordemos, aunque no lo digamos explicitamente cada vez,
que las densidades, asi como los productos exteriores anélogos a
los que figuran en ambos miembros de (4.5), se consideran
siempre en valor absoluto.

5. Curvatura total de la superficie de la interseccidn de dos
cuerpos. — Sean ahora Qp, Q; dos cuerpos del espacio de cur-
vatura oonstante que suponemos acotados y limitados por las
superficies S,, S; con curvaturas continuas. Supongamos Q,
fijo y consideremos las distintas posiciones gQ, de Q;, o sea, los
distintos cuerpos que se obtienen aplicando a Q, los movimien-
tos g del espacio. El cuerpo interseccién

(6.1) Qu=0Q,.90,
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estard limitado por una superficic cerrada S,, (que puede cons-
tar de varias partes separadas) formada por partes de S, y S
que se unen en la curva de interseccion H de S, y §,, curva
que serd de discontinuidad para la curvatura de Sy,.

La curvatura total relativa Cr(Q,.gQ,) de S, definida por
la integral (3.9), se compone de la integral Cryy de la curvatura
relativa de S, extendida sobre la parte de S, interior a gQ,, méas
la integral Cry, de la curvatura relativa de S; extendida sobre
la parte de la ¢S, que es interior a S;, méas la parte Cr; corres-
pondiente a la curva de interseccion de S, con ¢S;. Es decir

(5- 2) CI‘ = C’ol + .'-Crlo + Cl“.'

Interesa tener una expresién de Cr;, es decir, de la parte
que debe atribuirse a la curva de interseccién H al formar la
curvatura total relativa de Sp,. Un método para ello consiste en
sustituir Sy, por una superficie paralela préxima que tenga curva-
tura relativa continua en todos sus puntos; calcular para ella la
curvatura total relativa y pasar luego al limite cuando la distancia
entre las dos superficies paralelas tienda a cero. Haciendo esto, a
la curva H corresponderé la banda de superficie generada de la
manera siguiente: en cada punto P de H supongamos las nor-
males ng,n, a S;, ¢S, y consideremos el arco de circulo de radio
¢ y centro P limitado por estas normales; cuando P recorre H
este arco de circulo describird una banda de superficie, que lla-
maremos B, cuya curvatura total relativa, para € —0, es C7;.
Para calcular esta curvatura total empecemos por calcular el ele-
mento de drea do sobre B. Sobre los arcos de cfrculo conside-
rados de radio ¢, segin (3.12) es

(6.8) ds, =k-1senkeda

siendo o el éngulo entre el radio ocorrespondiente y la normal
principal de H en P. Estos arcos de circulo son linéas de curva-
tura de la banda B, por estar sus normales en un plano; las
otras lineas de curvatura serdn las secciones con B de las nor-
males a H tangentes a las evolutas de esta curva. Por tanto, si
r+e¢ es la distancia de P al punto de contacto con la evoluta
(distancia que dependerd de a) segin (8.12), entre el elemento
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de arco ds de H y el dsg de B normal a ds, existiré la relacién

_t_is__ __sen k(r+e)
ds,  senkr
de donde P
. ds. — __Sen kr
©.4) '™ sen k(r+e) )

Por tanto, segin (5.3) y (6.4) serd

kesen kr
5.5 do =ds, ds, = "o €8 ded
(8.5) 17 ke sen I(r+-€) e

Por otra parte, los radios principales de curvatura de B son
k-ttanke y k-ltankr; por consiguiente, escribiendo la curva-
tura total relativa de B y haciendo tender ¢—0, resulta

(6. 6) C’,-=f k dads

tan kr

donde para cada valor de s, o sea cada punto P, a varia entra
los éngulos a,, o, que las normales a S, ¢S, forman con la
normal principal de H; después, s varia a toda la curva H.

Para ver como depende r de a, observemos que la distancia
r+-¢ del punto P al punto de contacto con la evoluta es la lon-
gitud de la hipotenusa de un tridngulo recténgulo uno de. cuyos
catetos es igual al radio del circulo osculador p y el dngulo com-
prendldo es igual a a. Se tiene entonces, por una simple fér-
mula tngonomémca de los trifngulos geodésicos rectingulos de
los espacios de curvatura constante k,

tan kp = cos a tan k(r+-e).

Por tanto, haciendo e—0 y sustituyendo en (5.6) resulta

Cr. _ffkcosa
tan kp
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O sea

5.7 Cr,= | ¥R 018N % 4
6.7 ! tan kp
H

6. Integral de la curvatura total relativa de la interseccidn
de dos cuerpos. — Hemos visto que la curvatura total relativa
Cr(Qo.9Q,) de la interseccibn de los cuerpos mencionados en
el no. anterior se descomponia segin expresa (5.2), donde la
tltima parte esthd dada por (5.7). Nuestro objeto es ahora calcu-
lar la integral

(6.1) . J C(Qs- 90.)dg

donde dg es la densidad cinemética (2.9) y la integracién esté
extendida a todo el grupo G de los movimientos del espacio de
curvatura constante.

La integral de Cr,, se calcula inmediatamente por un arti-
ficio corriente en geometria integral. Si Kr, indica la curvatura
relativa de S, en el punto cuyo elemento de 4rea es doy, consi-

deremos la integral
f K'o ddo dg

extendida, respecto o,, a todos los puntos de §, interiores a
gQ, y, respecto de g, a todo el grupo G. Si fijamos prime-
ro g e integramos respecto do, resulta precnsamente la integral
de Cro;; en cambio; si se fija primero o, segin (2.10), es

fKro ddo dg = 8“’ Vl fKro ddo = 87" Vl Cro.

Por tanto se tiene o '

(6.2) f Croydg=8n2V, Cr,.
aq .



__19__ i

Anilogamente, por simetria debe ser
(6. 3) . b/‘arlo dg = 81'[2 Vo Crl

donde C7y y C7; son las curvaturas totales relativas de las su-
perficies Sy y S; que limitan los cuerpos Q, y Q.

Queda por calcular la integral de Cr;. Partimos de la ex-
presién (5.7). Siendo o; (i=0,1) los 4ngulos que forma la
normal principal de H en P con la normal a S;, el teorema do
Meusnier, teniendo en cuenta (8. 8), da

tan kp = tan kr, cos a;
de donde
008 @, + cos a, = tan kp (tan-1 krg,+-tan—1kr,,).

Con esto, utilizando la relacién

sen o, —sen o,

=tan 1 (ay—ay)
cosa,tcosa, 2V 0

el valor (5.7) de Cr; se puede escribir

Cr;=1Ik| (tan-! kro,+-tan~1 kry,) tan — L (al—-ao) ds

o bien, introduciendo los radios de curvatura relativos R,,, R,,
y poniendo a, —a,=a,

(6.4) Cri= f (_I%o—+ 2 ) tan % o ds.
’ 9

1n

El teorema de Euler (8.6) permite ahora escribir

2 2 2 1
6.5) Cr; _f cos? ‘Po sen® @ +°°3 ‘Px+5°n P1Y tan = ads.
( (R R TRt R)™E
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indicando con R;;, Ry los radios principales de curvatura de S;
De aqui, teniendo en cuenta (4.5) y que el éngulo entre las nor-
males a las superficies es ahora a en lugar de ¥, resulta

2 2
(6.6) [ Cridg= C08* Qg +sen Po +
( Ry~ Ry

cos? ¢, sen®q,
Ry, Rys

) tan -12— a sen? a do, doydo, do,.

Al tener en cuenta todas las posiciones de Q,, o sea todos
los movimientos ¢, el dngulo a varfa entre —n y +x para cada
valor de oy, @, o,, ¢;, y por tanto, puesto que deben conside-
rarse valores absolutos, resulta

1!
1
f]tanz ol sen?a da=4.

Los éngulos ¢, @, pueden variar, independientemente uno
de otro, entre 0 y 2=, apareciendo las integrales de sen? ¢ y cos® ¢
que valen n. Haciendo esto, hay que dividir luego por 2, puesto
que si para cualquier valor de @y, ¢ se incrementan ambos dngu-
los en =, resulta la misma posicion de Q; o sea el mismo g.
Poniendo finalmente

(6.7) 5 f R ) do;=M; (i=0,1)
i

que son las curvaturas medias totales de S;, resulta

-

[ cridg=sn o F+ My

¥ juntando con (8.2) y (6.2) s tiena la férmula final

(G'S)JC'(Qo-gox) dy=8"’(Voc’1+ch’o+MoF1+M1Fo)-
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Es curioso que en este resultado no aparezca la curvatura
del espacio. La férmula (6.8) tiene, por tanto, idéntica forma
para cualquier espacio de curvatura constante, en particular para
el espacio euclidiano, en cuyo caso coincide con la llamada fér-
mula fundamental de Blaschke y es bien conocida (Ver notas

My @)

7. Integral de la caracteristica de Euler. — De (6.8) y (8.11)
es ya inmediato la obtencién de la mtegral sobre G de la carac-
teristica de Euler N’(Q,.9Q,) del cuerpo Q,, interseccion de
Qo con gQ,. Para ello necesitamos tmicamente conocer la inte-
gral del érea Fy de la superficie que limita Q,,. Exactamente
el mismo método seguido en el nimero anterior para hallar la
integral de Cro, y Cry, da

(T.1) [ Fuudg=sne vy, 4V, Fy.
é

De aqui, teniendo en cuenta (6.8) y (3.11) resulta

(7.2) fN'(Qo .90Q,) dg=8n2 (N"\V+N'V,) — 2n (M, F,+-M,F )
é

donde N’;, V', son las caracteristicas de Euler de Q, y Q,. Esta

es la férmula fundamental buscada. Se observa nuevamente que
ella no depende de la curvatura constante del espacio: es la misma
que para el caso euclidiano.

' Observaciones. a) El hecho de que en (7.2) no aparezca la
curvatura del espacio no es general, sino que estd relacionado con
el nimero de dimensiones del espacio. Para dos dimensiones esto
no ocurre. La férmula aniloga a la (7.2) para dos dimensiones
es

(7.8) j *dg=2r(N'y F, + N',Fo) + KFoF, — L, L,,

siendo F; las hreas, L; las longitudes de los contornos y N’; las
caracteristicas de Euler (N’= — vértices - aristas — caras) de los
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dos recintos bidimensionales considerados del plano de curvatura
constante K.

b) Para la demostracién de (7.2) hemos utilizado (6.8) que
fué establecida suponiendo que Sy y S, tenian curvatura continua,
“lo cual es una condicién muy restrictiva. Sin embargo, una vez
establecida la (7.2), por continuidad, es fécil demostrar su
validez para casos mucho mas generales. Supongamos, por ejem-
plo, que Sy y S; estén formadas por un nimero finito de cas-
quetes superficiales (o «caras») cada uno con curvatura continua,
pero unidos por aristas que sean curvas de discontinuidad para la
curvatura. Entonces, redondeando las aristas para transformar
So ¥ S, en superficies con curvatura continua y aplicando (7.2) a
las nuevas superficies, al pasar al limite resulta la validez de
(7.2) también en este caso. S6lo hay que aclarar el valor de la
curvatura media M para cuerpos con aristas, lo cual se deduce del
método seguido en el n°. 5. En efecto, la curvatura media en un
punto de la banda B alli considerada era

—2— k (tan~1 ke + tan—1 kr)

y por tanto, multiplicando por (5.5), integrando y haciendo
¢—0, resulta que a la curvatura media total de las caras hay
que agregar, como contribucién de las aristas, el valor

1
(7. 4) M=—2—fads

siendo o el dngulo formado por las normales a caras a lo largo de
las aristas y s.la longitud de arco de éstas; a es funcién de s y -
la integracién estd extendida a todas las aristas de la superficie.

8. Aplicacién: La férmula de Steiner para espacios de curva-
tura constante. — Consideremos el caso particular de ser Q, y
Q; dos cuerpos convezos; quiere decir que el arco de geodésica
que une dos puntos cualesquiera de los mismos estd integramente
contenido en ellos. Entonces es N'g=N’;=N'=—1 y la f6rmula
fundamental (7.2) queda

(8.1) f dg =8t Vot V) +2x (MF -+ M,Fy).
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donde la integracion estd extendida a todos los movimientos g
para los cuales es Q,.9Q;~0.

Supongamos en particular que Q, sea una esfera de radio p.
Entonces, tomando como punto P que figura en la expresién
(2.9) de dg el centro de la esfera, para cada posicién de P la
integral de dQdp da 8n2 y la integral de dP extendida a todas
las posiciones en que es Q,.gQ; /=0 es precisamente el volumen
del cuerpo paralelo exterior a Q, a distancia p. Llamando V, a
este volumen y siendo

M, =4n k-1sen kp cos kp
Fy=4nk-2sen? kp
Vy=2n k-3 (kp—sen kp cos kp)

resulta

(8.2) Vo=Vy+Fok-1senlkpcoskp + Myk2sen kp 4
2n k~3 (kp—sen kp cos kp),

que generaliza a los espacios de curvatura constante la férmula
de Steiner sobre el volumen del cuerpo paralelo exterior a un
cuerpo convexo. Para k=0 se tiene la formula clasica de Stei-
ner. Una demostracién directa de (8.2) vélida para el espacio de n
dimensiones fué ‘dada por C. B. Allendoerfer (15). Para el caso
bidimensional ver también E. Vidal Abascal (1¢). El caso K>0
(espacio eliptico) se encuenira también en Ta-Jen Wu (%); en este
caso el valor de p debe ser menor que (n/2)k~1, puesto que las,
geodésicas son de longitud finita igual a =k-1,

9. Generalizacidn de unos resultados de O. Varga a los cs-
pacios de curvatura constante. — A partir de la férmula (4.%),
que tiene la misma forma que para el espacio euclidiano, O. Varga
obtuvo distintos valores medios de funciones definidas sobre la
curva de interseccién de dos superficies del espacio euclidiano,

(*) C. B. ALLENDOLRFER, Steiner’s formulae on a gemeral §» , Bulletin
of the American Mathematical Bociety, vol. 54, 1948.

(%) E. VDAL ABASCAL, 4 generalisation of Steiner’s formulse, Bulletin
of the American Mathematical Society, vol. 58, 1947.
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cuando una de ellas se supone fija y la otra mévil sin deforma-
cién a todas las posiciones ' posibles (17). .

Todas las férmulas obtenidas por Varga valen lo misme
parn los espacios de curvatura constante, con s6lo sustituir las
curvaturas absolutas por las relativas respecto el espacio ambiente.
Mencionaremos, como ejemplo, tan s6lo una de ellas, que con-
duce a la generalizacibn a los espacios de curvatura constante
(o, si se quiere, a las geometrias no euclidianas) de un teorema
dado por Varga para el espacio euclidiano.

Sean, como siempre, Sy y S; dos superficies con curvatura
continua de un espacio de curvatura constante. No hace falta
suponer ahora que ellas limiten un cuerpo del espacio: pucden
ser abiertas o cerradas no-orientables. Sea, como antes, H la
curva de interseccién de S, con ¢S,. Sea v la torsién de H en el
punto P (se entiende torsién relativa, o sea, respecto la métrica del
espacio) y s el arco de H. Llamando @, al éngulo de la normal
principal de H con la normal a S, y ¢, el dngulo de la tangente
a H con la primera direcciéon principal de S, (todo en el punto
P), se sabe que vale la férmula (18)

__(&Q (_]l_.._._l_.) Sen @q 008 P,
ds Ros Ro]

(9.1) =
en la cual Ry, R,y son los radios principales de curvatura de
S, en P. Esta férmula tiene idéntica forma que para el espacio
ordinario.

Anélogamente para S; vale

y da 1 1.
92 t=--—1 (———~——)seng, co8p

y por tanto, restando ambas expresiones y llamando a=a; —a,
al éngulo de las dos superficies en P, queda

de ;1 1 41 1y
;=(7{;--721—,)sew1008%—(7§-h;)senq’oooswo

(%) O. Vanaa, Mittclwerte an dem Durchsohnitt bdewegter Fldohon, Mathe-

matische Zeitschrift, vol. 41, 1936.
(*) E. Carmax, loo. oit., phg. 99.

B e
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Elevando al cuadrado 'y poniendo para abreviar

1 1 : 1 1
’ A =] T T A = 3N m
-~ MTR,TRy T Re Ry
queda '

_ ot n |
(9.8) (*dc;) =A,2sen? ¢, cos? ¢, + A Zsen? @, cos? @,

—2A,A,3en @, cosp, sen @ cos @

Multipliquemos miembro a miembro esta igualdad con la
{4.B) e integremos a todo el grupo G. En el segundo miembro
hay que integrar «, 9,, ¢, de 0 a 2z y luego dividir por 2
por el hecho de corresponder cada par de valores @4, @, y 9o+,
@, + 7 a una misma ¢S,. Siendo

2% - )
fsen"’cpcos?cpdcp:—i- n
0

y observando que la integral del término negativo de la expre-

si6n (9.3) es nula, queda

(9-4) j(ﬁ/(%fds)dg: %s[FO[Al?F do, +F, /AOQ day,].
5 8

Esta es la formula obtenida por Varga para el espacio eucli-
diano y que vale igualmente para los espacios de curvatura
constante. De ella se deduce que si o=constante, deben ser
A,=0, A;=0 y por tanto las superficies deben tener todas sus

untos umbilicos, o sea, deben ser esferas o partes de superfi-
cie esférica. Se puede, pues, enunciar:

Si el dngulo en que se cortan dos superficies de un espacio
de curvatura constanfe, es constante a lo largo de la linea de in-
terseccion para toda posicién de las superficies, ellas son esferas
o parles de superficies esféricas (incluidos los planos como esfe-
ras de radio infinito).

10. Férmula fundamental para planos. — Ya definimos en
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el 1°. 2 la densidad para conjuntos de planos, o sea el elemento
de volumen invariante del espacio homogéneo G/E. Veamos ahora
como se generaliza la formula (7. 2) para el caso en que en lugar
de Q, tenemos un plano mévil e,

Necesitamos primeramente obtener una férmula anéloga a la
(4.5). Para ello consideremos una posicién de e en la que corta
a una superficie fija S,. Sea P un punto de la curva de inter-
seccion H y ng,n, las normales a S; y a e en P. Tomemos
la expresién (2.13) para de. Si & es el éngulo entre n, y n,
Y 9, indica la rotacién alrededor de n, que determina la posicién

del plano ny,n, es dQ=sen9d¥dp. Por otra parte, si ds, es’

el elemento. de arco sobre S, normal a H, es dt=sen %ds,. Por
tanto serd de=sen? 9 [d9d¢ ds,]. Introduciendo en ambos miem-
bros el elemento de arco ds de H y llamando do, al elemento de
drea de S, correspondiente al punto P, se tiene la f6rmula buscada

(10.1) [ds de] =sen? & [d® do, do,).

Sea ahora un cuerpo fijo Q, limitado por la superficie S,
cerrada y con curvatura continua. Sea e un plano que corta a Q,
y consideremos un punto P de la curva de interseccién H. Mul-
tipliquemos ambos miembros da (10.1) por la curvatura geodé-
sica xg de H, considerada como curva de e, en P. Por ser ¢
un plano, esta curvatura geodésica coincide con la curvatura or-
dinaria (se entiende relativa al espacio de curvatura constante que
consideramos). Por el teorema de Meusnier, si R, es el radio de
curvatura de la seccién normal de S, tangente a H, serd

(10. 2) 1/xg=R,sen$

y por tanto, recordando la férmula de Euler y la definicién de
curvatura medm

[([x,ds) de=

G/B H

9% ®
15/ |sen 8| d& doo[ (°°:;q’°+s°“s“’°) dgo=21M,.
{

R
. < 01 92

Por otra parte, la féormula de Gauss-Bonnet aplicada al

e A 2 T
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plano e y a la curva H de interseccion del mismo con So, nos
dice que es

[x9d3=—2ﬂN'—KF01

"

siendo Fo, el érea de la interseccion de e con Q, (4rea limitada
por B y que puede constar de varios pedazos separados) y V' la
caracteristica de Euler de esta é4rea. Siendo ademés, como es
facil calcular por analogfa con el caso euclidiano,

/ F 10 &:27' Vo
siendo V, el volumen do Q,, results la formula integral

(10. 3) / Ndé=—M,—KV,
G|EB

Esta féormula es conocida para los casos K=0 (ver (1)) y
K=1 (ver (?)). Si Q, es convexo, tal que la curva de intersec-
cién H conste siempre de un solo pedazo, serd N'=—1 si e corta
a Qy y NV=0 en caso contrario. Por tanto en este caso es

(10.4) j de=M,+KV,

6. Q==0 .

que nos da la medida del conjunto de planos que cortan a un
cuerpo convero del espacio de curvatura constante K.

Como esta medida no puede ser negativa, se deduce:

Entre la curvatura media M, y el volumen V, de todo cuer-
po convexzo del espacio de curvatura constante y negativa K=
=—1/a® eziste la relaciéon

(10- 5) Vo <a? Mo.
11, Una interpretacién dc la férmula fundamental para

cuerpos convezos. — Sea Q, un cuerpo convexo del espacio de
curvatura constante K y sean V, su volumen, F, su 4rea y M,
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su integral de curvatura media. La medida del conjunto de pla- -
nos que tienen punto comun con Q, esti dada por (10.4): |
representaremos ahora por e, o sea,

(11.1) 80=M0+KV0.

La medida del conjunto de puntos contenidos en Q, es su
volumen; representandolo por p, sera

(11- 2) pO == Vo. .

La medida del conjunto de rectas que tienen punto comiin
oon Q, se deduce inmediatamente de (2.18) exactamente igual
que para el caso euclidiano o eliptico (notas (1) y (2)), resul-
tando valer

(11-3) r°= ﬂFo.r

ol =

Con esto, suponiendo ahora otro cuerpo convexo mévil Q,,
la medida del conjunto de posiciones de Q, en las cuales tiene
punto comin con Q, que ya vimos estd dada por (8.1), se
puede escribir :

(11.4) [ dg =8n2 (pytp,) +4 (eori+esro) — 4K (pory+piro)s
© Q. 8Q|=0

que no da dicha medida cuando se toman como invariantes de los
cuerpos convezos las medidas de los puntos que contienen y de
los planos y rectas que los cortan.

¥acultad de Ciencias Fisicomateméfticas
La Prara.




