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GEOMETRIA DIFERENCIAL AFIN
Y CUERPOS CONVEXOS
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Introduccion. - Son bien conocidos los hermosos resultados
que Blaschke ha obtenido en el Vol. 2 de su Geometria Di-
ferencial aplicando la geometria diferencial afin de suporficies
al estudio de los cuerpos convexos{1]. Por otra parte, las ven-
tajas de tratar la geometria diferencial por el método del triedro
mévil y el uso de las formas diferenciales, siguiendo a E. Car-
tan, son también evidentes. Siguiendo este método vamos a es-
tablecer en este trabajo las ecuaciones fundamentales de la geo-
metria diferencial afin de superficies, para obtener luego (Nros.
8, 9, 10) algunas férmulas integrales y unas caracterizaciones
del elipsoide, en parte conocidas, pero que con el método utili-
zado aparecen da manera natural y bastante mas simplemente
que por los métodos antes utilizados.

En un trabajo anterior[13], hicimos algo anilogo, pero uti-
lizando como triedro fundamental unido a cada punto de la
superficie el formado por las tangentes a las lineas asintéticas
(ademés de la normal afin), lo cual obliga a la introduccién de
imaginarios para el caso de puntos elipticos. Como las princi-
pales aplicaciones que tenemos en vista se refieren a superficies
convexas, es mejor utilizar otro triedro que sea real en el caso
de puntos elipticos. Por esto vamos a tomar ahora como vec-
tores fundamentales en cada punto la normal afin y las tangentes
a las lineas de curvatura afin.

El tnico texto que conocemos en que la geometria dxfe-
rencial afin de superficies estd tratada por los métodos de E.
Cartan es el reciente de J. Favard([6], al cual remitimos
para cualquier aclaracién acerca del método en general, aunque
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aquf tomamos un triedro distinto, mas conveniente para las apli-
caciones de los Nros. 8, 9, 10(1).

1.-El grupo afin y sus ecuaciones de estructura. Vor(4].
En el espacio ordinario de -tres dimensiones consideremos el
grupo de las transformaciones afines unimodulares, es decir
el grupo

8
(1.1) z/=Xakz, +0b, det |ok| =1.
k=1

El triedro mévil de este grupo esti formado por uun pun-
to X y tres vectores Iy, I, I; que tienen su origen en X y sa-
tisfacen la condlcuSn

(1.2) (hlsly)= (I A ls) Iy=1,

donde A representa el producto vectorial y el punto el pro-
ducto escalar.
Poniendo

8 8"
(1.3) dX=Zml'I,-, dI,-=2co{‘Ik
| 2

o]

Man definidas las componentes relativas o, o,i del grupo
- affn unimodular, que se pueden calcular a partir de estas rela-
ciones y de (1.2). Por ejemplo, se tiene

ot=(dX11,), ot=(l,dXI,), o*=(,1dX)
(1.4) :
or=(dl11), of=(dl1L),..

Diferenciando (1.2) se obtiene la relacién

(1.5) 0,1 4 0% + w33 =0.

(*) Ralvo :nlgunn modificaciones y complementos el presente trabajo ea
el eontenido de una conferencia del autor en el ‘‘ Oologuio Henrl Poinearé’’,
que tuvo lugar em el Instituto H. Poincaré de Paris, en octubre de 1984, para
conmemorar o] oeutenario del nacimiento del ilustre matemético, y que fue
publicada en mimeégrafo en el volumen de las Actas del Coloquioe.
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Tomando la diferencial exterior de las ecuaciones (1.3),
teniendo luego en cuenta las ecuaciones mismas, se obtienen las
ecuaciones de estructura del grupo afin unimodular, a saber

8 3

Aqui el simbolo A “representa producto exterior. No hay
confusién posible: aplicado a vectores, el signo representa el
producto vectorial, y aplicado a formas diferenciales al pro-
ducto exterior.

2. - El triedro afin de Frenet de una superficie. Seza
(2.1) X =X(u, v)

la ecuacién vectorial de una superficie S. Para su estudio afin,
vamos a tomar el triedro (X, I;) de manera conveniente, haciendo
intervenir para la determinaciéon de los vectores /; elementos
geométricos de S que sean invariantes respecto el grupo afin
unimodular.

Empezamos por tomar el origen X del triedro sobre S y
los vectores I,,I, tangentes a S. Esto equivale a decir que los
vectores I,1,,dX estan en un mismo plano, y por consiguiente

(22) (III,_dX)zmi’-:O
de aqui resulta dw3=0 o bien, en virtud de (1.6),
(2.3) ol A 0,34 0 A 0,8=0.

Como o!,w? son formas diferenciales independientes, las
ok son combinacién lincal de ellas que, teniendo en cuenta
(2.3), serén de la forma
(2.4) od=aqolt+bo?, ol=bo!i{eond

Las lincas asintdticas de la superficie, invariantes por pro-

yectividades y por tanto por afinidades, se definen por tener en
cada punto el plano osculador tangente a la superficie, es de-
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tir, por estar el vector d2X en el plano tangente. Su ecuacion
diferencial es por tanto (I;1;3d?2X)=0, o sea,

(2.6) (11,1, 01d 1| + 02d ) = 0! ®,3 4 02 0,3 =0,
es decir, teniendo en cuenta (2.4),
(2.6) a(01)? +2b ol 0? 4 p(®2)2=0.

La condicion para que dos direcciones dX =w!l, + w?l,,
d*X =o* ], + o], sean conjugadas sera

(2. 7) a ol pl* + b(wl 2* + o? ml*) +e ®? 2% — 0.

Por tanto, eligiendo los vectores I;,I; de manera que sean
tangentes conjugadas de la superficie, tendremos =0 y por
tanto

(2.8) 0,3 =aol, 0y —e w?,

Observemos que de la ecuacion de las lineas asintéticas, sien-
do ahora b=0, se deduce que es ae>0 para los puntos elip-
ticos, az <0 para los hiperbélicos y ae=0 para los parabélicos.
Como tenemos en vista aplicaciones a las superficies convexas,
nos limitaremos al caso de superficies con solo puntos elipticos,
es decir, shpondremos

(2.9) ae>0.

Para el caso de puntos hiperbodlicos, siendo las asintdticas
reales, lo més comodo es tomar por vectores I,,I; las tangentes
a estas curvas (ver[12]). Para el caso de puntos parabélicos las
superficies son desarrollables y exigen un tratamiento especial
(ver, Favard[6]).

Vamos a ver como se transforman a,e por un cambio de
ejes de la forma -

* 11*:a11+312
(2. 10) 1*=)1, +pl,
I*=D-1,
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siendo D=ap—XB, con la condici6n de que I,* I,* sigan
siendo tangentes a direcciones conjugadas, o sea,

(2.11) ~ aal4{efp=0.
Se tiene

ol* — (dX 12* 13*) — %ml —_ _3_ w?

wt* =(I*dX 1) =— Lot + - at

o, =g*ol*= (I *I*d],*)=D(aacw! +penl)

0% =e* ot* = (I * I*d [;*) = D(A g ! + p e w?)

de donde
a* Qa:—ge
" )
e"‘.—:%?—se:—xﬁﬂa
De aqui

a*e*=Dtae,

Por tanto, siendo ae>0, podemos hacer a=1, e=1 con
tal de tomar

1 M b
t— - A
D=2 = P=" oD
(2.12)
. pe A2

Con ello, la condicién (2.11) se satisface y queda todavia
un pardmetro arbitrarid, Supuestos elegidos I;,I, de manera
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que se cumplan estas condiciones y por tanto a=1, e=1, las
ecuaciones (2.12) dan

G::PI., |3=—)\, p.2+l2=1

o sea, poniendo A=-—cos¥, p=sen¥ queda todavia posible un
cambio de la forma

I*=sen®l, +cos% 1,
(2.13) I*=—cos%1l, +sendl,
I*=oal +8ly+1s.

Los coeficientes a,B se pueden determinar por la condicién
de que sea ©y3*=0. En efecto, es

g% = (I;* I*d Ig*) = o o3 + B 0% + 0g3 = a 0l + B 0f + o8,

Suponiendo que sea g3 =a w! + b w?, bastaré tomar a =—a,
=—b para tener ®8* =0. Con esto queda bien determinado

Iy (normal afin). |

Para 1,,1; queda todavia posible la transformacién (2.13)
con el éngulo arbitrario 3. En general es conveniente tomar &
de manera que I, coincida con una tangente de Darboux
(Favard[6]), pero para nuestro objeto es preferible hacer que
1,,1, sean tangentes a las lineas de curvatura afin. Vamos a
ver como ello es posible.

Las lineas de curvatura afin estdn determinudas por la con-
dicién de que a lo largo de ellas la normal afin describe superfi-
cies desarrollables. Poniendo Z=X-—pl;, se tiene

= (ol —pog) ]+ (a?—pogsd)ly—dpl,.
La superficie Z=X—pl; serd desarrollable si se puede
determinar p de manera que dZ e I; tengan la misma direc-

cién, o sea si se cumple

ol maa — 2 msl — 0.




Esta es la ecuacion diferencial de las lineas de curvatura
afin. Para que ellas sean las lineas coordenadas (tangentes a
1,,1,), debe reducirse a olw?=0, o sea, suponiendo

ogl=mol+no?, ©2=rol4so?

debe ser r=n=0. Esto parecen dos condiciones, pero siendo
038=0 equivalen a una sola. En efecto, se tiene

dogd=col Aol + o2 Anl=—(n—r)ol A02=0

y por tanto r=n. Vamos a ver como podemos elegir & de.
manera que sea r=n=0.
Por un cambio de la forma

(2.14) ,

1*=sen%1l,+cos¥l,, I,*=—cos®l +sendl;y, I*=I,
se encuentra
ogl* = (d I;* I,* I;*) = cos & wg? + sen & wg!
= (rcos 9+ msen &) o! 4 (scos & 4 nsen 9) o?
y también
©g1* = m* o1* 4 n* i
= (m*sen & —n* cos &) ! 4 (m* cos $ + n*sen §) w?.
Por tanto se tiene el sistema
m*sen® —n*cos%=rcos¥+ msen o
m*cos® +n*sen % =scos &+ nsend

de donde

n*=unsen?®—rcos?®+ (8 —m)sendcos?.

Para r se obtiene el mismo valor. Por tanto se tiene una
sola ecuacién en 9, la cual permite determinar este éngulo de
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manera que sea r=n=0. La ecuacién en 9 tiene las raioes
reales puesto que, siendo r=n, es

(s—m)2+4n2=0

y solo igual a cero si s=m, n=0 en cuyo caso la ecuacién
n*=0 es una identidad y el punto un umbilico afin de la su-
perficie.

Queda asi el triedro completamente determinado. Pon-
dremos

siendo k,k’ dos invariantes llamados las curvaturas principalas.
Para un umbilico es k=K (%).

Hemos obtenido, en definitiva, el triedro de Frenet, bien
determinado en cada punto si no es un umbilico, y salvo la
transformacién (2.14) para los umbilicos.

Las férmulas (1. 3) se reducen a las siguientes formulas
de Fronet, fundamentales para el estudio diferencial afin de
las superficies:

dX=otl, +otl,

dli,=o01l,+0tl+ ol
(2.16)
dlj=o0gl, + 02l + 0],

dlszkml Il +k'm’13.
Puesto que o1, ©? son independientes se puede poner
of=a0wl+B0, ol=yoli{daw?
(2.16)

ol=—wf=pow! 4+ qow?

Los coeficientes de estas férmulas, que son invariantes afi-

(*) En la notacién de BrascHxx [1, p, 159] los signos de ¥ y &’ aparecen
eambiados, ‘
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nes, no son independientes. En efecto, teniendo en cuenta (2.8)
con a=e=1, se tiene

d(o—ol) =0l A3+ 0,2 A 03—l Aol — 0 A0l=0
d(msg__w2):m2l Am13+Am22A mzs_ml A mls_m2Am22=O

y de aqui, teniendo en cuenta (2.16),
1 1
(2.17) p=——5B+8), g=—(at+Y)

Obsérvese que con las notaciones (2.16) se tiene

dcnlz(q—-‘{) ! A ©?
(2.18)
dm’:(p-{-ﬁ) ol A 02,

8. - Las condiciones de integrabilidad. Las ecuaciones de es-
tructura (1.6), aplicadas al caso actual de las ecuaciones (2.15)
con las relaciones (2.16), (2.17) nos dan las condiciones de in-
tegrabilidad del sistema (2.15).

Definiendo las derivadas covariantes f;,f; de una funcién
f(u, v) por la relacién

8.1) df =f, o + fy o

se encuentra inmediatemente que las condiciones de integrabili-
dad pueden escribirse

2(qy— ps) =91+ Y, + By + 8, =3(ad—BY)
2(By—ag) =—8(a2+p2) — (ay+Pd)+ 2K
(3.2) 2(5; —Y5) =3(®+y2) + (Bd+ay)—2k
ke =v(k—Kk)
kg =B(k—FK).

4. - Desarrollo candnico alrededor de un punto. Tomemos el
punto X de la superficie como origen de coordenadas. Las fér-
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mulas (2.15) permiten hallar inmediatamente, por difersncia-
ciones sucesivas, el desarrollo

(4.1) X:dX+—;—d9X+—16—d3X+...

alrededor del origen. En efecto, diferenciando y aplicando las
mismas férmulas (2.15), se obtiene

dX=otl +otl,
d2X = (dot + ol ;! + w2 mgt) I,
(4.2) T (dat + ot 0,2 +atogd) I,
+ (ol 0! + o? 0?) I
dBX =(...) Iy + (...) Iy +[3 (ot dot + 00? deo?)
+((01)— 30t (02)7) p—((0t)3— 3 0t (w1)7) g] Iy

y asf sucesivamente. En la tltima expresién los coeficientes de
I,,1; no se han escrito porque no van a interesar.

Si a la componente segiin I; la representamos por z y a
las componentes segin I,,I, por z,y, en el origen serd w!=z,
of=y, resultando el desarrollo canénico

(4.8) z=g(at+y) + ¢ [pa*—32y) —q(y*~3aty)]+...

6. - Formas diferenciales invariantes. Cualquier combinacién
de o!,®® serd una forma diferencial invariante por afinidades
unimodulares. Blaschke[l] llama forma cuadrdtica funda-
mental a

(6.1) | ¢ = (@) + (of)*.

Segiin (2.6), la ecuacibn ¢ =0 es la ecuacién diferencial
de las lineas asintéticas, imaginarias en nuestro caso, que hemos
adaptado al caso de puntos elipticos.

Asi como esta forma cuadritica es la componente segin
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I; de d2X, es importante también considerar la componente
de d®X segun el mismo eje. Salvo el sumando

3(o! do! + o dw?) = -—g—- de,
esta componente es
(5.2)  b=p[(=")*-3l(x?)]—g[(of)’ —Bu(wl)?]

que es la llamada forma cubica fundamental. En cada punto,
las direcciones dadas por =0 son las tangentes de Darbouzx
de la superficie.

Puede ser instructivo expresar estas formas invariantes ine-
diante la notacion de Blaschke. Para ello, consideremos
referida la superficie X =X(u,v) a un sistema de coordenadas
curvilineas u,v cualquiera, respecto el cual sea

(56.8) ol=g, du+b,dv, w2=azdu+bydv.
De aqui
(6.4) dX=otl,+w?ly=(a, I, +ayly) du+ (by I, + by ) dv

O 8Sea

(5-5) Xu:alll+azlz, Xv=b111+b212.
Ademds, de (4.2) se deduce
(5.6) @ = (o01)2 4 (w9)2 = (I, I, d2X).

Para sustituir en esta expresion I,,I, por X, X, obser-
vemos que de (5.5) se deduce

(5.7) XuAXU:(albs—asbl)IlAI2=D(11AI2)
habiendo puesto D=a;b;—ayb,.
De (6.5) y (5.8) se deduce
| Xw=( )L+ )+ (a2 +ad) ]
(6.8) Xuw= () Iy + (=) s+ (ay by + a5 b5) I
’ XW=(..¢)11+(...)I’+(b1’+b”)la .
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de donde, poniendo segin Blaschke
(6.9  L=(X,XX,), M=(X,X,X.), N=(X.X,X.x)
resultan las relaciones
L=D(a)*+a,%), M=D(a;b,+a3bs), N=D(b,?+bs?)
y de aqui
* (6.10) DA=LN — M2
De (5.6), (6.7) y (56.10), resulta

o XXAX)_ Ldut 12Mdudo - No?

(5.11) D= TN

que es la forma adoptada por Blaschke [1, p. 104] para la
forma cuadrética ‘fundamental de la teoria afin de superficies.
Anélogamente, de (5.2) y (5.8) se deduce

_(XXaX) 8

8
— 3 —— — -—
(.12) b= (L1 doX) — g dy=1pn i —

de acuerdo con Blaschke [1, p. 122].
6. - Invariantes afines de una superficie. Como es costum-
bre, pondremos

dQ=o! A ©®=elemento de drea afin
(6.1) K=1Fk K =curvatura afin
H= —;— (k + &) = curvatura media afin.
Otros invariantes afines interesantes son:

a) La distancia afin de un punto Z al punto X de la super-
ficie S se define (1, p. 110] por

(6.1) w(Z)=(X~2,1,,1,)

o bien, si Z es el origen de coordenadas

(6.2) w=(XL1,).
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El elemento de volumen, formado por la pirdmide elemental
de vértice el origen y base el paralelogramo engendrado por los
vectores oll;, o?], vale

(6.3) dl’:%(XIllz)mlAm%‘:%wdﬂ

y, por consiguiente, el volumen limitado por una superficie ce-
rrada S se expresa por la férmula

1

De (6.2), teniendo en cuenta (2.15) se deduce
dw=(XI;I;) o' + (X I, I5) o2,
o sea, con la notacién (3.1),
(6.5) w,=(X1L1,), wy=(XII).

De aqui se deduce que si I3 pasa por el origen, I;=X\X,
serd w,—w,=0, o sea: la distancia afin de un punto a una
superficie, toma un valor estacionario cuando el punto estd so-
bre la normal afin (Blaschke, pdg. 111).

La diferencial absoluta y las derivadas parciales covariantes
de un vector intrinseco (w,, w,) se-definen por las ecuaciones

(6.6) Dwy=dw;—w, 0l —w,0f=w; ol +wyet (i=1,2).

En el caso (6.5), teniendo en cuenta (2.15), (2.16), (2.17)
se obtiene

wy=—14+kw—(a+Y)w,—2pw,
wyy=—1+kw+2qw;—(B+5)w,
de donde se deduce la relacién importante

(6.7) Aw=w,, + wey=2(—1+Hw)
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donde en el primer miembro Aw significa el laplaciano de w
(Blaschke [1, p. 214]).

b) La curvatura de- Gauss G de la métrica cuya forma
fundamental sea ds=(w!)2+ (2)2, serd otro invariante afin.
Para hallarlo basta aplicar la férmula conocida para G[2, p, 47]:

G—_ 1! d[

mlAmg

dot . dw? m’]

®
ol A 02 ol Am?

que en el caso actual, segin (2.18), queda

G=———d[(g—1) o'+ (p+B) o]

olA®

Teniendo en cuenta las relaciones (2.17) y las conddiciones
de integrabilidad, se obtiene facilmente

(6.8) . G=-H+2(p*+¢).

Siguiendo a Blaschke se puede poner
(6.9) - —2(p*+q%) =J =invariante de Pick
con lo cual queda la relacion
(6.10) H=J-G.

7. - Relaciones entre invariantes afines y métricos. a) El ele-
mento de é4rea afin, en funcién de los coeficientes L,M,N de-
finidos en (5.9), segiun (6.3) y (5.10), se expresa
(7.1) dQ=o! A0w?=DduAndv=|LN—M2|lidu A dv.

b) Con las notaciones (5.9), la curvatura de Gauss K,
de la superficie X =X(u,v) estd dada por

LN—-M?

(7 2) Km = -(—EE-_—F-;)—’- con

EG—F2= (Xu A Xu)2’
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y por tanto el elemento de area afin se relaciona con el elemen-
to de érea métrico do=(EG—F)¥2du Andv por

(7.8) dQ =K, \A do.

c) Para la distancia afin del origen a un punto de la super-
ficie tenemos

(XX, X,) (XX, X,)

w= (X1 1) =—p—= K| A(EG—F2)is’

Llamando N al versor normal métrico, o sea,

XurnXy XunXy

N= X, AX,| (EG—F2)i
resulta
XN
(7. 4) W= I-_I?,:F/-i .

El producto escalar X.N es la distancia métrica p del
origen al plano tangente en el punto considerado. Por tanto
entre la distancia afin w del origen a un punto de la superficie
y la distancia métrica al plano tangente correspondiente, existe
la relacién

(7' 5) p=|Kn|"w.

d) Como generalizacién de la expresién (6.3) del volumen
V cabe considerar los invariantes afines

(7. 6) J n= [ wn df)
que mediante los invariantes métricos anteriores se expresan

(7.7 Jy= [ £ K do.
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En particular J, es el area afin y J; el triple del volu-
men. En general J, es un invariante de la superficie S y del
origen de coordenadas desde el cual se consideran las dsitancias
afines w o las distancias métricas p. Para tener invariantes
afines propiamente dichos basta referir la distancia afin a un
punto ligado a S de manera invariante por afinidades, por
ejemplo el centro de gravedad del volumen limitado por S,
supuesto cubierto con masa homogénea.

Los J, de superficies convexas cerradas cumplen ciertas
desigualdades. Por ejemplo J2<4nJ, (igualdad para el elip-
soide, Blaschke [1, p. 198]; J_3J, <16x2[12] para el caso
de tener S oentro de simetria y estar J_g referido al mismo.
Seria interesante estudiar otras desigualdades de este tipo, aparte
de las triviales como J,2<J,,J, (desigualdad de Schwarz).

8. - Fdrmulas integrales. Vamos a aplicar los resultados an-
teriores a la obtencion de ciertas formulas integrales, algunas
de las cuales han sido obtenidas por K. P. Grotemeyer
[7,8,9] siguiendo un método diferente.

Sea C una curva cerrada sobre la superficie S, que limi-
" te un 4rea simplemente conexa F. Vamos a considerar diferen-
tes casos de la féormula de Stokes, segin la cual la integral
de una forma diferencial lineal sobre C es igual a la integral
de la derivada exterior sobre F.

a) La férmula de Stokes da
(8.1) E[(Xlst)zj (dXIst)+[(XdI,dX)

donde los productos entre las diferenciales del segundo miem-
bro son productos exteriores.

Segiin (2.15), (6.1) y (6.2) se obtiene
8.2 [(XladX)=—20+2wadﬂ

donde ) es el drea afin de F.
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. Si H=0 (superficie minima afin), resulta la férmula
conocida [1, p. 182]

(8.3) Q:—;—f(ISXdX).

Para una superficie S orientable y cerrada, descompo-
niéndola en partes simplemente conexas y sumando las igual-
dades (8.2) para cada una de ellas, resulta

(8.4) Q=Jﬂwdﬂ

que es anéloga a una férmula bien conocida del caso métrico.
Si H,,Hy son los valores minimo y maximo de H y S

es una superficie convexa, tomando el origen en el interior de

S, seré w=0 y por tanto, de (8.4) y (6.4) se deduce

(8.5) 3H,V=<Q=<38HyV

donde la primera desigualdad es debida a Berwald [1, p.

207). Las igualdades valen tunicamente si H = constante, es de-
cir, si S es un elipsoide.

b) La férmula de Stokes da también

l[(XI,,dI,,):f(dXI,dIS) +'[(x1,d1,,)

o sea, teniendo en cuenta (2.15) y (6.1),
(8.6) J(Xl,dls)=—2[HdQ+2wadﬂ.

Para una superficie orientable y cerrada S, poniendo

M= f HdQ=ntegral de curvatura media afin
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de (8.6) se deduce

8.7 M= J K wdQ.

Si K; y K; son los valores minimo y maximo de K so-
bre la superficie convexa S, resulta de aqui y (6.4),

(8.8) 3K, V=M=<3K,V.

Las igualdades valen unicamente si K es constante, o sea,
suponiendo K >0, solamente si S es un elipsoide.

c) Otras formulas integrales se obtienen considerando el
vector '

(8.9) © Y=l Al

que juega un papel importante en la teoria afin de superficies.
Siendo Y.X=(X1,1;)=w, la expresién métrica del vec-
tor Y, segin (7.4), es

N

(8.10) Ve g

siendo N el versor normal métrico y K,, la curvatura de
Gauss métrica (7.2).
De (8.9) se deduce

dY =ol(Ig A 1) + o021y A 1)

0 sea
(8.11) - Yi=Ilgal,, Yy=I Al
De aqui, recordando la férmula general
(AAB) A(CAD)=(ABD)C-—-(ABC)D

resulta
Yl A Y’ = IS'
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Ademas, verificando el producto’ de (8.9) y (8.11),
YAY,=—1,, YAY,=I
es decir, la primera ecuacién (2.15), se puede escribir
(8.12) dX=(Y AY,) 01+ (Y; AY) 02

que permite expresar X como integral de una funcién de Y
y sus derivadas covariantes (férmula de Lelieuvre, [1, p.
" 140)).

La féormula de Stokes da

fx Ale:deAdX::ZJYdQ
(4 F

y por consiguiente, sobre una superficie orientable y cerrada
S, vale

(8.13) den=o'.
Anédlogamente se tiene

flaAdX=fdlsAdX= 2[1‘)de.

En el caso de una superficie minima affn (H=0), se tiene
el resultado conocido [1, p. 182],

(8-14) [IsAdX=O.

y sobre una superficie orientable y cerrada

(8.16) fHYdQ:o.

Finalmente, se tiene también

flsAdI,=desAdI,=2[KYdQ
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y por consiguiente, sobre una superficie orientable y cerrada
(8.16) JKYdQ:O.

9. - Generalizacidn de las formulas (8. 2) y (8.6).
a) De una manera més general, podemos también aplicar

“la férmula de Stokes a la forma diferencial wr(X1yd X).
Teniendo en cuenta (6.5), resulta

[wn(XI,dX)=2‘[(—l+Hw)wndﬂ+nfwn*l(w1’+w,')dn
§

r

y para una superficie S orientable y cerrada
(9.1) . 2J(—1+Hw)w"dQ+nfwn—l(w13+w,’)dQ.
Para n=1, teniendo en cuenta (6.4), resulta
(9.2) JHw*dQ:.‘%V-%f (10,1 + wg?) dQ.
- N
Aplicando la desigualdad de Schwarz a (8.4), se obtiene

(0.3 s Hdn'[Hw’dQ=M(3V";' (w0, +wy?) Q)

donde la igualdad vale solamente si w=constante, es decir, si
S es un elipsoide [1, p. 213]. Si S es convexa, wy,w; son
reales y se puede enunciar:

Para toda superficie convexa y cerrada S se cumple la

desigualdad
(9.4) Q<3MV

donde la igualdad vale unicamente para el elipsodie.
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b) La férmula de Stokes, aplicada a la forma diferen-
Cial wn(Xlsdls) da

jw"(XIsdla)=2 [w"(—H+Kw)dQ+
F

njw"“l(k’wlf—i—kwg’)dﬂ
y para una superficie S orientable y cerrada

(9.5) 2fw"(—H+K‘w) dQ+nfwn—1(k’w12+kw22)dQ:O

De (9.1) y (9.5) se deduce

(9.6) 2J(Kw2—1) w"*‘dﬂ—{—n[‘w"‘l(k’w19+kw,9)dﬂ

+(n— 1)[’”""(“’1' + wg?) dQ=0.

10. - Algunas caracteristicas del elipsoide. Las férmulas pre-
cedentes pueden servir para demostrar de manera simple algu-
nas propiedades caracteristicas del elipsoide, siguiendo un cami-
no anélogo al de Grotemeyer(7].

a) Si una superficie convexa y cerrada S tiene su curva-
tura media afin constanle, es un elipsoide [Blaschke, 1, p.

En efecto, en este caso, de (8.7) y (8.4) se deduce

HQ:JKwdQ:H’[wdQ

(10.1) f(k—k’)’wdn———o.

de donde
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Si S es convexa, se puede tomar el origen en el interior
de S, con lo cual w tendrd un signo constante y por tanto
k=K. De un teorema de Blaschke [1, p. 216], se deduce
entonces que S es un elipsoide (la tnica esfera afin que es
convexa).

b) Si una superficie convexa y cerrada S t;ene su curva-
tura afin K constantc y pasitiva, es un elipsoide. [Blaschke,
1, p. 248).

Puesto que k,k’ son del mismo signo, se pueden suponer
positivas y por tanto se puede poner

(10.2) H=3(\E-VF¥)*+VK,
con lo cual (8.7) nos da
%J(VLVP)MMVRQ:K [wdn.
§
De aqui y de (8.4), teniendo en cuenta (10.2), resulta
—;—f(VE_V‘l?)s(l +VKw)dQ=0.
g

Siendo S convexa, se puede suponer w>0 y por tanto
resulta k=¥, o sea S es un elipsoide.

c) Si para una superficie converxa y cerrada S se cum-
ple la relacion H=a/w (a=constante), la superficic es un
elipsoide. (Grotemeyer[8]).

En efecto (8.4) nos dice que a=1y (9.1) nos da w = cons-
tante. Estamos, pues, en el caso a).

Un poco més general es el teorema siguiente:

d) Si para una superficie convexa y cerrada S se cum-
- ple la relacion Hz1/w (6 H<1/w), la superficie es un elip-
soide.

En efecto, segin (6.7), se tiene Aw=0 sobre toda la
superficie S. Un lema de Bochner-Hopf [3, p. 30] nos
dice entonces que Aw=0, o sea H=1/w y estamos de nue-
vo en el caso c). Lo mismo si se supone H<1/w.

e) Si para una superficie convexa y cerrada S se cum-
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ple la relacién K=1/w?, la superficie es un elipsoide. (Gro-
temeyer(8]).

En efecto, escribiendo (9.6) para n=1 y teniendo en
cuenta que k,k’ son del mismo signo y que w,,w, son rea-
les, se encuentra w==constante y caemos de nuevo en el ca-.
so b).

f) Si para una saperficie convexa y cerrada S sz cum-
plen las relaciones H—=Kw, K >0, la superficie es un elipsoide.

En efecto, de (9.5) se deduce w=constante y por tanto,
segun (6.7), serd también H =oconstante, cayendo de nuevo
en el caso a).

Durante los ultimos aflos, Chern[5], Hopf[10],[11] y
Grotemeyer[7),[8], [9] han considerado el problema de de-
terminar las superficies cerradas cuyas curvaturas principales
métricas cumplen determinadas relaciones. El mismo tipo de
problemas se presenta en la geometria diferencial afin y seria
interesante considerarlos.

Por ejemplo, en las demostraciones dadas de los teoremas
anteriores ha sido siempre necesario imponer a la superficie S
la condicién de convexidad, pero no es seguro que esta condi-
cién sea efectivamente necesaria.
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