UN NUEVO INVARIANTE AFIN PARA LAS FIGURAS
CONVEXAS DEL PLANO Y DEL ESPACIO

POR

L. A. SaNTALS

1. Introduccién. a) Sea Q una figura convexa del plano
y A=A(¢) la anchura de la misma correspondiente a la di-
reccion @, o sea, la distancia entre las dos rectas de apoyo de
Q paralelas a la direccion @. Vamos a demostrar.que la integral

(1.1) J=| 2

es un invariante de Q por afinidades unimodulares.

Este invariante forma parte de un conjunto de invariantes
afines J,, cuya expresiéon es la (38.4). El caso considerado es
el J, y parece el mas importante de todos por no figurar en
su expresion la curvatura del contorno de Q.

Siendo F el area de Q, demostraremos luego las desigual-

dades
(1.2) 1<JF<n2/4

donde la segunda desigualdad es la mejor posible, puesto que el
signo igual vale para elipses y tunicamente para ellas. En cam-
bio la primera desigualdad es poco fuerte; posiblemente se pue-
da sustituir por

3

(1.3) :

<JF

con el signo de igualdad valido para los triangulos. Seria inte~
resante encontrar una demostraciéon para esta acotacién mas
precisa.
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b) Para el espacio ordinario, las cosas se presentan de ‘ma-
nera analoga. Dado un cuerpo convexo Q e indicando por A(®)
a la anchura del mismo correspondiente a los planos de apoyo
normales a la direccion o; la integral

do

(1.4) I=| %

i

S E
es invariante por afinidades unimodulares. En ella, do repre-
senta el elemento de area sobre la esfera de radio unidad corres-
pondiente a la direccion o y la integracion estd extendida a
la mitad de esa esfera. :

Siendo V el volumen de Q, las desigualdades anilogas a
las (1.2) son ahora : ‘

(1.5) S <IV=w3

de las cuales la segunda no se puede mejorar, pues el signo igual
vale para los elipsoides y solo para ellos. En cambio la primera
probablemente se pueda sustituir por 3/2=<JV, con la igualdad
valida para los tetraedros, pero esto queda como problema pen-
diente.

También en este caso J pertenece a una familia de inva-
riantes afines J,, definitos por (6.2), siendo J el unico de ellos
que no depende de la curvatura de la superficie que limita Q.

c) No entraremos en detalles acerca de la generalizacién al
espacio de n dimensiones. Mencionaremos tGnicamente que el in=
'%} variante afin es, en este caso,

i ¥ do

; (1.6) J= f .

(i : z

y las desigualdades analogas a las (1.2), (1.5) son

on—-1 . On2
1.7 i} =
(2-7) R " =geein
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siendo Op ‘el areca de la esfera unidad del espacio, o sea,
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(1.8) . 2nn/2 .
On= F(n/2)

También en este caso general la segunda desigualdad es la
mejor posible, mientras que la primera debe poderse mejorar.

d) Para cuerpos convexos con centro de simetria, el inva-
riante J es un multiplo de otro invariante afin anilogo que in-
trodujimos en otra ocasién [4], [6]. En cambio, para .cuerpos (
convexos sin centro de simetria, los dos invariantes, aunque de
forma anéloga, son independientes.

I. CASO DEL PLANO
2. El invariante J. Sean dos rectas paralelas

(2.1) az+by+h=0, az+by+h =0

cuya distancia, en valor absoluto, es

(2:2) =il
Var-rbe
y el angulo que forman con la parte positiva del eje z, es
a
(2. 3) @ ==arc tg( —~b—)
y por tanto
(2.4) __adb—bda
, ?= atb:

Consideremos una afinidad unimodular cualquiera; sus ecua-
ciones serin de la forma

(2.5) z=pa&' +qy +u, y=ra'+sy+v
con .
(2.6) . ps—qr=1.
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Por esta afinidad las rectas (2.1) se transforman en
(ap+brya’+(aq+bs) y +aut+bv+h =0
(ap+br)z'+(ag+bs)y +aut+bv+h =0

y por tanto la distancia A’ entre ellas serd

|h—h,|

@) A=
Y (ap+br)2+(ag+bs)?

y el angulo que forman con el eje o',

ap+br)

¢’ =arctg (aq—l-bs

de donde, suponi'endo la afinidad fija, o sea,ﬂ p.q.r,s cons-

tantes, y teniendo en cuenta (2.6) se obtiene

(2.8) | do— bda—adb .
(ap-+br)®+(ag+bs)?

De (2.2), (2.4), (2,7) y (2.8) se deduce A~2dp = A"2dy’.
Es decir, la ezpresion A-2de es un invariante diferencial por
afinidades unimodulares; ademés, este invariante es el unico de
la forma Amde. En lo sucesivo diremos, simplemente, que es
un invariante afin, sobrentendiendo que se trata siempre de afi-
nidades unimodulares.

Sea ahora Q una figura convexa y A =A(p) su anchura
correspondiente a la direccién ¢. El resultado anterior permite
enunciar el siguiente

Teorema 1. Si A=A(¢) es la anchura de una curva
convexa Q, la integral

de(p

es un invariante de Q por aﬁnzdades unimodulares.
Para ciertas figuras particulares, el valor de J se calcula
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facilmente de manera directa. Por ejemplo, siendo en cada caso
F el area de la figura, se tiene:

a) Tridngulo. Es

3
(2.10) | J= oF |
b) Elipse. Es
ﬂ2
(2.11) =15

¢) Poligono regular de n lados:

2
n impar, J:%tgi’%cos%
(2.12)
J= LG sen? —
n  par, =4F -

Por ejemplo, para el cuadrado y por tanto para‘ cualquier
paralelogramo (n=4) es

(2.13) . J=—=.

3. Otros invariantes afines. Supongamos ahora que el
contorno de (), que indicaremos con la misma letra puesto que
ello no puede originar confusién, tenga curvatura continua en cada
punto. Entonces se sabe que el llamado elemento de arco afin

(3.1) | d\ = %118 ds

donde ds es el elemento de arco métrico y x la curvatura, es
un invariante diferencial afin.

Por otra parte, segan hemos visto, A~2xds es también ‘in-
variante afin. En consecuencia, la raiz cuadrada del cociente de
ambas expresiones,

%1/3
(3.2) -

serd un invariante afin definido en cada punto de la curva con-
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vexa Q, donde % es la curvatura en el punto y A la anchura
correspondiente a la direccion de la tangente en el mismo.
En forma de integral resultan asi los invariantes afines

(3.8) Jn= f (%M)md)\
Q

o sea, en forma métrica

m— m+l

. 2x m-8 .
3.4 f > do=[ Tr-ds.
) 0

donde m es una constante cualquiera. En particular, para m =2
redulta, salvo un factor 2, el invariante (2.9) antes obtenido.

Para m=—1, llamando h=h(¢) a la funcién de apoyo
de Q desde un punto interior, y poniendo h, =h(¢), hy=h(¢ +7),
s .

T 8ds= [ (b o) dsy=2(F + Foy)
Q Q

siendo F,, el area mixta de Minkowski entre Q y su simé-
trica respecto un punto.

4. Desiqualdades. En un trabajo anterior[4], introdujimos
otro invariante afin, a saber

- | 1 ﬂdcp
(4-1) : =% |

0

siendo h=h(yp) la funcién de apoyo respecto cierto punto in-
terior (aquél para el cual la integral del segundo miembro de
(4.1) tomaba el valor minimo, punto que coincide con el centro
de simetria, si este existe). Demostrabamos alli la desigualdad

(4.2) IF<n

siendo F el 4rea.de Q y valiendo la igualdad Gnicamente pa-
ra el caso de las elipses. :
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El paso de 1 a J es inmediato si Q tiene centro de sime-
tria, pues entonces

(4.8) | f 4h2 —2—1.

Si Q no tiene centro de simetria, observemos la relacion
general, vilida para >0, y>0 cualesquiera,
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1 1 1 (22?2 2zy(z—y)?

4.4 — — = >0 . g
@4 &t 8y*  (z+y)? 8a2y?(z+y)? :
vf""

donde el signo de igualdad vale \nicamente si z—= y. {X
Por consiguiente se tiene ' t\‘

A o)

27(.
. de do 1 A
“o 2']_6[ f(h1+’lz T Sf( +h2 ) 2 3!

o sea J=<1I/4, valiendo el signo igual tnicamente si Q tiene
centro de simetria.
En consecuencia, de (4.2) se deduce

apr i
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(4.6) JF

donde el signo de igualdad vale unicamente para las elipses.
Busquemos ahora una acotacién inferior del producto JF.
Recordemos para ello que entre el area F. y el area P del

paralelégramo minimo que contiene a (Q existe la relacién

e

(4.7) ~ P<2F

donde el signo de igualdad vale unicamente para el triangulo.
Por otra parte, puesto que el paralelégramo contiene a Q,
si Ap es la anchura del mismo, aplicando (2.13) resulta

2
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, Obsérvese que en la primera desigualdad solamente vale el
i signo igual si Q es un paralelégramo y en la segunda si es un

trizngulo. Por tanto no puede valer simultineamente las dos
veces, resultando siempre

JF>1.
En resumen queda demostrado el siguiente:

Teorema 2. Entre el invariante J y el drea F. de una
figura convexa plana existen las desigualdades

2
(4.8) 1<JF§~Z—

donde en la segunda acotacion vale el signo de igualdad para las
elipses y unicamente para ellas.

II. CASO DEL ESPACIO

5. El invariante J. Las ecuaciones de dos planos paralelos
pueden siempre ponerse en la forma

3 3
(5.1) Zoiz;+h=0 XZoiz;+hy,=0
: 1 - :
! con _
(5.2) (a1)2 4 (a2)2 4 (ad)2=1.

La distancia entre ellos es entonces

| (5.8) A = |hy —hy].

La direccion normal es la del versor o« de componentes
at,a2,a8 y el elemento 4rea correspondiente sobre la esfeara de
radio unidad estad dado por cualquiera de las expresiones

(5.4) doo— dol Ada? _ da2 Ada3 _ dod adal

ad al a?

o bien, teniendo en cuenta (5.2)

(5.5) do=ad3dat Ada24aldaZ Adad 4 a2dad A dal.
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El signo A indica producto exterior de diferenciales.

Queremos ver como se transforman A y do por una afi-
nidad unimodular

(5.6) T, =a; T, + bz + c; s’ +my (i=1,2,3).
Los planos (5.1) se transforman en

(5.7) (aa)zy+ (ba)zy+ (co) s’ + (ma) +h; =0, (i=1,2)

y por tanto
(5.8) prthhel A
3 p
poniendo para abreviar
(5.9) PP = (ac)? + (bo)? 4 (ca)?

e indicando (aa), (ba), (ca), (ma) los productos escalares del
versor u por los vectores de componentes a;,b;, ¢;, m; respec-
tivamente.

Los acosenos directores de la normal comin a los planos
paralelos (5.7) son -

(a=)
-t

@)

()= -

(a2) =

o ’—@.
(o) =

De aqui

d(at) = (ada) (‘:):) dp

ey =22 g,

dp:l?[(aa) (ada) + (bay (bda) 4+ (ca) (cda)]

y en consecuencia




— 87 —

A A 1 (ca) (ada) A (bda)

@y e |
+(ba) (eda) A (ada)—{—(aq) (bda) A (cda)]

=—1—[a3da1Ada2+a2da3Ada1+alda2,\da3]. '

p?t
Es decir, :
(5. 10) d(I) == ?{ .
De aqui y de (5.8) se deduce
‘ B do do
(5.11) As T A

es decir, la expresion A-3dw es un invariante afin (se entiende
siempre por afinidades unimodulares)..

Si Q es un cuerpo convexo y A(w) es su anchura corres-
pondiente a la direccion o, se tiene

Teorema 3. Si A(w) es la anchura de un cuerpo con-
vexo Q del espacio, correspondiente a la direccion «, la integral

do
=| T
es un invariante de Q por afinidades unimodulares.

La integral estd extendida a la semiesfera unidad.
Vamos a calcular el valor de J para unos casos particulares.

(5.12) - J

Elipsoide. El calculo es inmediato, pues basta hacerlo para
una esfera de igual volumen. Representando este por V, resulta
n2

' ‘J::——.
(5.13) .14

Tetraedro. Bastard suponer el caso del tetraedro regular.
Consideremos el caso de arista a igual a la unidad. Salvo un
conjunto de posiciones de medida nula, los planos de apoyo pa-
ralelos que lo contienen tienen sus puntos de apoyo en los extre-
mos de una misma arista. Sean A, B dos vértices. Las direccio-
nes, que vamos a suponer trazadas a partir de A, que son nor-




— 88 —

males a planos de apoyo que pasan por A y B llenan el triedro
formado por la normal a la cara opuesta a A y las normales a
las aristas, distintas de A B, que concurren en A y estin si-
tuadas en el plano que dichas aristas determinan con AB. La
parte de la integral J que corresponde a la arista AB es el
volumen del tetraedro determinado por las tres normales dichas
por A y el plano normal a AB por B, multiplicado por 3.
La altura de este tetraedro es la arista AB=1. En cuanto a
la base es un tridngulo isdsceles cuya area se calcula facilmente
que vale (3/2)sena 4 v (3/2) sen(a/2) siendo « el 4ngulo en-
tre dos caras del tetraedro regular 'y por tanto cose=1/3.
~ Por tanto, ¢l volumen de dicho tetraedro resulta 1/Y 2. Es
decir, el valor con que contribuyen los planos de apoyo para-
lelos que pasan respectivamente por los extremos de una mis-
ma arista AB, es 3/ V 2y puesto que hay 6 aristas, el valor
de J serad 18/V2

Como el volumen del tetraedro regular de arista unidad
vale V=1/6\2, resulta que para cualquier tetraedro de vo-
lumen V, es

(5.14) J=32

Ezaedro. Consideremos ahora un exaedro o cubo cuya dia-
gonal mida la unidad. Excepto posiciones de medida nula, los
pares de planos paralelos que encierran el cubo, se apoyan en
los extremos de una diagonal. Sea AB una de estas diagonales.
La parte de la integral J que corresponde a los planos para-
lelos que se apoyan respectivamente en A y B, es igual al tri-
ple del volumen del tetraedro determinado por las tres aristas
que parten de A y el plano normal a AB por B. La hase

de este tetraedro es un tridngulo cuya area vale 3\[3_/ ; sw

volumen sera V_S_/Z y por tanto J =6V—3_. Por otra parte, si
la diagonal del cubo vale la unidad, su volumen V vale
v=1/3\3.

Por consiguiente, para cualquier paralelepipedo de volumen
V es

e S S W
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6. Otros invariantes afines. Si K es la curvatura de Gauss
de la superficie del cuerpo convexo Q y do es el elemento de
area métrica, se sabe que

(6.1) dQ =K ds

es un invariante diferencial afin (elemento de drea afin). Intro-
duciendo el elemento de 4rea dw de la esfera de radio uiidad
correspondiente a la direccion de la normal en el punto consi-
derado, siendo do=Kds, resulta dQ=K-3tdw. De aqui y
de (5.11), se obtiene que el cociente (K14/A)3 gserd un inva-
riante afin.

En consecuencia, elevando a la potencia m/3, multiplicando
por dQ e integrando a toda la superficie de O, resulta que
las expresiones

m41 m-3 -

(6.2) Jm:f 12,: dozzfﬁ:—dm'

Q 1
EE

la ultima de las cuales estd extendida a la semiesfera unidad,
son invariantes afines para todo valor constante de m. El in-
variante (5.12) es J;/2. ‘

7. Desiqualdades. Dejando la demostraciéon para el caso
de n dimensiones que trataremos a continuacién, para n=3
vale el siguiente

Teorema 4. Entre el invariante J y el volumen V de
un cuerpo convexo del espacio, existen las desiqualdades

: 1 1,

(7.1) | 3 <JV= 3"
de las cuales la sequnda no se puede mejorar, por valer en ella
el signo de igualdad para los elipsoides y solo para ellos.’

Seria interesante demostrar, lo que parece ser cierlo, que
la primera puede sustituirse por 3/2<JV, con el signo de
igualdad valido para los tetraedros.

Seria también interesante obtener otras desigualdades entre
los invariantes afines J,, para distintos valores de m.
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III. CASO DEL ESPACIO DE n DIMENSIONES

8. No vamos a entrar en detalles acerca del mismo. Una
demostracion analoga a la del caso n=3, prueba que el inva-
riante afin (5.12) toma la forma

do '
J:i[ —A—n".
-EE

con, la integracién extendida a la semiesfera unidad del espacm
n dimensional.

Para encontrar una acotacién.del producto J V- (V =volu-
men) éxactamente el mismo método detallado en el caso del pla-
no, reduce el problema a la acotacion del producto IV, siendo
I el invariante generalizacién del (4.1) introducido por nos-
otros en otro lugar[5]. Se obtiene asi JV <0,2/2"1n, con el
signo de igualdad valido tnicamente para los ehpsmdes El va-
lor de O, es el (1.8). » T

Para tener una acotacion inferior, recordemos que entre el
volumen P del paralelepipedo minimo que contiene al cuerpo
convexo Q y el volumen de - Q existe la acotacion

8.1 ~ PznlV.

(Ver, Macb eathi3]). Por otra parte, llamando Ap a la
anchura de -dicho paralelepipedo, es

do do
Ar™ J Apn

1 L
?E —§E

(8.2) | J

Para calcular la dltima integral, o sea el valor de J para
un paralelepipedo del espacio de n dimensiones, basta limi-
tarse al caso de un cubo n-dimensional. Se calcula entonces fa-

cilmente, (Ver Bambah(2]) que

do  2r7t
Apn  (n—1)IP "~

1
ﬁE

(8.3)
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Por tanto, de (8. 1) y (8.2) se deduce que
JV>2v1/(n—1)Inl,

con el signo de igualdad eliminado por no poder valer simul-
taneamente en (8.2) y (8.3).
' En definitiva resulta

on-1 0,2

<
(n—1)!n! <V =t

desigualdad que comprende a las (4.8) y (7.1) para n=2 y
n=3 respectivamente.
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