
UN NUEVO INVARIANTE AFÍN PARA LAS FIGURAS 
CONVEXAS DEL PLANO Y DEL ESPACIO 

POR 

L. A. SANTAIIÓ 

1. Introducción, a) Sea Q una figura convexa del plano 
ly A = A ( 9 ) la anchura de la misma correspondiente a la di­
rección cp, o sea, la distancia entre las dos rectas de apoyo de 
Q paralelas a la dirección cp. Vamos a demostrar que la integral 

(1.1) 
c?9 '- f ^ 

J A-' 

es un invariante de O por afinidades unimodulares. 
Este invariante forma parte de un conjunto de invariantes 

afines J^ cuya expresión es la (3.4) . El caso considerado es 
el ^2 y parece el más importante de todos p;or no figurar en 
su expresión la curvatura del contorno de O. 

Siendo F el área de O, demostraremos luego las desigual­
dades 

(1.2) l < / F ^ 7 i 2 / 4 

donde la segunda desigualdad es la mejor posible, puesto que el 
signo igual vale para elipses y únicamente para ellas. En cam­
bio la primera desigualdad es poco fuerte; posiblemiente se pue­
da sustituir por 

(1.3) < 7 F 

con el signo de igualdad válido para los triángulos. Sería inte­
resante encontrar una demostración para esta acotación más. 
precisa. 

m 
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b) Para el espacio ordinario, las cosas se presentan de ma­
nera análoga. Dado un cuerpo convexo Q e indicando por A (cu) 
a la anchura del mismo correspondiente a los planos de apoyo 
normales a la dirección oj; la integral 

(1.4) -í doo 

^ 

es invariante por afinidades unimodulares. En ella, doo repre­
senta el elemento de área sobre la esfera de radio unidad corres­
pondiente a la dirección o y la integración está extendida a 
la mitad de esa esfera. 

Siendo V el volumen de Q, las desigualdades análogas a 
las (1.2) son ahora 

(1.5) \-<JV<ny3 
ó 

de las cuales la segunda no se puede mejorar, pues el signo igual 
vale para los elipsoides y solo para ellos. En cambio la primera 
probablemente se pueda sustituir por 3 / 2 ¿ J V , con la igualdad 
válida para los tetraedros, pero esto queda como problema pen­
diente. 

También en este caso J pertenece a una familia de inva­
riantes afines J^ definitos por (6.2) , siendo J el único de ellos 
que no depende de la curvatura de la superficie que limita Q. 

c) No entraremos en detalles acerca de la generalización al 
espacio de n dimensiones. Mencionaremos únicamente que el in­
variante afín es, en este caso, 

j A" 
^ 

y las desigualdades análogas a las (1.2) , (1.5) son 

(1.7) 
On-l O 2 

~ 2"+^n f i ! ( n , - l ) ! 

•||''lliVrrr'-mi ^ a i^S "T'MKHWMW».<iJ»1?W^>ff|^^J^2^ 
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siendo On el área de la esfera unidad del espacio, o sea, 

(1.8) 0„=Tr 
2Tt"/? 

l\n/2) 

También en este caso general la segunda desigualdad es la 
mejor posible, mientras que la primera debe poderse mejorar. 

d) Para cuerpos convexos con centro de simetría, el inva­
riante J es un múltiplo de otro invariante afín análogo que in­
trodujimos en otra ocasión [4], [5]. En cambio, para .cuerpos 
convexos sin centro de simetría, los dos invariantes, aunque d« 
forma análoga, son independientes. 

I. CASO DEL PLANO 

2. El inrxxriante J. Sean dos rectas paralelas 

(2.1) ax + by + h = 0, ax + by + h^ = 0 

cuya distancia, en valor absoluto, es 

(2.2) A.= \h-K\ 

y el ángulo que forman con la parte positiva del eje x, es 

(2.3) cp = a r c t g ( — ^ ) 

y por tanto 

(2.4) d(p = 
adb—bda 

«2+62 

Consideremos una afinidad unimodular cualquiera; sus ecua­
ciones serán de la forma 

(2.5) 

con 

(2.6) 

x = px' + qy' -^-u, y = rx' + sy' -\-v 

ps — qr = l. 

"''^'^'^•y^·^^'.-Twi^pj.rr'r· 
•'••^'""'^•™·»-w.ra.·wTOrwTO·.,M.,,-.....,.,-, 
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Por esta afinidad las rectas (2.1) se transforman en 

{ap + br)x' + {aq + bs) y' + au + bv + h =0 

{ap + br) x'-\- {aq + bs) y' + au + bv + hi^ = 0 

y por tanto la distancia A' entre ellas será 

<2.7) \h-h,\ 
\ ' (ap+6r)2+(oq+6s)2 

y el ángulo que forman con el eje x', 

/ap+6r\ ¡uu-\-ur\ 
9 =:arctg I ;—) 

de donde, suponiendo la afinidad fija, o sea, p, q, r, s cons­
tantes, y teniendo en cuenta (2.6) se obtiene 

(2. 8) d(p' = 
6 da—a db 

(ap+6r)2+(ag+6s)2 

De (2.2), (2.4), (2,7) y (2.8) se deduce ^ - 2 ^ 9 = A'-^dcp'. 
Es decir, la expresión A~2 ¿9 es un invariante diferencial por 
afinidades unimodulares; además, este invariante es el único de 
la foijma h'^dcp. Etn lo sucesivo diremos, simplemente, que es 
un invariante afín, sobrentendiendo que se trata siempre de afi­
nidades unimodulares. 

Sea ahora Q una figura convexa y A=A(9) su anchura 
correspondiente a la dirección 9. El resultado anterior permite 
enunciar el siguiente 

T e o r e m a 1. Si A=A(9) es la anchura de una curva 
convexa Q, la integral 

<2.9) 

71 

--Í 
(£9 
A^ 

€s un invariante de Q por afinidades unimoduhres. 
Para ciertas figuras particulares, el valor de J se calcula 

r 

• ' • 1 . " 
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! 
fácilmente de manera directa. Por ejemplo, siendo en cada caso 
F el área de la figura, se tiene: 

a) Triángulo. Es 

(2.10) 

6) Elipse. Es 

(2.11) 

c) Polígono regular 

n impar, 

(2.12) 
n par, 

''~2F· 

4F 

de n L·dos: 

y = —- tg2 —- eos — 
F. 2n n 
n^ " 
4F n 

I 
Por ejemplo, para el cuadrado y por tanto para cualquier S 

paralelogramo (n = 4) es 

(2.13) J = f . f 

3. Otros invariantes afines. Supongamos ahora que el 
contomo de Q, que indicaremos con la misma letra puesto que 
ello no puede origiuar confusión, tenga curvatura continua en cada 
punto. Entonces se sabe que el llamado elemento de arco afín 

(3.1) dX = xi/3d.s 

donde ds es el elemento de arco métrico y x la curvatura, es 
un invariante diferencial afín. 

Por otra parte, según hemos visto, A^^y-ds es también in­
variante afín. En consecuencia, la raíz cuadrada del cociente de 
ambas expresiones, 

y.l/3 

(3.2) - ^ 

será un invariante afín definido en cada punto de la curva con-
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vexa Q, donde x es la curvatura en el punto y A la anchura 
correspondiente a la dirección de la tangente en el mismo. 

En forma de integral resultan así los invariantes afines 

(3.3) j^=j{^yd\ 
Q 

o sea, en forma métrica ' 

2lC TO-2 m+1 

o Q 

donde m es una constante cualquiera. En particular, para m = 2 
reáulta, salvo un factor 2, el invariante (2. 9) antes obtenido. 

Para m = — 1 , llamando h=:h{^) a la función de apoyo 
de Q desde un punto interior, y poniendo h.¡^ = h{^), h2 = h(^(p + Ti), 
es 

/_! =j ^ds^j (/ii + h^)ási = 2(F + Foi) 

siendo FQ^ el área mixta de Minkowski entre Q y su simé­
trica respecto un punto. 

4. Desigualdades. En un trabajo anterior [4], introdujimos 
otro invariante afín, a saber 

(4.1) / = i / 

271 

tZcp 

o 

siendo /i = /i(cp) la función de apoyo respecto cierto punto in­
terior (aquél para el cual la integral del segundo miembro de 
(4.1) tomaba el valor mínimo, punto que coincide con el centro 
de simetría, si este existe). Demostrábamos allí la desigualdad 

(4.2) 7F^Ti2 

siendo F el área.de Q y valiendo la igualdad únicamente pa­
ra el caso de las elipses. 



I 
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El paso de / a / es inmediato si Q tiene centro de sime­
tría, pues entonces 

(-) ^-í%=¡ de? _1 j 

4/i2 4 
ó ó 

Si Q no tiene centro de simetría, observemos la relación 
general, válida para x > 0 , 3'>0 cualesquiera, 

/4 4N J _ , i 1 ^(x2-y2)2+2xy(a;-y)2^ 

• 8x2 Sys (x+y)2 8x2)'2(x+3')2 -

donde el signo de igualdad vale únicamente si x = y. 
Por consiguiente se tiene 

o sea / < / / 4 , valiendo el signo igual únicamente si Q tiene 
centro de simetría. 

En consecuencia, de (4.2) se deduce 

(4.6) JF¿^ 

donde el signo de igualdad vale únicamente para las elipses. 
Busquemos ahora una acotación inferior del producto J F. 
Recordemos para ello que entre el área F y ñl área P del 

paralelógramo mínimo que contiene a Q existe la relación 

(4.7) P^2F 

donde el signo de igualdad vale únicamente para el triángulo. 
Por otra parte, puesto que el paralelógramo contiene a Q, 

si AR es la anchura del mismo, aplicando (2.13) resulta 

f d(p ^ f d^ ^~-^-'-
J --ít-í AR2 P = F ' 

o 

i t 
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Obsérvese que en la primera desigualdad solamente vale el 
signo igual si Q es un paralelógramo y en la segunda si es un 
triángulo. Por tanto no puede valer simultáneamente las dos 
veces, resultando siempre 

JF>1. 

, En resumen queda demostrado el siguiente: 

T e o r e m a 2. Entre el imxiriante J y el área F de una 
figura conrxxa plarm existen las desigualdades 

(4.8) 
4 

donde en la segunda acotación xxile el signo de igualdad para las 
elipses y únicamente para ellas. 

II. CASO DEL ESPACIO 

5. El invariante J. Las ecuaciones de dos planos paralelos 
pueden siempre ponerse en la forma 

3 3 

(5.1) Sa 'a ;¿ + / i i=0 , 2;a¡a;¡ + h2 = 0 

con 
(5.2) ( a i ) 2 + ( « 2 ) 2 + («3)2 = 1. 

La distancia entre ellos es entonces 

(5.3) A = | / i i - / i 2 | . 

La dirección normal es la del versor a de componentes 
«1, «2, «3 y el elemento área correspondiente sobre la esfera de 
radio unidad está dado por cualquiera de las expresiones 

(5.4) cíco = 
daiAda2 rfa2ACÍa3 do.^/\da^ 

«3 a^ «2 

O bien, teniendo en cuenta (5. 2) 

(5. 5) dco = «3 d tti A d «2 + al d «2 A d a3 + «2 d «3 A d a l . 
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EI signo A indica producto exterior de diferenciales. 
Queremos ver como se transforman A y cíoo por una afi­

nidad unimodular 

(5.6) x¿ = a¡x/ + 6¡X2' + c¡aj3' + mi (i = l ,2,3) . 

Los planos (5.1) se transforman en 

(5.7) (aa)xi ' + (6o)x2' + ( c o ) x 3 ' + ( m a ) + / i i = : 0 , (¿ = 1,2) 

y por tanto 

(5.8) ¿,>JJh-hA.^A^ 
9 P 

poniendo para abreviar 

(5.9) p2=:(aa)2 + (6a)2+(ca)2 

e indicando {a a), (ba), (co), (ma) los productos escalares del 
versor a por los vectores de componentes a¿, b¿, Cj, m¿ respec­
tivamente. 

Los aosenos directores de la normal común a los planos 
paralelos (5.7) son 

, , (aa) , (6a) (ca) 

P P P 

De aquí 

d(ai)-í^_í^dp 
•̂  ^ P p 2 ^ 

„ „„ (bda) (6a) , 

dp = — [(aa) (ada) + (6a) (6da) + (ca) (cda)] 
r 

y en consecuencia 
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''<"'>''•''«'-== i ; [(0.) ( . d a ) . (6da) 
(«')' 

+ (6 a) (c d a) A (a d a) + (a a) (& d a) A (c d a)] 

[a3 d al A d a2 + a2d aS A d al + al d a2 A d a»]. 

Es 

(5.10) 

De 

(5.11) 

decir, 

aquí y de (5.8) se 

dcD' = 

deduce 

doo 

A 3 " 

doo 

doo' 

à'3 

es decir, la expresión /\~^ doo es un invariante afín (se entiende 
siempre por afinidades unimodulares). 

Si Q es un cuerpo convexo y A(o9) es su anchura corres­
pondiente a la dirección oo, se tiene 

T e o r e m a 3. Si A(co) es la anchura de un cuerpo con­
vexo Q del espacio, correspondiente a la dirección <x>, la integral 

(5.12) 
/

doo 

es un inxMriante de Q por afinidades unimoduhres. 
La integral está exten;dida a la semiesfera unidad. 
Vamos a calcular el valor de J para unos casos particulares. 

Elipsoide. El cálculo es inmediato, pues basta hacerlo para 
una esfera de igual volumen. Representando este por V, resulta 

(5.13) 
J = 

SV 

Tetraedro. Bastará suponer el caso del tetraedro regular. 
Consideremos el caso de arista a igual a la unidad. Salvo un 
conjunto de posiciones de medida nula, los planos de apoyo pa­
ralelos que lo contienen tienen sus puntos de apoyo en los extre­
mos de una misma arista. Sean A, B dos vértices. Las direccio­
nes, que vamos a suponer trazadas a partir de A, que son nor-

-^•'^^^•'•}m^]}¡m'S>ím0m 
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males a planos de apoyo que pasan por A y B llenan el triedro 
formado por la norm,al a la cara opuesta a A y las normales a 
las aristas, distintas de A B, que concurren en A y están si­
tuadas en el plano que dichas aristas determinan con AB. La 
parte de la integral J que corresponde a la arista AB es el 
volumen del tetraedro determinado por las tres normales dichas 
por A y el plano normal a AB por B, multiplicado por 3. 
La altura de este tetraedro es la arista A 5 = 1. En cuanto a 
la base es un triángulo isósceles cuya área se calcula fácilmente 
que vale (3/2) sen a + ^ (3/2) sen(a/2) siendo a el ángulo en­
tre dos caras del tetraedro regular y por tapto eos a = 1/3. 
Por tanto, el volumen de dicho tetraedro resulta 1/ y 2. Es. 
decir, el valor coíi que contribuyen los planos de apoyo para­
lelos que pasan respectivamente por los extremos de una mis­
ma arista AB, es 3/ y 2 y puesto que hay 6 aristas, el valor 
de J será 18/Y"2. 

Como el Vjolumen del tetraedro regular de arista unidad 
vale V = 1/6 y 2, resulta que para cualquier tetraedro de vo­
lumen V, es 

(5.14) / ^ l -

Exaedro. Consideremos ahora un exaedro o cubo cuya dia­
gonal mida la unidad. Excepto posiciones de medida nula, los 
pares de planos paralelos que encierran el cubo, se apoyan en 
los extremos de una diagonal. Sea AB una de estais diagonales. 
La parte de la integral J que corresponde a los planos para­
lelos que se apoyan respectivamente en A y B, es igual al tri­
ple del volumen del tetraedro determinado por las tres aristas 
que parten de A y el plano normal a AB por B. La base 
de este tetraedro es un triángulo cuya área vale 3 y 3/2; su 
volumen será \2>I2 y por tanto J = QyB. Por otra parte, si 
la diagonal del cubo vale la unidad, su volumen V vale 

F = 1/3Y"3. 
Por consiguiente, para cualquier paralelepípedo de volumen 

y es 

(5.15) J = ^ . 
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6. Oíros invariantes afines. Si K es la curvatura de Gauss 
de la superficie del cuerpo convexo Q y do es el elemento de 
área métrica, se sabe que 

(6.1) dQ = ííi/*d<J 

es un invariante diferencial afín {elemento de área afín). Intro­
duciendo el elemento de área d<n de la esfera de radio urlidad 
correspondiente a la dirección de la normal en el punto consi­
derado, siendo dco = Kd(S, resulta dQ.= K-^l^dca. De aquí y 
de (5.11), se obtiene (jue el cociente (K^/^/A)* será un inva­
riante afín. 

En consecuencia, elevando a la potencia m/3, multiplicando 
por dQ. e integrando a toda la superficie de Q, resulta que 
las expresiones 

(6.2) J^-J -^do=.2 j -p-dco 

la última de las cuales está extendida a la semiesfera unidad, 
son inrxiriantes afines para todo valor constante de m. El in­
variante (5.12) es J3/2. 

7. Desigualdades. Dejando la demostración para el caso 
de n dimensiones que trataremos a continuación, para n = 3 
vale el siguiente 

T e o r e m a 4. Entre el invariante J y el volumen V de 
un cuerpo convexo del espacio, existen las desigualdades 

(7.1) L<jy¿L^2 

de las caales la segunda no se puede mejorar, por valer en ella 
el signo de igualdad para los elipsoides y solo para ellos. 

Sería interesante demostrar, lo que parece ser cierto, que 
la primera puede sustituirse por 3/2 ¿J V, con el signo de 
igualdad válido para los tetraedros. 

Sería también interesante obtener otras desigualdades entre 
los invariantes afines J^, para distintos valores de m. 

í^«3SSïBiaE:S!3Pïïi!fIt'S9WSPr^«9?;7'ï*'r' 
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III . CASO DEL ESPACIO DE n DIMENSIONES 

8. No vamos a entrar en detalles acerca del mismo. Una 
demostración análoga a la del caso n = 3, prueba que el inva­
riante afín (5.12) toma la forma 

/

dco 

con. la integración extendida a la semiesfera unidad del espacio 
71 dimensional. 

Para encontrar una acotación del producto J F (y = volu­
men) exactamente el mismo método detallado en el caso del pla­
no, reduce el problema a la acotación del producto IV, siendo 
/ el invariante generalización del (4.1) introducido por nos­
otros en otro lugar [5]. Se obtiene así / F g 0„^/2"+^/i, con el 
signo de igualdad válido únicamente para los elipsoides. El va­
lor de 0„ es el (1 .8) . i . : : 

Para tener una acotación inferior, recordemos que entre el 
volumen P del paralelepípedo mínimo que contiene al cuerpo 
convexo Q y el volumen de Q existe la acotación 

(8.1) P<n\V. 

(Ver, M a c b ea th ' [3 ] ) . Por otra parte, llamando Ap a la 
anchura de dicho paralelepípedo, es 

(8.2) 
r dco r dco 

i-
Para calcular la última integral, o sea el valor de J para 

un paralelepípedo del espacio de n dimensiones, basta limi­
tarse al caso de un cubo n-dimensional. Se calcula entonces fá­
cilmente, (Ver B a m b a h [2]) que 

(8.3) 
/ 

rio 2n-l 

AP" (n-l)!P 
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Por tanto, de (8. 1) y (8. 2) se deduce que 

/ V > 2 " - V ( r a - l ) ! n l , 

con el signo de igualdad eliminado por no poder valer simul­
táneamente en (8.2) y (8.3). 

En definitiva resulta 

( n - l ) !n ! 2''+iri 

desigualdad que comprende a las (4.8) y (7.1) para /i = 2 y 
n = 3 respectivamente. 
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