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AREA LIMITADA POR ‘LA CURVA ENGENDRADA
POR EL' EXTREMO DE UN SEGMENTO CUYO
OTRO EXTREMO RECORRE- UNA .CURVA
FIJA Y APLICACION A LA OBTENCION
 DE ALGUNOS TEOREMAS SOBRE '

.. ...LOS OVALOS

<8

1.-Sea en el plano una curva oerrada C sin puntos dobles,
definida por las ecuaciones parametmcas

3 : , ‘
‘ O m=a), 1=10) (L1)

donde .el parémetro s es el arco de la curva. Supondremos que
la curva tiene longitud finita y que ademas tiene en cada punto
curvatura determinada, es decir, que las funciones (1.1) admi-
ten las dos primeras derivadas en todo punto. Entonces, si <
es el 4ngulo que forma la tangente a la curva con el eje = y
p es el radio de curvatura, se verifican las igualdades

ds=pdr, dr=costds, dy=sentds. (1. 2)

Supongamos un. segmento de longitud h=h(s) que se mue- -
ve recorriendo uno de sus extremos la curva C. Si este segmento
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. en el punto x,y de C forma un 4ngulo & con la tangente, las 1"._
coordenadas del extremo opuesto serén d
X=z+hcos($+1), Y=y+hsen(®41). (1.3) . v

‘ ,4‘1{4..

Para situarnos en las condiciones mas generales, supondre- gt

~mos que el dngulo ¥ es también una funcion de s. Si después de i
-recorrer el extremo z,y toda la curva C, el segmento vuelve a
su posicién ‘inicial, el extremo X,Y habri descrito una curva :
cerrada que: limitard una cierta 4rea @ cuyo valor queremos .
calcular. ‘
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Para ello aphcaremoé la férmula que da el valor. de un

~ 4rea plana por una integral curvﬂfnea extendida a su contorno,
o sea, .

o=/XdY. | (1.4)
Se‘gﬁn-(l.3) es ' ' ‘ '

XdY—(a:+hcos (&-{-t)) (' +h'sen (¥4-7)
Hhocos (3471) (¥ +7))ds. (1.5)

~ Observemos que llamando L a la l‘ongitud de C y. téniendo
en cuenta que suponemos que el segmento vuelve a su posicion
inicial, o sea h(s+ L)=nh(s), Q(s—{—L):&(s), por una _inte-

gracién por partes se verifica

L S L ]
.fhh’sen(&—}-t) cos (¥ 4 1) ds=—(/h(h’sen (3‘+t)008(5'+t)+
/ _

+ hcos? (8 +1) (¥ 4 v) — hsen?(% + 1) (9' +7)) ds,
de donde

fhh's'en (8 +7) cos (8 +7)ds =
o % :
— 5[ Ba(cos2(s +5) —sen2(9 + 1)) (¥ +¥)ds.
0 :
Ademas, integrando también por partes,
L L ' ~
[’ sen (3 + 1) ds=— [h(=’ sen (9 +7) + z.cos (3 +7)(¥+ 7)) ds.
0 0 . .
Sustituyendo estas altimas expresiones en (1.5) resulta
/XdY_.] xdv—{-/h(y cos (¥4 t)—a'sen (¥ 41))ds

——fh2&'d +——fh2t'ds (1.6)
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Segiin (1.2) es cos (%4 t)dy—sen (94 t)dz=—sendds y
por tanto, sustituyendo bn (1.6), integrando -y llamando F 'al
_4rea limitada por la curva G, se tiene

L L 2n
1 1
—_ — | hey — [ h2dr. .
o=F [hsen?ds—l— 2[’1 ds+2b[.h de (1.7

Esta es la féormula fundamental de la que vamos a hacer
~algunas aplicaciones. '

~ . 2. Caso $=cte. Si el dngulo ¢ que forma el segmento h
g con la tangente a la curva es constante, la férmula (1.7) se re-
‘duce a .

: L . 1 2n . )
0=F—sen [hds+ 5 [ Bar. (1)
0 .

En particular, si tomamos la longitud h igual ‘a la cuerda
de la curva C determinada por la recta inclinada un 4ngulo $
respecto la tangente en cada punto, los dos extremos del seg-
mento 'h describen la misma curva C y 'por tanto en (2.1)
debe ser p=F, de donde

T T R T T ST
A i

RESTLER

e T T Sy
<

L 2% :
sen&fhds:%fh‘—"dt. 2.2)
0 .

Tomemos, en particular, un 6valo, o sea una curva cerradu
convera con radio de curvatura p continuo en cada punto. Po- i
niendo ds— dr, la féormula (2.2) se puede escribir

2n
fh(psena— —;—h) dr=0. (2.3)
. t

0
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De aqui se deduce que en el intervalo 0,2n hay,.por lo
' menos, dos puntos para los cuales h=2psen$. Observando que
psend es la proyeccién del radio de
curvalura p, tomado sobre la normal,
sobre la cuerda AB=h inclinada un
dngulo ¥ respecto la tangente, se de-
duce que, considerando todas las cuer-
- das AB inclinadas un éngulo cons-
tante 9 respecto la tangente,. existen
por lo menos dos posiciones tales
que la normal en el punto medio de
la cuerda corta a la normal al é6valo
en el punto-A, en el ‘centro de curvatura oorrespondlente al
mismo punto.

Este resultado puede puntualizarse mas, pudiéndose demos-
trar que no solamente hay dos, sino que existen por lo menos.
cuatro posiciones de la cuerda AB en las que tiene lugar la
proposicién enunciada. Para ello utilizaremos un conocido feo-
rema debido a Bos e (1) seglin el cual todo 6valo G contiene
por lo menos dos de sus circulos de curvatura completamentc
en su interior y estd contenido completamente en el interior de
por lo menos dos de sus circulos de curvatura; los puntos-de-
contacto de los circulos de curvatura contenidos en- C' separan
a los de los circulos que contienen a C.

Admitido el teorema de Bose, supongamos que A,, A; sean
dos puntos de contacto de dos circulos osculadores contenidos ¢n
C y A, Ay (separados por los anteriores) dos puntos de contacto
de dos circulos osculadores que contienena G. La cuerda A,B; =h,
que forma un 4ngulo 9 con la tangente en A, corta primeto al
circulo osculador en A, que al évalo, y por tanto si py es el
radio de curvatura en A, es

o hy e (2. 4)
pl""<2sen§}' ' Lo

En cambio, si p, es el radio del circulo osculador en A, el

(*) R. C. Bosg, On the number of circles of curvature perfectly enclosing
or perfectly enclosed by a closed convez oval, Mathematische Zeitschrift, vol.
35, 1932, pag. 23. -
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cuil contiene:a"Cj la'cuerda AgBé del '6valo sei‘ﬁ' fiehoy” que la
cﬁerda* correspon‘dlehté del citculo y: por taﬁﬂo ok
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De (2.4) y (2.5) se deduce que entre A;'y A, hay por lo

menos un punto en el cual h=2psend. Andlogamente hay por

lo menos un. punto con la misma propiedad entre A,, Ag, entre
Ag, A, y entre A, A;. Se tiene por tanto el teorema:

Sobre cualquier dvalo, considerando todas las cuerdas AB
inclinadas un dngulo constante 9 respecto la tangente en su punto
inicial A, existen por lo menos cuatro posiciones en las cuales

- la normal en el punto medio de la cuerda corta a la normal al

Gvalo en el punto A en el centro de curvatura correspondiente al
mismo punto.

3. Si para $=const. resulta también h= const. (2.2) nos

B
sen &

L::.‘JT

es decir: si una curva cerrada es tal que las cuerdas inclinadas
de un determinado dngulo constante & respecto de la tangente en
su extremo inicial tienen la longitud constante h, la longitud de
la curva estd dada por (3.1).

Un caso particular muy conocido es el de las curvas con-

vexas de anchura constante (2). Ellas corresponden al caso de ser

8-_—% y la longitud h es igual a la anchura de la curva; para

ellas resulta entonces L =mnh, como es bien sabido.

4. Caso h=const. Si a partir de cada punto de la curya
cerrada C llevamos una cuerda de longitud constante h que
sea menor que el minimo de los maximos de las distancias de
cada punto de la curva a otro cualquiera de la misma (condicién
para que cualquier punto A de C pueda ser origen .de una

(*) Ver, por ¢j. T. BONNESEN, W. FENCHEL, Theorie der konvezen Korper,
Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Berlin 1934, pag. 127.

(8- 1)
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querda de_longitud h), en la férmula.(1.7), deberd,ser O=F.

Ademés, como el éngulo 9.;al describir,;s todala; curvavuelve .

a su valor inicial y no puede deseribir _tpda una circunferencia
o .

. o ) .
por ser siempre <=, serd f ¥ ds=0. Por tanto se tiene
- 0 ’ P

L - .
fsen $ds=nh : (4.1
5 S .

que se puede escribir

2 1 . : oo o .
f (psens_.?h)dc_:o. S 42)
0 . .

Si c es un 6valo, de esta: 1gualdad se deduce que hay por
lo menos dos cuerdas de longitud h para las cuales es h=2p sen ¢,
siendo p el radio de curvatura en un extremo de la cuerda y %
el dngulo que forma en este mismo extremo la cuerda con la
tangente al 6valo.

Este resultado se puede mejorar. En efecto, de la misma
manera como se procedi6 anteriormente, aplicando el teorema de
Bose, se demuestra que no sélo hay dos cuerdas con la propie-
dad menc1onada, sino que hay por lo menos cuatro. Se puede,
por tanto, enunciar: '

Sobre “cualquier dJvalo, conszdemndo todas las cuerdas de
longitud constante AB=h, existen por lo menos cuatro de
ellas tales que la perpendicular en su punto medio corta a la
normal al dvalo en su extremo A, en el centro de curvatura del
dvalo correspondiente al mismo punto.

Sobre cada cuerda AB de’ longitud constante h tomemos un
segmento AX =X\h, siendo X un factor constante. Segun (1.7)

y (4.1) el érea hmltada por la curva descrita por el punto X
valdra

q;—_:F——_-nh?)\(.l—_)\). ‘j . (4.8)

Si Nlamamos AX=a, XB=") a los segmentos en que que--
da dividida la cuerda AB por el punto X, ser4 )\_.a/h h—a=5
y por tanto, segn (4.3),

0 —F|=nab. | (4.4)
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Esta 1gualdad es la expresxén -del® llamado ‘teorema de
Holditch(®) que 'se enuncia: si todas las- cuerdas de longutud

.constante AB="h"de una curva cerrada C sé¢' dividen” ‘por un’

punto X en dos. pwtes‘itales ‘que . AX: —-a, 1 XB =2 ;" el drea com-
prendida entre la curva C y la curva descrita por el punto X
vale nab, cualquiera que sea la curva C. :

5. Curvas paralelas interiores de un dvalo. Consideremos
ahora el caso de ser C un 6valo, o sea, una curva convexa ce-
rrada y con radio de curvatura continuo -en cada punto. Si

9=m/2 y h= cte. el lugar geométrico descrito por el extremo
del segmento h que no se apoya en C ‘es la curva paralela
interior a C a distancia h.

Para estudiar la forma de estas curvas paralelas mtenores,
busquemos su radio de curvatura R. Las ecuaciones (1. 3) pa—
ra $=x/2 se escriben

X=z—hsent, Y=y+hcost 4. (5.1)
y aplicando la férmula

( sz_;.yé) 8/2

R= "y _yixr

que da el radio de curvatura de una curva plana dada por sus

- ecuaciones paramétricas y teniendo en cuenta (1.2), resulta

después de simples transformaciones
R=p—h. ‘ (5.2)

Sean p,, y pu los valores minimo y méximo respectiva-
mente de p. La expresién (5.2) nos dice que si h es menor que
P O mayor que p,, el radio de 'curvatura 'R tiene signo
constante y por tanto la curva paralela, siendo una curva ce-

(*) Ver por ej. CE. J. DE 1o VALLEx PoUSSIN, Cours ¢’Analyse Infinité-

simale, Tomo I, 3* ed., pig. 366.

El teorema fué publicado como cuestién propuesta por Holditch, utilizan-
do el pseudénimo de Petrarch, en la publicacién inglesa Lady’s and Gentle-
man’s Diary correspondiente al afio -1858. La primera solucién fué dada por.
Woolhouse' y una generalizacién del problema al easo en que la longitud A
fuera variable fué dada por E. B. ErLrioT en el Messenger of Mathematics,

1878,

R o s
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“rrada con radio, de curvatura de signo  constante.y- tal -que el
angulo. de la tangente.qcon una’, du'eccl(m fx;a varfa:'de-0:a, 2=;:
es también ‘una. curva convexa. - - L TR

En cambio si - -h:estd comprendido \entro Pm Y Pu, O sea
Pm=p <pu, la.curva paralela tendra puntos de retroceso (R=0)
y ademas puede tener puntos-dobles. La fig.-2 representa un

\
\
Fig 2

ejemplo de c6mo van variando las curvas paralelas interiores
de un évalo C, al variar la distancia h.

Mientras h<p,,, la curva paralela interior a C es otro 6valo
tal que en puntos correspondientes tiene la convexidad del mismo
sentido que C, pues R y p son del mismo signo. En cambio,
para h>py, los radios de curvatura R y p son de signos opues-
tos y por tanto el 6valo C y su paralelo interior a distancia k
tienen, en puntos homélogos, las convexidades de sentidos opues-
tos. En todos los casos, segin (5.2) es ‘p—R="h; cuando
h>py, como R es de signo opuesto a p, resulta que el 6valo C
y su paralelo se corresponden de manera que la distancia entre
puntos homélogos es igual a h y la suma de los radios de cur-
vatura en los mismos es también igual a h.

6. Desigualdades isoperimétricas. Atin en los casos en que h
estd comprendido entre p.. v 0y Vv por tanto la curva para- \!‘w
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lela puede cruzarse a-si migma, el érea hmxtada por 14 ‘fnisma

‘\\¢x

¢—=F—Lh4=ht. (6.1)

Evidentemente, tanto para h suficientemente pequefio, como

para h suficientemente grande es $>0. Ya no es tan inmediato .

y en cambio es muy interesante observar que para valores de h

“comprendidos._ entre. ciertos limites, cualquiera que sea el 6valo C,

es ¢0=0. :

Para verlo tomemos un- 31stema de ejes coordenados T,y
tales que las dos tangentes al 6valo C paralelas al eje y corten
al €je = en dos puntos simétricos de abscisas 4-D. La anchura
de C en la direcci6n del eje y, o sea, la distancia entre las ;dos
tangentes paralelas a la misma direccién, sera 2D. Con esto se
ha logrado que en las ecuaciones (1.1) de C sea siempre

2| D. (6.2
-Entonces segin (1.6) y (1.2), 'toma1.1d0 h=D, == /2,l es
o(D) —_—f(:z: sen t— D)ds + nD2, : (6.3)
A ' S
Siendo |x|< D, de la identidad

(D —zsen )2 - (D2 —22) cos? v+ (Dsen T — x)? (6.4)

se deduce
D—zsen 'cg}/l)?-—-—aﬂcosr. . (6.5)
y por tanto, siendo costds=dx, y teniendo en cuenta que al

recorrer 8 todo el Ovalo C, la abscisa x recorre dos veces el
intervalo —D,+ D, de (6.5) y (6.3) se deduce :

+D L
(D) <=D2—2 [ YD? st dz=o. (6.8




— 222 —

- Como la anchura 2D, eligiendo convenientemente. los ej-es'

coordenados es cualqmer anchura de C, resulta: siendo 2D una
“anchura cualquwra de C, segin (6.1) y (6. 6) se verifica

F— LD +D<0. ’ o (6.7)

Esta es una desxgualdad muy conocida y notable deblda a
T. Bonnesen(4).
Observando la 1dent1dad
" F—LD+nD*= (F- —) tn (—IL—D)
2n :

la desigualdad (6. 7) nos dice
L 2
L2~ 4nF > 4n? (2—1‘—D) .
Escribiendo esta desigualdad para la semianchura maxima

D, .de C y para su semianchura minima D,,, se tiene

DBz (D,,'—EI;?)”, L2—4an4n2 (2’—;_0,,,)2

* Sumando miembro a miembro estas desigualdades y obser-
vando que cualesquiera que sean los nimeros m,n es siempra

m24-n? m+n\*® :
——=z0%) (6-8)
resulta - o
L2——4nF>n2(DM—- MLE (6.9)

que es una clasica desxgualdad isoperimétrica debida tambmn a
Bonnesen (%). :

: Ella expresa que-dada el 4rea F. de un 6valo, la 'minima
longitud es L=27:nF. Ademas, para que sea L=2VnF, debe

(*) Ver T. BoNNESEN, Les problémes des wopéwmétree et dee isépiphanes,
Gauthier-Villars, Paris, 1929, pag. 61. -
(®) Loc. cit. pag. 79.
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. valer el - sigii6 igudl ‘en (6.5) y por ‘tanto, - segiin- (6. 4) debe
“ger” & = D sen 7i* Log" (nicos ‘6valos - para los’ cuales’ ésta condlci6h
"sb ‘curniple 861 las ‘citcunferencias. lEn efecto"sxendo”t‘—arctg y’

la cond1c16n ) Dsent se escnbe

ATyt . - B, AN lr
- Dy H to xr ragn

e sea, =mf '

Integrando resulta z2-4-(y—B)2=2D2, que representa to-
dos los circulos de radio D con el centro en el eje y. ‘
Otras desigualdades isoperimétricas se obtienen observando

que se puede escribir también la 1dent1dad

F—LD D= f;[(L 2—5~)—(L2 4::@]

-y por tanto, segln (6.7), debe ser-

L2 —4xF = (L—%F | . (8.10)

que es otra desigualdad isoperimétrica, vilida - para cuélqu.iér
D comprendido entre D,, y D, . En particular escribiendo la
desigualdad anterior para D, y Dy, se tiene

: 2F ; 2F 2
2 —_— 2 > — L.
L2—anF 3 (L Du) L 41:F=(Dm' L)

" Sumando estas desigualdades miembro a miembro y apli-
cando (6.8) al segundo miembro, resulta

L?—4xF > F? (Di——Dl—)2 o (e.1l)
“m M

Por las mismas razones que para (6.9) el sngno de 1gua1—
"dad en (6.10) 0 en (6. 11) vale. tnicamente para el caso de ser
c un circulo.

7. Lugar geométnco de los’ puntos que son centros de circu-
los de radio dado que contienen un évalo C. Sean, como antes,

PO

“n
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Pm Y. Pu. los valores, minimo y méximo, o .yesppctivamente, del,;ra- .

dio  de curyatura 0, de (C. En’la_hipftesis, de, ser, h>pu - que-
remos hallar, el drea ,llenada; por..los .puntos ,que son ¢entros de
circulos de radio h que contienen .a C en su.interior.; -

Por cada punto A de C tracemos la normal y tomemos
hacia el interior de G un segmento AO de longitud h. El circu-
lo de centro O y radio h serd tangente a C eh A y siendo
h>py, es sabido y es ficil demostrar que contiene a-C en su
interior. Al variar A sobre C, el punto O describe la curva
paralela interior de C a distancia h, curva que siendo h>p,
hemos visto que es convexa y cuya &rea, segin (1.7), vale

0=F—Lh4=ht. = (7.1)

Vamos a demostrar que esta 4rea es precisamients la buscada.

En primer lugar se observa que si dos puntos son centros de
circulos de radio h que contienen a una curva coavexa G,
cualquier punto del segmento que une los dos puntos es también
centro de un circulo del mismo radio A que contiene a C. Por
tanto, siendo la curva de 4rea ¢ convexa y siendo todos sus
puntos centros de circulos de radio h que contienen a C, todos
sus puntos interiores gozardn de la misma propiedad. Falta
demostrar que cualquier punto' O, que sea centro de un circulo
de radio h que contiene a C, estd contenido en ¢. En efecto, si
este circulo de radio h y centro O, es tangente a:C, uniendo Oy
con el punto de contacto A, se tiene que O,A;="h es normal a
C y por tanto O, forma parte de la curva que limita . Si el
circulo de radio h y centro O, no es tangente a .C, tracemos
por O; una recta cualquiera; moviendo O, sobre esta recta
en uno y otro sentido, a ambos lados se encontrard un .punto que
sera centro. de un circulo de radio h tangente a C. Estos dos
puntos pertenecen a la curva paralela a G a distancia h y por
ser esta curva convexa, el punto O, serd interior a ella.

Se tiene por tanto demostrado que: el lugar geométrico de
los puntos del plano que son ceniros de circulos de radio h>py
que contienen al dvalo C, estd limitado por la curva conveza

paralela interior de C a distancia h y su drea vale F — Lh 4 =h®.

8. Unas acotaciones superiores del déficit isoperimétrico.
Siendo L la longitud de una curva convexa cerrada C y F. el
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Area .que. ella limita,.a la diferencia.L2—4nF; que_.hemos visto

es siempre =0, se le llama «déficit isoperimétrico» de la curya

*C. Vamos a obtener algunas expnesmnes que aootan supenormeu—

te este .«déficit». : ~

Para h<p,, la curva paralela ‘interior a C a distancia h,
es convexa Yy su 4rea estd dada por la expresn.’)n (7.1). Como
para- h=0, es §=F=0, por continuidad y - siémpre con la

. condicién h<p,, serd también ¢=0 y por tanto

F—me+npgm;0. . (8.1)

Anélogamente para h=op,, el 4rea (7.1) que acabamos de
ver es igual al 4rea cubierta por los puntos que son centros de
circulos de radio h que contienen a C, es también >0. Por tanto

F.—Lp,,-i—npzugo'.’ - _— (8.2),
Observando la identidad

F—Lp +npz—4—r[(L—g§) —~ (L~ 4niF‘)]_,

las desigualdades (8.2) y (8.1) 50 pueden escribir

. 2F ._ (2F
L2—snF<(L——) , L2—dnF<(—-L 8.3
. ( PM) (Pm ) ( )

que son- dos acotaciones superiores del déficit isoperimétrico.
~ Colocando un circulo de radio p, tangente a C en cualquier
punto, de un mismo lado de la tangente, el circulo contendrad a C

y por tanto 2rpy =L, de donde

expresién que, segiin la desigualdad isoperimétrica, es = 0.
Anéalogamente, colocando tangente a C en cualquier punto

un circulo de radio p,, de un mismo lado de la tangente, el

circulo queda totalmente interior a € y por tanto L=2=np,, lo
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véual,teniendoen’ ‘cuenta la ‘desigualdad xsopenmétnca,**nos dlcc-
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A .Seg'l'lh' esto, ﬁlﬁlti[‘)liéand()' las desigualdﬁd.es. {8 3) y.ferzxie'ndo :

en cuenta que la media .geométrica es siempre igual o menor que
la medla aritmética, resulta
¢ 4nF < F? (——1—)
T pm Pu’ . . oy,

. que es ofra desxgualdad que hm1ta supenormente el défxcxt isope-
rimétrico.

Todavia se pueden obtener _otras acotaciones, observando
la identidad

F— Lp-{-np?—--——[(L 21tp)2——(L2 47tF)]

De z‘iq'ui'se deduce, seg\’l_n (8-1) y (8. 2)
L2 —4nF < (L —2rp,,)?, L%—4nF < (2npy—L)2.

, Multiplicando miembro a _miembro estas demgualdades y
‘aplicando al segundo miembro que la media geométrica es igual
o menor que la media aritmética resulta

lo cual es una conocida. desigualdad de O . Bottema (8).
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