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DE CURVATURA CONSTANTE

Por
L. A. SaNTALO

SuMMARY. This note gives a proof of the fundumental kinematic formula
of the Integral Geometry for spaces of constant curvature and » dimen-
sions. The result is formula (1.2) and it was given in[8]. The proof is
a more detailed and direet version of that given by the author in [T|;
some misprints that there occur have here been corrected.

At the end we indicate some applications.

1. Introduccién. Sean Qo y @, dos cuerpos del espacio n-di-
mensional de curvatura constante K. Supongamos que sus contornos
Qs 8 Q1 sean dos hipersuperficies de clase C?, de manera que las
integrales (2.1) permiten definir las llamadas integrales de cur-
vatura media de orden r, que representaremos por M, (Qo) ¥
M, (Q,) respectivamente- Si los contornos presentan singularida-
des, muchas veces pueden definirse las integrales M, (Q;) como va-
lor limite de Jas mismas para el enerpo paralelo exterior a distan-
cia ¢, cuando e—» 0.

Supongamos a @ fijo y a @, mévil. Sca d@Q, la densidad ci-
nemitica para @ en el sentido de la geometria integral. Ella se
define de la siguiente manera: para fijar la posieion de @; hay que
fijar uno de sus puntos, sea x, y un n-edro formado por n vecto-
res unitarios ortogonales entre si, sean ¢y, €,...., €, de virtice 2.
Una vez fijado x, para fijar el n-edro hay que fijar e, por su ex-
tremo sobre la esfera 0,_, de dimensiéon 7—1 y radio unidad; lue-
go ¢,_; por su extremo sobre la esfera 0,_» de radio unidad y
dimensién n-—2 ortogonal a €,; luego e,_g sobre O,_3 ortogonal a
e,y & ¢,_1 y asi sucesivamente hasta fijar e, por su extremo so-
bre la circunferencia O, ortogonal a e,, £,_1....., €3 Llamando
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dO; al elemento de arca sobre la esfera unidad €); correspondiente
al extremo de ¢;.; ¥y dr al elemento de volumen del espacio en el
punto . la densidad cinemdtica vale

(1.1) AdQy = dr NdO,_1AA0,_. N ... .N\dO;.

Es una forma diferencial de grado 142434 ... 4+ ==
== n{n 4+ 1)/2, como debe ser. pues la posiciébn de un ecuerpo @,
en el espacio de # dimeusiones depende de ese minmisre de pard-
metros,

Sea x (@) la caracteristica de Euler-Poincaré del cuerpo Q.
Suponiendo, como hemos dicho, Qq fijo v

o

¢, movil, la formula ci-
nemidtica fundamental de la geometria integral en espacios de cur-
atara constante A cs la siguiente

(1.2) JX(Q()AOI)(701=

0:0: .. 0,y (=52 K2 Vo Vi 4+ Vixe + Voxi)

n

1 ®-2

“» . ][1 < u — Sk

+()1 ()__ .. n— 7 h-o(h+1) ! -
n_‘ 0 (0 =3—g, )2

+ 2 01 ()2 . ()n, 2 - n“_“’(’ j[.wo E Cuta ‘1‘1 li‘"fa"""_l
w0 O, f~ [(s—2, 2+

donde ¥, ¥y son los volhimenes de Qo @, y se ha puesto
i
0= 27 ° Y EE. T
R
(1.3

Cxtn ==

(o )T

(7n+s—‘.t—sn +71 e 2= 02
()’1+1+Eu—s O3 —2t—en On—-lf-—l——en

La integracion, en el primer wmiembro, estd cxtendida a todas
las posiciones de Q, en las que corta a Q.
Se ha puesto también, para abreviar,

My = Mi(Qo), Wit = Mi(Q1). xo = x(@Qo). 1 = x(Q1)
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Para el espacio euclidiano (A =0) y » =23 esta firmula se
encuentra, por ejemplo, en Blaschke [2]. Para K = 0 fue dada en
1940 por Chern-Yien |4} ¥ con una demostracién mas detallada en
1952 por Chern |5].

Para el caso general del espacio de curvatura constante K, la
formula anterior fue demostrada por nosotros en [7]; ver también
[8]. Para »n =3 una demostracion directa se encuentra en [12] y
para ¢l espacio eliptico n =3, K > (), también en Ta-Jen-Wu [15].
Para u =2, con varias aplicaciones, ver |13].

El objeto de esta nota es hacer una exposicicn mas directa y
detallada de la demostracién dada en [7], corrigiendo al mismo
tiempo algunas erratas que alli se deslizaron y dando al vesultado fi-
nal una forma mdis compacta. Al final hacemos, ademas, algunas
aplicaciones,

2. Defimiciones y férmadas conocidas. Vamos a recopilar algu-
nas definiciones y formulas integrales que necesitaremos ¥ ue han
sido obtenidas en otros lugares,

Indicaremos ¢l espacio euclidiano por , v ¢l espacio n - dimen-
sional de curvatura constante K por N, (R).

Sea @ un cuerpo convexe de E,. Suponiendo que la hipersuper-
ficic ¢ @ que lo limita sca de elase €0* y Hamando B; (1=1,2,...,
n — 1) a los radios principales de curvatura en el punto cuyo ele-
mento de area sca deo, se lama integral de curvatura media de or-
den r de ¢Q a la integral

(2.1) M,:—]—«j]‘_J._, LIRS S

donde el paréntesis del integrando indica la funcidn simétrica ele-
mental de orden » formada con las curvaturas principales 1/R;. En
particular, se tiene

M,=F = irea do 4Q

2.2
( ) J[n—l =()n—1

donde 0,,_; indica el volumen de la esfera enclidiana (n ——1) — di-
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mensional de radio unidad. Es decir, de manera gencral, pondre-
maos

i1
[
(2.3) 0, = ”+
2
()
para1=0,1,2 ...,

La definicion (2.1) para loy invariantes M, (Q) supone
que ¢ Q es de clase (2 Esta definicién tiene la ventaja de servir
aun enando @ no sea convexo, con tal de que ¢@Q sea de clase C2
Para los casos en que esta condicidn no se cumple, si Q es convexo,
los M, () pueden sustituirse por otros invariantes, equivalentes sal-
vo un factor. los cuales se definen para cuerpos convexos cualesquie-
ra. Ellos ron:

@) Las integrales de seccion W, (Q) (en alemdn ‘‘ Quermassinte-
grale’’; en francés ‘‘travers exterieurs’’) ligados con los M, (@)
por la relacién (Ver Bonnesen-Fenchel [3, pag. 63]),

(2.4) M,_i=nW,

b) Las medidas H, de los conjuntos de subespacios lineales L,
de E, que cortan a Q, medidas tomadas en el sentido de la geome-
tria integral (ver [9]). Su relacién con los M, es

. 2(n—r)0,0.,...0,_,
2. N,_, = - re
( )) ! ()n—r—l On—-r <o ()n—i.’. "

Interesa considerar el caso de un euerpo convexo Q ‘‘aplasta-
do”’, es decir contenido en un subespacio lineal L, de E, (1<q
< n—1. Lo indicaremos con Q9. Si Q¢ se considera como cuerpo
convexo del espacio euclidiane E, tiene unas integrales de curvatura
media que representaremos por M7 (0<r < g—1). En cambio,
considerado como cuerpo convexo aplastado de K., sus integrales
de curvatura media seran las M, = M, calculables por cualquiera
de las formulas (2.4), (2.5).

Las relaciones entre ambas integrales de curvatura media son
las siguientes (ver [11] y para ¢ = n—1 también Hadwiger [6,
pag. 215]
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1. 8Si r =2 n—q, es

(r—11+q) 0
2. ,"=~~~ el Moy
(2.6) M "’]) Oi—niqg e

2.8 r=n—qg—1, es

1

")

donde o, (Q9) indica el volumen de Q9.

(2.7) M= 0u—g-104 (Q7)

3. Sir<n—qg—1, es
(2.8) M»=0.

Sea ahora un cuerpo convexo @ de E, y supongamos que se
corte por subespacios lineales L, Las intersecciones @ — L, seran
cuerpos convexos aplastados de dimension q. Considerando todos los
L, que cortan a @ y llamando dL, a la densidad para conjuntos de
L, en E,, vale la férmula integral

()"_.,2 e On_q 0» r
2()102 q__ qu

(2.9) [M,"(Q’“L,,)(IL(,=
QnLy/ 0

M (Q)

La demostracién puede verse en [9].

Para r=¢—1, gegin (2.2) es M%_,=0,_; y por tanto
(2.9) da la medida de todos los Lq que cortan a @, a saber

Ouz v OngOu_g_s
2()1 P 0(1—1 ('ﬂ/—q)

(2.10) j dL,—
QnLq_—/AO

M1 (Q)

donde se ha utilizado la relacién

(21]) 2-”0,._,,_1-- ("—‘Q) On—q+1-
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Si oy (Q 7 L,) indica el volumen ¢ — dimensional de la inter-
seceion @ 7 L, vale también la férmula

0,0,-1...0,_,0,
2,12 ) d Ly e At 2 Yy
(2.12) J(rq (0 T L) d L, 50, ... 0, 0. V()

QnlL,=; 0
stendo 1V (Q) el volumen de Q.

3. La formula fundamental cincmitica para €l cspacio eucli-
diano E, y aplicacioncs. Sea @ un cuerpo no necesariamente con-
vexo de K, cuyo contorno @ sea de clase ("2, En tal caso estin de-
finidas las integrales de cnrvatura media por las formulas (2.1).

Sea x (@) la caracteristica de Euler-Poincaré de @. Recordemos
que para n par es siempre

(3.1) x{(6Q) =0 (n par)
vV para u impar
(3.2) x (06) =2x(Q) (n impar)
valiendo también, para cualquier », la féormula de Gauss-Bonnet
3.3 M, (@) =0, x(Q)
que generaliza la segunda férmula (2.2) por ser
3.4) x (@) =1 si @ = esfera topoldgica.
Sean ahora Qo, @1 dos cuerpos de K, cuyos contornos sean de
clase C2. Supongamos a2 Qq fijo y a @ mévil con la densidad cine-

mética d Q, dada por (1.1). La férmula fundamental cinemaitica
para E, es entounces

(3.5) IX (@ ™ QAR =0,...0,_, { Out (xo Vi 4+ x1 Vo)

QNQ-/ 0

1] n—2
— 3 Yy) MOMY, .
+ n h_o(h-i—l) L 2 '-}
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donde Ve y ¥y son los voliimenes de Qy y €1 respectivamente y pa-
ra abreviar se ha puesto M, = M;, (Qo), M'u_o_n == Ma_o_y (Q1).
La demostracion de esta ftérmula (3.D) puede verse en
Chern [3].
Consideremos el caso particular de ser @y = @y un cuerpo
aplastado contenido en un L, de &, y @; un cuerpo convexo cual-

quiera de F,. En cste caso cs

(3.6) X (@77 Q1) = x (Qo") = x (1) =1

y teniendo en cuenta (2.6), (2.7), (2.8) resulta

(37) JdQl == ()l . e 0"—«?- {On-—l Vl ‘*‘ _‘"(‘("7_;%))_()"—:1—1(711 (Qo") A/][lq 1
q

p—"22 g~1
Lsm )__"ﬂ:L), On s Aa
) -+ 1 (n;l) ()’H"I—n

N pmn—y

donde la integral estd extendia a todas las posiciones de @y en qua
corta a Q. :

Esta formula permite calcular las integrales de curvatura me-
dia M, (Qo — @) extendidas a todas las posiciones de Q,. Para ello
consideremos la integral

(18) I == ‘[ll(l)] (111,1

extendida a todas las posiciones de @, y de L, para las cuales es

Qv T Q1T Lys= 0.

IFijando primero Q,, segiin (2.10) es
ol ] b Lol

071-—2 e ON:(I—'I
2 (H—q) O, ... Oq__1

(3.9 1= IM,,_I (Qo ™ Q) d@.

En cambio, fijando L, segin (3.7) es

(3.10) T=0,... 02 H 0n Vit Snmo)

m "‘:l"j--

On._q~1 Ty (Qoq) EulQ"I

q—1
. 1 ':2 n _(h-{—.llf—ﬂ) . Oh o ]11-‘ . DI" dL
T hem—g ( h41 ) ("3')  Onrg—n roEsh Thtaoe !
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De aqui, aplicando (2.10), 2.12) v (2.9),

| Ou 2o On_us
3.11 ] = L0010, et s MY
(3.11) 0: ‘ ‘{ ¥ 2 (n—q) O1... 04y =" !
() Oyq...0,, .
B - (—";_] On-q—l ) ()‘ ; 0.,-1 Jl‘,/—) Vo
1 ”v—: _(l‘_ ) (q+"-")~9'}: ~__O“*'l 0. m—h—q 0“
N hen—g ;{1> 200 ... 0420, Oh—a »

\

-Mln—2—h ‘unh—: H—1n l .
Jgualando con (3.9) y simplificando, resulta
(3.12)

'Juq_l (0™ 1) dQs = 0y ... Oz |0ucy (V2 MLy + Vo0, 1)

(’N——-(]) 0 -1 _7_>0h ~ "2 (qlh-—n) O'n—-h—-q W
Ol),-—q.—] Oh-uj~n he=n-gq (ll + 1) O,. h

MY
n—2—h h+q——nI

Esta formula vale para 0 < ¢ < n—1. Para ¢ = n, clla debe
gustituirse por la fundamental (3.3), teniendo en cuenta (3.3).

4. Validez de (3.12) para cucrpos no convexos y cspacios de
curvatura constante. Sean ahora @y, @ dos euerpos no necesaria-
mente convexos de E,, pero cuyos contornos sean siempre de cla-
se C?% Sea x un punto de la interseccién ¢ Qo ™ 6 @1 y lNamemos
dog = clemento de drea de ¢Qq en r, day = elemento de area
de §Q: en 7z, dap, == elemento de drca de ¢Qo ™ 6Q1 en o, Sea,
ademas, ¢ el dngulo que forman las normales a ¢ @y v (@ en .
Llamando d@Q, [z] a la densidad cinematica de @, *‘alrededor de x°’
o sea, suponiendo & fijo, debe existir una relacion de la forma

(41) (ll)’(n/\d()]:d)(dl) (I(T(}/\(?O’]/\ dQll.l'],

La existencia de esta relacion es evidente observando que am-
bos miembros determinan la posicién de @; mas la del punto zx.
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La forma explicita de la funcién &(¢) es un poco complicada,
pero no hace falta obtenerla. Ella podria deducirse facilmente de
la formula equivalente dada por Chern en [5], férmula (24).

PPara caleular ahora la integral (3.12) observemos que
M,y (Qo ™ Q1) se compone de tres partes: @) La parte corres-
pondiente al contorno de @y que es interior a @; b) La parte co-
rrespondiente al contorno de Q; es en interior a y; ¢) La parte
correspondiente a ¢Qy ™ & Q.

Las integrales \e las dos primeras partes se ealculan inme-
diatamente por el método usual en geometria integral de tomar
un punto fijo en ¢l contorno de uno de los cuerpos e integrando
el otro a todas las posicioues en que contiene a este punto, el cual
se hace luego variar a todo el contorno del primer cuerpo. Se
obtienen asi, independientemente de la  convexidad de @,
Yy Qi, los dos primeros términos de (3.12), o sea la expre-
siom 010, ... 0,1 (ViM% 1 ++ VoM'q_v).

La contribucién de la interseccién ¢Qy —¢Qy a la curvatura
media M, (Q¢ — Q1) puede obtenerse tomando el cuerpo para
lelo exterior a distancia ¢ calenlando luego la integral de la
(g—1)—¢ésima curvatura media correspondiente a la parte paralela
a g@Qo " ¢@Q1 y hallando ¢l valor limite de la misma para e— 0.
Este valor limite sera de la forma F(z,®,, R, R';) doy, siendo F
una funcion (cuya forma explicita no interesa) del punto x de la
interseccién ¢ Qo — 60, de los dangulos @, (h==1,2,...,% n (n-1) )
que fijan la posicion de @, alrededor de x y de los radios prinei-
pales de curvatura Bi® y B! de ¢Qo y ¢Q: respectivamente, en el
punto 2. Para el ealeulo explicito de F bastaria aplicar los teore-
mas generalizados de Euler y de Meusnier a la interseccién de
variedades (n-1)-dimensionales y las férmulags de Olinde Rodri-
gues a la misma interseccion. Multiplicando la integral wltima por
dQ,, aplicando (4.1) e integrando respecto de dQ; [r] a todas
las posiciones de @, alrededor de x, resulta una funcién F, (z,
R°, R;") sdlo de r, RY, B{'. La forma explicita de esta funecién
no interesa; basta observar que habiendo llegado a ella exclusiva-
mente por consideraciones ‘‘locales’ alrededor del punto «, ella
es independiente de si Qg y @1 son o no convexos,

El resultado de integrar después el producto de esta funeidn
F, por dog A doy, sabemos que en el caso de ser @, @ convexos
nos da la suma que aparece en el segundo miembro de (3.12).
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Por tanto, siendo F, (r, K;°, R;') independiente de la convexidad
y atn de la conexién de Qp, @, el resultado final (3.12) serad
siempre el mismo en todos los casos.

Observemos ahora que todos los razonamientos locales que
acabamos de hacer son validos, con las mismas funciones ¥, Fy que
en ellos aparecen, para cuerpos @y, @1 de un espacio de curvatura
constante K. En efecto, tanto la formula (4.1), como las de Euler,
Meusnier y Olinde Rodrigues que ha sido necesario utilizar, valen
lo mismo en todos los casos. Se tiene asi el resultado importante:
las férmulas (3.12) pare 1<K q < n-1, valen para cualquier par
de cucrpos Qq, Q1, no necesariamente comxxros y para cualquier
espacio de curvatura constante K.

Para g ==n ya hemos dicho que (3.12) debe sustituirse por
la férmula fundamental (3.5), en la cual se sustituya
x (Qo ™ Q1) por (1/0,.4) Mu_1 (Qv ™ ©1), de acnerdo con (3.3).
Queda asi, como complemento de las férmulas (3.12) la siguiente

(4—2) jM"_] (Qo - Ql)d()] == ()1 [P (),,_1{ B[O,,_l "?l + Blln_l "'0

1 n--2 n

+ — = ( ) MO A, l
nop.oMh+1 ]

la cual, por las mismas razones expuestas, es valida para cuerpos

cualesquiera (con ¢Qo ¥ 9@Q, de clase () y para cspacios de cur
vatura constante cunalquiera. N

5. La férmuda fundamental cincmdtica en espacios de cur-
ratura constante. Ya tenemos todos los elementos necesarios para
eseribir la férmula fundamental cinemética para espacios de cur-
vatura constante K. Unicamente necesitamos, todavia, recordar la
férmula de Glauss Bonnet generalizada por Allendoerfer - Weil-
Chern, que liga las integrales de curvatura media del contorno de
un cuerpo @y, del espacio de eurvatura constante I (ver por cjem-
plo [10]) a saber:

Para n par es

n n-—23

G0 (hZ1) @Mt (05) e Mot

—1
("T7) e By 0@
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¥y para n impar

(n—l n—1

(5.2) (o 1) Mass+ (0 g )encs Maca+ ... F coMo=

1.
ZTOnX(Q)

siendo e; constantes de valor

0.
00,1

(5.3) T Kn~1—i1 2

y siendo V el volumen de §.

Apliquemos (5.1) o (5.2), segiin la paridad de », a la in-
terseceidn Qo 7 @, multipliquemos luego ambos miembros por d@.
e integremos a todas las posiciones de @, en las cuales tiene punto
comiin con @, En el segundo miembro aparece la integral
de x (Qo ™ @), cuyo valor es precisamente lo que busca la férmu-
la fundamental cinemética. En el primer miembro aparecen las
integrales (3.12) y (4.2) ya conocidas, mas la integral del volu-
men V (Qo — @) de la interseccién de Qo y Q.. Esta integral se
calcula inmediatamente por el método usual de considerar la inte.
gral de dx N\ d@Q, extendida a todos los puntos x contenidos en el
interior de Qo — @1 y a todas las posiciones de Q. en las que eorta
a Qo Si se fija primero @,, resulta la integral buscada.
En cambio, fijando primero el punto x, la integral de d@,,
da 0,0;...0,,V,. Como luego x puede variar a todo el inte-
rior de Qo, resulta

G4 J‘Vwro,) 101 —= 0,05 ... 001 Vo V).

Con esto y (3.12) y (4.2) se tienen ya las integrales de to-
dos los sumandos de los primeros miembros de (5.1) y (5.2). Des-
pejando la integral del segundo miembro se tiene la férmula ci-
neméatica fundamental buscada.

Introduciendo las abreviaturas (1.3) para poder juntar en
una sola férmula los casos de » par e impar, resulta la férmula
(1.2) que se queria demostrar.
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6. Aplicaciones. La mayoria de los resultados de la geome-
tria integral en espacios de curvatura constante estian contenidos,
como casos particulares, en la formula general (1.2). Vamos a
citar como ejemplo, dos aplicaciones:

a) La férmada de Steiner ¢n espacios de curvatura constante.
Pongamos, para abreviar la escritura,

(6.1) K —kt

Sea Q; una esfera de radio p. Serd x(@) = 1 y ademas

/’[.,‘ (Ql) m— (),,__1 FU+1—m) S(‘n”—l_'—/n'p ('().\'i/;',:

(6.2) e
V(Qy) =0,_, k=h IS(‘[l"‘ll\'p dp.
(4]

En la expresion (1.1) de d@,, tomando por punto =x
el centro de €@,, para toda posicion de @, se podra in.
tegrar la expresion dO,_, N\ ... A dO; dando por resultado
el producto 0,1 Oy_s ... Oy. Dividiendo ambos miembros de (1.2)
por este factor, el resultado sera el volumen del dominio cubierto
por los puntos x cuya distancia a @y es igual o menor que p, o sea,
el volumen del cucrpo paralelo extcrior a Qu a distancia p.

Lia expresion de este volumen en funcién de Vo, M,
(=0, 1.... n—1) constituye precisamente la generalizacién a
espacios de curvatura constante de la férmula de Steiner del caso
euclidiano. La expresién general para la dimension # toma una
forma complicada, que no vale la pena escribir, pero que resulta
de (1.2) con las sustituciones (6.2). Vamos a limitarnos a es.
cribir los primeros casos #n = 2, 3, 4,

n =2, En este caso, poniendo

T?(\_> F(\ ,Vl ——)F; ,Z“Ino—’ Lg,ﬁ[ol-—> Ll

donde Fo, F, son las areas y Ly, Ly las longitudes de los contornos
de las figuras bidimensionales Qo , @, la férmula (1.2) se escribe

(6.3) jxwmol)do.:zwm Yo + Foxt —

_¥ pr +§1—L0L1>

T T
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Si @, es una esfera de radio p es
(6.1) Fi=2xk 2 (1—coskp), Ly=2nrk"1senkp

con lo cual, sustituyendo en (6.3) y dividiendo ambos miembros
por 2, el primer miembro representa el drvea Fp del dominio pa-
ralelo exterior a @, a distanecia p, que resulta valer

{(6.5) F{J = Fy cos k P + Lok~ sen & e+ 2xht (1 —eos k )Xo

de acuerdo con el valor obtenido por Vidal Abascal [14].

n = 3. La férmula general (1.2) toma la forma

[
J X (@0 Q1) dQ =8 (Vixo+ Vox1) +

4 2a (Fo M, + F, M.

(6.6)

Si @ es una esfera de radio p, es

Vi=2rk"3(kp— senkpcoshp)

F, = .Mol =47 k"% cen*k P

(6.7 Mi=M'=4drk 'senkpcoskyp
xi =1
Sustituyendo en (6.6) y dividiendo ambos miembros por 8 #2%,
resulta que el volumen del cuerpo paralelo exterior a @, a distan-
cia p, vale
(6.8) V, =Vy+Foh~tsenkpcoskp+ Myk—*sen®k,p
+ 27k (kp—senkpcoskp) xo

de acuerdo con el resultado obtenido por Allendoerfer [1].

n =4, La férmula general (1.2) toma la forma
(6.9}[,( (Qo ™ Q) d Q= 16,r4(--_4i’.T E*VoVi4 Vixo + Voxl)
oz

4 an? (2F M + 3 MO M 2 F, MO + -g—kﬁFoFl)-
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Si @, cs una csfera de radio p, es
2
3

Fi=22Fk"3%sen®kp

Viem k™4 (—S(‘l]gkp('OSkp +2 (l—COSkp))

(6.10) M)=2=xk2sen?kpcoskp
My =2x"k"tsenkpeosikp
x1 =1

Sustituyendo en (6.9) y dividiendo ambos miembros por
0, 0, 0; — 16 »*, resulta que el volumen del cuerpo paralelo exte-
rior a distancia p de @, vale

V,,' =1, (—-‘l;— sen® k pcos k p 4 cos k p)

+ Fy (sen kpcos*hp + —g— send k p))k‘1

3
(6.11) + My 5 k=2sen*hk peoskp

+ Mk~ send k p
2,
+ 5 E=4(2—2cosk p—sen®k pcosk p) xo.

En todos los casos, si se quisiera el drea de la superficie del
cuerpo paralelo exterior a distancia p, bastaria derivar el volumen
respecto de p.

" b) Una férmula integral referente a cuerpos convexos del es-
pacio eliptico. Consideremos el espacio eliptico de n dimensiones.
Es K = 1. Las geodésicas del mismo son lineas cerradas de longi-
tud ». Ellas pueden considerarse como un cuerpo @; para el cual es

Xt=0 Vim0, Mo My — ... = M,_y == Ho_, =0,
(6.12)

”

Myo=— "

n—1 On—o.

Basta, para verlo, considerar la superficie paralela exterior a
distancia ¢ y hacer' luego ¢ — 0.
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Sea Qo un cuerpo convexo del espacio eliptico. En la expre-
sion (1.1) de d@Q; sea x un punto de Q,. Al aplicar (1.2), en el
primer miembro es x (Qo 7 Q,;) = 1. Ademis, si x es interior a Q,
al integrar dQ; resulta 0, 0. ... 0,_, V,.

Si x es exterior a @,, al integrar dQ; resulta

2 ()1 02. .. 0,,_2 jw dr

siendo o el 4angulo solido que forman todas las geodésicas que par-
ten de x y cortan a @Qo. Se ha introducido un factor 2, puesto que
cada punto = es vértice de dos angulos o opuestos por el vértice.
Sustituyendo en el segundo miembro de (1.2) los valores (6.12) e
igualando, resulta

01 02 ] ()n-—\ -‘70 + 2()1 e ()n__g j (l)df

~0;...042 — = 042 My
n—1

y como My = Fy = drca de @, resulta la férmula integral

g 1 T ()n—l ¥
(6.]3) de.r—‘_z—(];;l) ()“_'_’,Fo—— 2 ‘()

donde la integracidén esti extendida a todo el espacio eliptico ex-

terior a Q,.
Ejemplos. Para n — 2 se tiene

Ju}({l’z'n’Lo-—h‘Fo

siendo L, la longitud y Fy el drea de Q.
Para n = 3, resulta

1 .,
J‘wdx——mzv - Fog—2=V,

‘No parece ficil obtener estas férmulas integrales de manera
directa.
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