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SuMMARY. This note gives a pvoof of tho fimilameiital kiiiematie formula 
of the Integral Gcometry for spaces of constant curvature and n dimen 
giona. The result is formula (1 .2) and it was giveii in [8 ] . The proof i» 
a more detailed and diriM't versión of that given by the author in | 7 | ; 
aome misprints that there occur have here been eorrected. 
At the end we indieatc aome applications. 

1. Introducción. Sean (?o y Qi ÍIOS cuerpos del espa(ño n-di-
mensional de i·iirvatiira constante K. Supongamos que sus contornas 
dQo, 8 Qi sean dos hipersuperficies de clase C-, de manera que las 
integrales (2.1) permiten definir la.s llamadas integrales de cur­
vatura mtvdia de orden r, que representaremos por Mr (Qo) !/ 
Mr {Qi) respectivamente. Si las contornos pretjeutan singularida­
des, muchas veces pueden definirse las integrales Mr (<?i) como va­
lor límite de las mismas para el cuerpo paralelo exterior a distan­
cia £, cuando e—»•(). 

Supongamos a Qo /ijo y a Qt móvil. S<'a (IQ^ la densidad ci­
nemática para Qx en el sentido de la geometría integral. Ella se 
define de la siguiente manera: para fijar la posición de Qi hay que 
fi.iar uno de su»s puntos, sea x, y un ?i-edro formado por n vet-to-
re.s unitarios ortogonales entre si, .sean r,, f^,...., e„ de vértice x. 
Una vez fijado x, para fijar el íi-edro hay ((ue fijar f„ por su ex­
tremo sobre la esfera 0„_i de dimensión «—1 y radio unidad; lue­
go e„_i por su extremo sobre la esfera 0„_2 de radio unidad y 
dimensión «—2 ortogonal a f„; luego f„--¿ «obre 0„_s ortogonal a 
e„ y a e„^-y y así sucesivamente hasta fijar Co por su extremo .so­
bre la circunferencia O, ortogonal a e„, Í „ _ I , f». Llamamlo 
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dOi al (>l('iiieii<() (le arca sobre la cstVra unidad <>i cofresiiondíente 
al extremo de ( j ^ , y dx al elemento de volumen del espacio en el 
I)unto ./• ,líi (lensidall cineniáfiea vale 

(1.1) dQi = (l.r A(?0„_iAf?0«_,A . . . .ArfO, . 

B.s una forma difereneial de grado 'I 4-2-\-',i-\- ... -'f-n = 
= « ( » + ] ) / 2 , como debe ser. pnes la posieión de nn eiierpo Qi 
en el espaeio de n dimeiusiones depende \\c ese número de pará­
metros. 

Sea X (Q) ' " earaitterístiea de Euler-Poinearé del cuerpo Q. 
8up(mieiulo, como hemos dicho, (?„ fijo y Q\ móvil, la fórmula ei-
nemátiea fundamental de la <;eometn'a integ;ral en es]iacio.s de cur­
vatura constante K es la si<;uiente 

(1.2.) J x«^"-^ (?!)''(>,-

OyO,... o„_, ( — 1 ^ K"^' Vo r, + y, xo + v„ x,) 

n I,, o ^h + 1' 

n-4 Q í "'-3-E„l/-' 
+ 2 0 , 0 2 . . . O,,^, 2 - ^ .!/,«{ 5 r „ , ^ ' , , . ^ , „ _ , _ , 

._0 (/, J /„[(«_,,_ )/2]-|-i 

donde r,i. V, son los volúmenes de <}„. <̂ i y .se lia puesto 

' • -h ' 

O, 

(i.;n 

, .̂,= ! (i + (-!)•') 

'••'•=-(."^;j(^"í'-) 
Oll+.S — 2t. — ¡n+l 

02t+l + ín—.s On-2t—i« On-it-1 — c 
" A' '""- '" ' - '" '-

La integración, en el primer miembro, e,stá extendida a todas 
las posiciones de Qt en las (pi? corla a Ço-

Se ha ])\iesto también, para abreviar, 
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para v[ espacio euc'lidiano ( A ' = 0) y n = 2,3 esta fi'rmula atV 

ciu.uentra, por pjoiuplo, oti IJIaschke | 2 | . l'ara A'== O fue Uada en 

ir»4() por Cliorn-Yieii | 4 | y con una (Icniosti'arióii más dí^tallada en 

19r)2 i)or ("heni | ó |. 

J'ara el caso «ri'neral del es[)aci() df cuivatiira constante K, la 
fórmula auteru)r fue demostrada jior na>-;otros en | 7 | ; ver también 
| 8 | . l'ara /i == ;? una demostración directa se encuentra en |121 y 
j)ara el espacio eiíjjtico ii = :]. K > O, también en Ta-.Fen-Wu [I-")!. 
J'ara )( = 2 , con varias aplicaciones, ver | 1 3 | . 

El objeto de esta nota e.« hacer una exi)osición UIMS directa y 
detallada de la denu)stración dada en | 7 | , corrigiendo al niisnu) 
tiempo alfrunas erratas (jue allí .se deslizaron y dando al resnltaUo fi­
nal una forma más comi)acta. Al final hacenuw. además, alfiuuas 
aplicaciones. 

2. Dffimcionfs y fórvuinlas covocüJos. Vaino.s a recopilar alíjn-
na.s definiciones y fórmulas iutcírrales (|ue necesitaremos y (|ue han 
.sido obtenidas en otros luíjares. 

Indicaremos el es])acio euclidiano i>()r E„ y el espacio » -dimen­

sional de curvatura constante K por N„ (A'). 

Sea Q un cuerpo convexo de /v„. Snjioniendo que la hipersuper-
fioie C: Q (pie lo limita sea de cla.«e C- y llamando Ri ( Í = 1 , 2 , . . . , 

n — D a los radios princijiales de curvatura en el punto cuyo ele­
mento de área .sea d<r, se llama infci/ral fif curvatura mrdia de or­
den r de oQ a la inteírral 

I' Ï ^ ^ \d (2.1, "'=(¿T)^ 

donde el paréntesis del intejçrando indica la función simétrica ele­
mental de orden r formada con la.s curvaturas principales 1/7?,. En 
partieular, se tiene 

M„ = F = áj'ea do fí Q 
(2.2) 

donde 0„_i indica el volumen de la esfera euclidiana (n — 1) —di-
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jfiensional de radio unidad. Es decir, de manera general, pondre-
III as 

i-l-i 

(2.3) 0 ¡ 

pitra t =r O, 1, 2, 

rm 

La definición (2 . ] ) para los invariantes Mr (Q) supone 
que <Q es de clase C-. Esta definición tiene la ventaja de servir 
aun cuando Q no .sea convexo, con tal de que cQ sea de clase C* 
Para los ca.so.s en (jue esta condición no .se cumple, si (? es convexo, 
los M, (Q) pueden sustituirse por otros invariantes, equivalentes sal­
vo un factor, los cuales .se definen para cuerpos convexos cualesquie­
ra. Ellos fc-on: 

a) Las infcgralcs de seccÍM Wr {Q) (en alemán "Quermassinte-
gra le" ; en francés "travers exterieurs") ligados con las 3/r (Q) 
por la relación (Ver Bonne.sen-Fenchel [3, pág. 63]), 

(2.4) .¥ ,_ , = HW, . . 

b) Las medidas H, de las conjuntos de subespacioe lineales Lr 
de En que cortan a Q, medidas tomadas en el sentido de la geome­
tría integral (ver | 9 ] ) . Su relación con los .¥, es 

Interesa considerar el caso de un cuerpo convexo Q "aplasta­
do", es decir contenido en un subespacio lineal Lq de En (1 ^ g 
^ " — 1. Lo indicaremos con Q''. Si Q" se considera como cuerpo 
convexo Üel espacio euclidiano E,¡ tiene unas integrales de curvatura 
media que representaremos por 3/^'(O ^ r ^ g — 1). En cambio, 
considerado como cuerpo convexo aplastado de E„, sus integrales 
de curvatura media serán las Mr = Mr", calculables por cualquiera 
de las fórmulas (2.4) , (2 .5) . 

Las relaciones entre ambas integrales de curvatura media son 
las siguientes (ver [11] y para q = n—1 también Hadwiger [6,. 
pág. 215] 



— 83 — 

1. Si r ^ n—q, es 

(0 fil M « — ( r-w+g) Or -w^ 

2. Si r = w — q — 1, es 

(2.7) . ¥ / = - ^ O ^ - ^ - i a a Ç " ) 
\ T ) 

donde a, ( P ' ) indica el volumen de Q". ' 

3. Si r < « — (/— 1, PS 

(2.8) A/,"==0. 

Sea ahora un cuerpo convexo Q de A\, y supongamos que se 
corte por subespacios lineales L,¡. Las intersecciones Q '~^ Lq serán 
cuerpos convexos aplastados de dimensión q. Consideramio todos los 
Lq que cortan a Q y llamando dLq a la deasidad para conjuntos ds 
Lq en E„, vale la fórmula integral 

(2.9) f ,,(<?-/.„).¡/,-^i^^ff^-;;—.».•(«) 

La demostración puede verse en [9]. 

Para r = q — 1, según (2.2) es .¥%_i = Oq_i y por tanto 
(2.9) da la medida de todos los Lq que cortan a Q, a saber 

<̂ -'''> í"'--fe:::o;::^-;)"--,(0) 

donde se ha utilizado la relación 

(2.11) 2 , r O „ _ , _ i ~ ( n — g ) 0„_,+ i. 
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Si (T„ {Q '~ L,¡) indica el volunieu q — dimensional de la intL'f-
seeeión Q " L,¡, vale también la fórmula 

(2.1-2) | „ . (V - ,.„, . í , , . = ' ' • - | ^ - , ' ; - ; ; , " ; - ' ' f -' (V) 

sioiulo 1' ((^) el volumen de Q. 

3. /y« fórmula fundamental cvumntica para el espacio eucli-
dlano E„ i/ aplicacionfs. íáoa (̂  un cuerpo no necesariamente con­
vexo de E„ cuyo contorno t^Q .sea de clase C-. En tal caso están de­
finidas las intefçrales de curvatura media por las fórmulas (2 .1) . 

Sea X {Q) 'íi característica de Euler-Poincarc de <̂ . liecordenuw 
que para » par etí siemi>re 

(3.1) ^(èQ)=^ {n par) 

y para /( im])ar 

(3.2) xíSQ)=2x{Q) ( « i m p a r ) 

valiendo también, para cuaUpiier ii. la fórmula de GausfS-Bonnet 

(3.3) .V„_i((?) = 0 „ _ . , x ( í ^ ) 

([ue «reneraliza la .sefrunda fórm>da (2.2) por .ser 

(3.4) xiQ) = 1 si (?== esfera topolójiica. 

Sean ahoi-a Qo, Qi dos cuerpas de E„ cuyos contornos sean de 
ola-se f?-'. Supongamos a Qo fijo y a Qi móvil con la densidad cine­
mática dQi datía por (1 .1) . La fórmula fundamental cinemática 
para E„ es entonces 

(3.5) J X (<?o ^ <?,) c/Ç, = O, . . . 0„_o I ()„_., (x„ F , + X. y») 

OonÇi.' n 

+ 
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donde l'o y l'i son los volúnu'nei* de Qu y Qi riispeetivanuMite y pa­
ra abreviar «> lia puesto W = -^lu {Qo), M'„_2-,', = M„^-j¡-i, {Qi). 

La denioítración de esta fórmula (3.;")) ])U('de verse en 
Chern | 5 | . 

Consideremos el easo j)articular de ser Qo == Qa' un cuerpo 
apla-stado contenido en un />,, de A',, y Qi un cuerix) eonvexo eual-
(juiera de E„. En este caso es 

(3.6) xiW^Q^) -xiQo")=x(Q^) = 1 

y teniendo en enmita (2.H), (2.7) , (2.8) resulta 

(3.7) idQ, = O, . . . 0„_o, Í0,.^i Fi + _k=2^0,._„_i<r, {Qo") MK, i 

1 " 2 ' / n \ ( h+^-n ) Ok ,.,, y. I 1 
n ;,_„_„ Vi + I' ' ("J^) Ok^-m-" \ 

donde la inte<¡;ral está extendida a todas las posiciones de Q\ en que 
corta a Qo". 

Esta fórmula permite calcular las integrales de curvatura me­
dia Mu {Qo'~' Qi) extendidas a todas las posiciones de Qi. Para ello 
considerenuis la integral 

(1.8Í UIQ, dL„ 

extendida a toda.s las posiciones de Qi y de L,, para las cuales ea 

Qo -^ Q, ^ U, ^ O. 
Fijando i)riniero Qi, .sejiún (2.10) e.s 

En cambio, fijando L,,, según (3.7) es 

(3.10) í = O, . .. O,,--, I j 0,_i Fi + ^-^^')-
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De aquí, aplicando (2.10), 2.12) y (2.9) , 

(3.11) 7 = 0 , . . o,.._,! o „ _ , V, Jl±±i^^-":-' M\^_ 
\ 2 (»—g) O j . . . Ori-i 

-j - -
('¿) ^ ( ) „ , . . . 0 „ 

1 ' í ^ ' ( ? i+ j / 'ç-f''—"-' ^ « - i ; • • • i^ii-iiO'jH-h-r, Oh 

'^ n k-n-<, ( V ) 2 0 , . . . 0 , _ , 0 „ _ » 0«^,_„ 

- V \ i _ 2 _ h -1/(1-; (/-ii j . 

Igualando t-on (3.9) y simplificando, resulta 

(3.12) 

í Jlí,_i «?o ^ (?i) d<;)i = O, . . . 0„_o p „ - i (F , .V%_j + Vo 3/ ' , - , ) 

O , , - , - ! U ; , 4 , j - . , ; ,~ , i_ç (/I, -(- 1 ) 0 „ _ A j 

Esta fórmula valo para 0 < 7 ^ n — 1. Pava q = n, olla debe 
(Jiistituirse j)or la fiuidanicntal (3.5) , teniendo en cuenta (3 .3) . 

4. Valida: <k (3.12) para cuerpos no convexos y espacios de 
curvatura constante. Sean ahora ^o. Çi dos cuerpos no ne:-esaria-
mente convexas de E„, pero cuyos contornos sean siempre de cla-
ne C .̂ Sea u: un punto de la intersección £ Qo '~" c Qi y llamemo.s 
dao = elemento de área de vQo (̂ n x, d<T\ = elemento de área 
<Je ¿Çi en .r, (/o-oi = elemento de área de cQo'~^ £Qi <'» -r- Sea, 
además, <f> el ánpulo que forman las normales a (" Qo y ('C î »'n r. 
Llamando dQi \x] a la densidad cinemática de Qi "alrededor de x", 
o sea, suponiendo x fijo, debe existir una relación de la forma 

( 4 . 1 ) d a,n A rf<?, = * (<A) f? ffo A d íT, A clQi I x] . 

La existencia de esta relación es evidente observanïlo que am­
bos miembros determinan la posición de ^̂ i nia.s la del punto x. 
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La forma explícita do la func-ión <J>(<̂ ) i\s un pofo c-omplieacLi, 
pero no hace falta obtenerla. Ella podría deducirse fácilmente de 
la fórmula e<|uiva]ente dada por Chern en | ó | , fórmula (24). 

Para calcular ahora la integral (3.12) observemos que 
M,,^i {QH^^ Qi) se compone de tre.s partes: a) La parte corres­
pondiente al contorno de Qo que es interior a Q\; b) La parte co­
rrespondiente al contorno de Qi e.s en interior a QD; C) La parte 
correspondiente a fQo'~^ c(h-

Las integrales üe la.s dos primeras partes s;̂  calculan ipnie-
diatamentc por el méto<]o usual en fíeometría integral de tomar 
un pu)itü fijo en el contorno de uno de los cuerpos e integrando 
(>1 otro a todas las jiasicioups en (pie eontiene a este prmto, el cual 
se hace luego variar a todo el contorno del primer cuerpo. Se 
obtienen así, independientemente de la convexidad de Ç,) 
y Q], las dos primeros términos de (3.12), o sea la expre-
ríón O, O, ... 0 „ _ , (F , .¥%_, H- V„;¥%_i). 

La contribución de la intersección iQ»~^v()\ a la cui'vatura 
media M,¡^x {Q,^'^ Q^) puede obtenerse tomando el cuerpo para 
lelo exterior a distancia t, calculando luego la integral de la 
(íZ—1)—ésima curvatura media correspondiente a la parte paralela 
'A dQn^ vQi y hallando el valor límite de la misma para £—>•(). 
Este valor límite será de la forma 2^(a;, 0|„ K";, ^ ' 0 (^"ot siendo F 
una función (cuya forma explícita no interesa) del punto x de la 
intersec(!ióu È Qo '~ ^ ^ i , de los ángulos ©;, (7i = 1,2,... ,14 n ( H - 1 ) ) 
(|U(í fijan la pasición de Qi alrededor de a:̂  y de los radios prinei-
I)ales de curvatura Ri" y 7?¡̂  de ¿Qo y »Qi respectivamente, en el 
punto X. Para el cálculo explícito de F bastaría aplicar los teore­
mas generalizados de Euler y de Meusnier a la intersección de 
variedades (n-l)-dimensiouales y las fórmulas de Olinde Rodri­
gues a la misma intersección. Multiplicando la integral última por 
ílQj, aplicajido (4.1) e integrando respecto de dQi [x] a todas 
las posiciones de Qi alrededor de x, resulta una función Fi {x, 
Tii", /?i') sólo de X, ñi", Ri\ La forma explícita de esta función 
no interesa; basta observar (pie habiendo llegado a ella exclusiva­
mente por consideracione.s "locales" alrededor del punto x, ella 
es independiente de si Q» y <?i son o no convexos. 

El resultado de integrar después el producto de esta función 
í'l por CÍCTO A dai, sabemos que en el caso de .ser Qo, <?i convexos 
nas da la suma que aparece en el segundo miembro de (3.12). 



Por tanto, siendo F, (x, /í;», E¡^) independiente de la (¡onvexidad 
y aún de la eonexióu de Qo, Qi t'l rebultado final (3.12) será 
siempre el mismo en todas los easoí!. 

Observemos ahora ((ue todos los razonamientos loeales que 
acabamos de hacer son válidas, con las mismas funciones F, Fi que 
en ellos aparecen, para cuerpos <?o. Qi de un espacio de curvatura 
constante K. En efecto, tanto la fórmula (4.1) , como las de Euler, 
Meusaier y Olinde Rodrijíues que ha sido necesario utilizar, valen 
lo mismo en todos los ca-sas. Se tiene así el resultado importante: 
¡as fórmulas (3.12) para 1 ^ ç < «-1, valen para cualquier par 
de cuerpos Qo, Qu "o necrsarianieiite coniHxox i) para cual<fuifr 
espacio de curvatura constante K. 

]'ara q =-n ya hemos dicho (|ue (3.12) debe sustituirse pol­
la fórnuüa fundamental (3.5) , en la cual se sustituya 
X iQo ^ <?i) por ( l /0„ ._ , ) J ¥ „ _ , (Ç„ -^ Qi), de acuerdo con (3 .3) . 
Queda así, como complemento de la.<í fórmulas (3.12) la siguiente 

(4.2) Lv„_, (Qo - Q,)'JQ, = O, . . . 0„_i M\_^ F , + /!/ '„_, F„ 

n /, ,1 W/ 4- 1 / I 

la cual, por las mismas razones expuestas, es válida para cuerpos 
cualesquiera (con í'Qo y dQi de clase C-) y para espacios de cur­
vatura Constantí' cualquiera. 

í). La fórmula, fundamental cinemática en espacios de cur­
vatura constante. Ya tenemos todos los elementos necesarios para 
escribir la fórmula fundamental cinemática para espacios de cur­
vatura constante K. Tínicamente necesitamos, todavía, reeoitiar la 
fórmula de Glauss Bonnet {íeneralizada por Allendoerfer - Weil-
Chern, que lig;a las integrales de curvatura media del contorno do 
un cuerpo Çi, del espacio de curvatura constante K (ver por o.jpm-
plo [10]) a saber: 

Para ?i par es 

(5.1) {IZl) e„..M.-.+ {lZl)c,.-.M„^,+ ... 
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y para n impar 

n— 1 \ , , , n — 1 
(5.2) ( ' ; _ i ) r „ _ , . ¥ „ _ , + ( | ; _ 3 ) c „ _ 3 i ¥ „ _ 3 - f . . . +CoMo = 

1 
2 

aiondo Cj constantes de valor 

0„x«?) 

(5.3) c,= ~^^' X*«->-'V^ 

y .siendo V el vohimen de Q. 
Apliquemos ( ó . l ) o (iy.2), .según la paridad de ii, a la in­

tersección Qo ' ^ Qi, multipliquemos luego ambos miembros por dQi 
V integremos a todas las posiciones de Qi en las cuales tiene punto 
«onn'm con QQ. En el segundo miembro aparece la integral 
^^^ X iQo'~' Qi), cuyo valor es precisamente lo que busca la fórmu­
la fundamental cinemática. En el primer miembro aparecen las 
integrales (3.12) y (4.2) ya conocidas, mas la integral del volu­
men V ( Q o ^ Q i ) de la intersección de Qo y Qi. Esta integral se 
calcula inmediatamente por el método usual de considerar la inte, 
gral de dx A dQi extendida a todos los plantas x contenidos en el 
interior de Qo'~" Qr y a todas las posiciones de Qi en las que corta 
a Ço. Si se fija primero Qi, resulta la integral buscada. 
En cambio, fijando primero el punto x, la integral de dQjy 
da Oi O2 . . . 0„_i Vi. Como luego x puede variar a todo el inte­
rior de Qo, resulta 

(5.4) ¡ViQo^Qi) dQ, = O, Oo . . . 0, ._: Vo V,. 

Con esto y (3.12) y (4.2) se tienen ya las integrales de to­
dos los sumandos de los primeros miembros de (5.1) y (5 .2) . Des­
pejando la integral del segundo miembro se tiene la fórmula ci­
nemática fundamental buscada. 

Introduciendo las abreviaturas (1.3) para poder juntar en 
una sola fórmula los casos de n par e impar, resulta la fórmula 
(1.2) que .se quería demostrar. 
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6. ApliC4icion(s. La mayoría de los resultados üe la preome-
tría integral en espacios de eiirvatura constante están contenidos, 
como casos particulares, en la fórmula general (1 .2) . Vamos a 
citar como ejemplo, dos aplicaciones: 

a) La fánmda df Stdncr fii espaciox de curvatura constante. 
Pongamos, para abreviar la escritura, 

(6.1) A' = /,-

Sea Q¡ una esfera de radio p. Será x(Çi) == 1 y adem;'w 

(6.2) P 

r ( ( ? , ) = 0 „ _ , / , - ' " • " j sen"-'/,> rf,;. 

(I 

En la expresión (1.1) de dQ^, tomando por punto x 
el centro de Çi, para toda posición de Ç, SÍÍ podrá in­
tegrar la expresión í/0„_i A .•- A dOj dando por resultado 
el producto 0„_i 0„_:. , . . . O,. Dividiendo ambos miembros de (1.2j 
por este factor, el resultado « r á el volumen del dominio cubierto 
por los puntos x cuya üistaucia a Qo es igual o menor que p, o sea, 
el volumen del ciurpo paralelo exterior a Q(, a distancia p. 

La expresión de este volumen en función de Fo, MÍ 
(i = O, 1 . . . , n — 1) constituye precisamente la generalización a 
espacios de curvatura constante de la fórmula de Steiner del caso 
euelidiano. La expresión general para la dimensión n toma ima 
forma complicada, que no vale la pena escribir, pero que resulta 
de (1.2) con las sustituciones (6 .2) . Vamos a limitarnos a es­
cribir los primeros casos n = 2, 3. 4. 

n = 2. En este caso, poniendo 

Fo -* Fo , F , _ ^ F , , Mcf -* Lo , 3/o' - ^ L, 

donde Fo , F , son las áreas y LQ , £i las longitudes de los contornos 
de las figuras bidimensionales QO,QÍ< la fórmula (1.2) se escribe 

(6.3) ÍxiQo'^Q^)dQ^^2^{f\^o + I'\x^-

_ - ^ Fo F, + J _ Lo tO 
2w 27r 
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Si Qi es una esfera de radio p e3 

<6.1) F, = 2 7r/>—- (1 —i-os/.>), /n = 2ir/,:-isenfcp 

con lo cual, sustituyendo en (6.3) y dividiendo ambos mienibroff 
por 2 TT, el primer miembro repre.seuta el área Fp del dominio pa­
ralelo exterior a Qo a distancia p, que rosidta valer 

<6.5) Fp = Fo eos /.• p -\- L^, k.-^ sen A- p + 2 TT k'- ( I — C(».s /,: p) xo, 

de acuerdo con el valor obtenido por Vidal Abascal |14 | . 

n = 3. La fórmula general (1.2) toma la forma 

^^•^^ ] X (<?o ^ <?i) d Ç, = 8 TT- ( F , x„ + Fo XI) + 

+ 2 , r (FoM, + F, il/o). 

Si Qi es una esfera de radio p, es 

Yi = 2ir k~"' {k p — .sen k p cas /.• p) 

F , = . ¥ o ' = 4 7rA-- sen^/,-,) 

(6.7) J/, = J / i ' = 4 T Í - » sen A; Peos A'P 

X. = 1 

Sustituyendo en ((i.6) y dividiendo ambo.s miembros por 8 JT̂ , 
resulta que el volumen del cuerpo paralelo exterior a Qo a distan­
cia p, vale 

(6.8) Vp = To 4- í'o /!• - ' sen A- p eos A- p + M, A: - -' sen^ A; p 

4- 2 TT A:~" (A- p — sen A- p eos A; p) xo 

<íe acuerdo con el resultado obtenido por Allendoerfer [11. 

w = 4. La fórmula general (1.2) toma la forma 

(6 .9 ; I x (<?o -^ Qi) dQi = 16n*( --—r. ^'* ^o ^'i + >"] xo + ^̂ o Xt ) 

+ 4 TT̂  (2 Fo Afoi + 3 Mi" Mi^ + 2 Fi M ô + — A:̂  Fo F i ) . 
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Si Qi es lina («t'era de radio p, es 

Vi =. ^ 77- k-* (— scii- k p eos A- ;o + 2 (1 — eos À; /))) 

Fi = 2w-k-3sen^kp 

(6.10) .V,' = 2 u- fc-- sen^ A- p eos A- p 

.¥2^ = 2 7r̂  A-~' son A; p cas- A- p 

XI = 1 . 

Bustitiiyoudo en (6.9) y dividiendo ambos miembros por 
Oi O2 O3 = 16 ir*, resulta que el volumen del cuerpo paralelo exte­
rior a distancia p de Qo vale 

Vr, = V,) y-^ sen- A- p eos k p + eos A- p j 

2 
Fo (sen A- p oas- k p -]——- seír' A- p) 1A 

3 

(6.11) -f .1/1" 4 r ^~"sen- A- p eos A- p 

+ MnH-^scnnp 

2 
_|_ -"--. ,r2 fc-4 (2 — 2 eos A- p — sen- A- p eos Ar p) xo-

o 

En todos los easos, si se quisiera el área de la superficie del 
cuerpo paralelo exterior a distancia p, bastaría derivar el volumen 
respecto de p. 

b) Una fármida integral referente a cuerpos convexos del es­
pacio elíptico. Consideremos el espacio elíptico de n dimensiones. 
Es iC = 1. Las geodésicas del mismo son líneas cerradas de longi­
tud n. Ellas pueden considerarse como un cuerpo Qi para el cual e» 

X, = O, Fi = O, Mo = .1/1 = . . . = 3/„_, = .¥„_, = O, 

(6.12) 

n — 1 

Basta, para verlo, considerar la superficie paralela exterior a 
distancia « y hacer' luego « —»• 0. 
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Sea Qo un cuerpo convexo del espacio elíptico. En la expre­
sión (1.1) de dQi sea x un punto de Qi. Al aplicar (1.2) , en el 
primer miembro es x (Ço '~ <?i) = 1- Además, si x es interior a Qo, 
al integrar dQi resulta O, O-, ... On-i Vo-

Hi X es exterior a Qo, al integrar dQi resvüta 

O, Oo. . . 0„_2 o,dx 

siendo w el ángulo súlido que forman todas las geodésicas que par-
U'n de a; y cortan a Qo- Se ha introducido un factor 2, puesto que 
cada punto x es vértice de dos ángulos <u opuestos por el vértice. 
Sustituyendo en el segundo miembro de (1.2) los valores (6.12) e 
igualando, resulta 

Oi ... 0„_n j O1O2 ... (>„_t y„ + 2 0i ... 0n_2 I O) dx 

= 0 , . . . 0„_2 —" - 0„_2x¥o^ 

?l— 1 

y como -Vo' = Fo = área de Qo, resulta la fórmula integral 

(6.13) Lorír = ---- , ;o„_oí '„—-: ;—n 
J ¿ (ii. — .1) ¿ 

donde la integración está extendida a todo el espacio elíptico ex­
terior a Qo-

Ejemplos. Para « = 2 se tiene 

I O) dx = n Lo — 77 Fo 

siendo LQ la longitud y Fo el área de Qo. 
Para n = 3, resulta 

I U) fij" = ,,- TT- í'o 2 TT Vo-

No parece fácil obtener estas fórmulas integrales de manera 
directa. 
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