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CONJUNTOS DE SEGMENTOS SOBRE
SUPERFICIES

por
L. A. SANTALO

SUMMARY. The sets of segments randomly distributed on the plane have been recently
investigated by COLEMAN [1], [Z], PARKER-COWAN [3] and SANTALO [8] among others.
In the present paper, we consider some questions analogous to that of PARKER-CO-
WAN for sets of ''geodesic segments' on surfaces, in particular, sets of segments
on the sphere and on the hyperbolic plane. We get the mean values of the total
length of the part of segments which are interior to a convex set K and the
mean value of the intersection points of pairs of segments that are interior to
K . For the hyperbolic plane, we consider also the case of segments distributed
on the plane according to a process of Poisson,

INTRODUCCION,

El estudio de conjuntos de segmentos en el plano y en el espa-
cio euclidiano ha dado lugar recientemente a algunos trabajos (CO
LEMAN [1], [2], PARKER-COWAN [3], SANTALO [8]). El objeto del pre
sente, es ver como algunos de los resultados obtenidos son vilidos
para conjuntos de ''segmentos de geodésica' sobre una superficie ,
bajo ciertas restricciones. Dado un conjunto convexo K sobre la
superficie, que definiremos mas adelante, y segmentos de geodési-
ca dados al azar, en el sentido de la Geometria Integral (probabi
lidad uniforme), se resuelven ciertos problemas de probabilidades
geométricas y se calculan ciertos valores medios. En particular :
dados al azar n segmentos Si que tienen punto comGn con K ,
se calcula el valdr medio de la suma de las longitudes de las par
tes de Si que son interiores a K (1.12) y el valormedio del
ntmero de puntos N de interseccitn de segmentos S, que son in
teriores a K (1.14).

Como superficies particulares se consideran luego los casos de
la esfera y de los planos euclidiano e hiperbSlico. Para estos Gl
timos se puede suponer que el nimero de segmentos es infinito, de
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manera que se extienden sobre todo el plano, formando un proceso de
Poisson. También en este caso se estudian los valores medios an-
teriores.

Es interesante observar ciertas diferencias que aparecen entre
el plano euclidiano y el plano hiperbdlico, que hacen pensar en la
necesidad de un estudio detallado de los procesos de Poisson de seg
mentos en este tltimo,

1. CONJUNTOS DE SEGMENTOS DE GEODESICA SOBRE UNA SUPERFICIE.

1.1. DENSIDAD PARA CONJUNTOS DE SEGMENTOS DE GEODESICA.

Supongamos una variedad de Riemann de dimensi6én 2: 1a llamaremos
simplemente una superficie. Se sabe que sobre ella se puede definir
una ''densidad'para medir conjuntos de geodésicas. Representaremos es
ta densidad por dG* si se trata de geodésicas orientadas y
por dG si se trata de geodésicas no orientadas. Evidentemente
dG* = 2dG . Para esto se puede ver [4] , [7]. Para el caso del pla
no, dG es la-clasica densidad de rectas de la teoria de probabi-
lidades geométricas.

Un segmento de geodésica, que representaremos por  S* si es
orientado y por S si no lo es, queda determinado por uno de sus
extremos P (el origen si es orientado) y el angulo ¢ que forma
con una direccién fija por P (ademis de la longitud s ). Tam-
bién queda determinado por la geodésica G* 6 G que la contiene
y la abscisa t del origen P sobre la misma. Se sabe entonces
que para medir conjuntos de segmentos orientados de geodésica de
1dngitud constante s (con ciertas condiciones de invariancia) se
puede tomar cualquiera de las dos expresiones equivalentes

1.1 dS;=dP'~d¢ = dG* - dt ,

donde dP indica el elemento de 4rea de la superficie en P , Si
los segmentos no son orientados, basta dividir por Z la expresién
anterior, o tomar dG en vez de dG* .

Si la longitud s del segmento es variable, con funcién densi-
dad F(s) tal que

(1.2) f F(s)ds = 1 , I sF(s)ds = E(s)

Q (o)
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donde E(s) indica la longitud media, la densidad para conjuntos
de segmentos orientados de geodésica se escribe dS* =F(s) dsg s ds
y para segmentos no orientados

(1.3) ds = F(s) dG dt . ds

Como las medidas y densidades se consideran siempre en valor ab-
soluto, el orden de las diferenciales en estas expresiones es inesen
cial.

1.2. SEGMENTOS OE GEODESICA QUE CORTAN A UN CONJUNTO CONVEXO.

Un conjunto K sobre una superficie se dice que es convexo, si
es acotado y estd limitado por una curva 3K tal que toda geodési-
ca cuya interseccién con K no sea vacia, sdlopuede teneruno (geo
désica de apoyo), dos (geodésica secante) puntos commnes con 3K ,
a no ser que tenga todo un segmento como parte de 3K

Las geodéscias de la superficie pueden ser cerradas y,por tanto,
tener longitud finita (por ejemplo, en el caso de la esfera). Para
que los resultados que siguen sean vdlidos también en este caso, de
bemos imponer la condicidn de que consideraremos solamente conjuntos
convexcs K ¢y segmentos S tales que ef didmetrno D de K, La
Longitud mixima s de S y fa Longitud minima L
plan La condicibn

G de G , cum

(1.4) D+spslg

Naturalmente que si todas las geodésicas (salvo, si se quiere,un
conjunto de medida nula) tienen longitud infinitay consideramos seg
mentos propiamente dichos (o sea, Sp < ), esta condicidn (1.4) se
cunple siempre.

Con esta condicifn, si o representa la longitud de la cuerda
que la geodésica G determina en K , valen las férmulas (ver [4]
6 (7]

(1.5) u(G;GNKA2) =L , JodG=1rF ,

donde u indica la medida, con la densidad dG , de manera que la
primera igualdad es el valor de la medida de las geodésicas que tie
nen punto comin con K , L es la longitudde 3K y F es el &-
rea de K . La segunda integral se puede considerar extendida a to
das las geodésicas de la superficie, puesto que para las que no cor
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tana K es o0=20

Para medir el conjunto de segmentos S que tienen punto com(n
con K , aplicando (1.3), (1.2) y (1.5) se tiene

(1.6) u(S;SNK#,Q@) = fF(s)(s + 0)ds - dG = E(s)L + nF

Si K se reduce a un segmento de geodésica de longitud o ,
considerindolo como un conjunto convexo aplastado, es F=0,L=2a
y por tanto, la medida del conjunto de segmentos S que cortan a
un segmento fijo Sol de longitud o , es

.7 u(S;SﬂSa#Q) = 2 aE(s)

Sea nuevamente K un conjunto convexo cualquiera de la superfi
ciey sea S la interseccién S N K (siendo a 1la longitud de
Sa ). Consideremos el conjunto de pares (G,S) (geodésica, segmen
to) tales que G cortea S, La integral

a
(1.8) I = JdG ds

extendida a este conjunto de pares, fijando primero S e integran
do dG , aplicando la primera férmula (1.5), vale I =2 JadS
En cambio, fijando primero G , si o es la longitud de la cuer-
da GNK , segin (1.7), tenemos I = ZIoE(s)dG = 2 nFE(s)

Por tanto,resulta

(1.9) Iads = nFE(s)

Aqui también la integral del primer miembro se puede considerar
extendida a todos los segmentos de 1a superficie, puesto que si S
nocortaa K es a=290

Consideremos ahora dos segmentos S, ,S, que cortan a K ysea

2
n,, la funcién que vale 1 si S, ,S, se cortan en el interior

de K y vale 0 en caso contrario. Queremos calcular la integral
(1.10) J = Jn,,ds, ~ dS§,
extendida a todos los segmentos S, ,S, de la superficie.

Fijando primero S, y llamando a, a la longitud de la parte

del mismo interior a X , segim (1.7) es

J=2 I“‘ E(s,)dS,
y aplicando (1.9)
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(1.11) J = J'_n12 dSl - dS2 = 21F E(sl)E(sz) ,

donde E(Si) indica la longitud media de los segmentos S.1

De estos resultados se deduce:

a) Dados al azar n segmentos de geodésica S, ,S,,...,S que

n
cortan a un conjunto convexo K , el valor medio de la suma de

las longitudes Ay sQy ,eee 0 de sus intersecciones con K ,
vale
n E(s.)
(1.12) E(} o) = nF)  ——->F—
e D D TR

En particular, si todos los segmentos tienen la misma longitud
media E(s) , resulta

(1.13) E(Z“i) - MEnE(s)
. nF + LE(s)

b) Dados al azar, n segmentos de geodésica S, ,S,,...,S_  que

n
cortan a un conjunto convexo K , el valor medio del n(mero N
de puntos de interseccidn de los segmentos S; » que son inte-

riores a K , (por ejemplo en la fig.1 es N = 6), es

E(s.) E(s.)
E(N) = 27F 0y e Sl .
i<j (nF-#LE(si))(nF*'LE(Sj))

Si todos los segmentos tienen la misma lon
gitud media E(s) , resulta

n(n-1)nF(E(s)]?
E(N) = .
(1.14) (N) nF + LEGS))?

2. CONJUNTOS DE SEGMENTOS SCBRE LA ESFERA.

2.1. CASO DE LA ESFERA UNIDAD.

Lo anterior vale para segmentos de geod€sica sobre cualquier su
perficie, siempre que se cumplan las condiciones dichas para K vy
s . Consideremos, en particular, el caso de la esfera de radio uni
dad.

En este caso, podemos considerar el conjunto de todos los segmen
tos, no sélo los que cortan a K . Su medida es (segmentos no orien
tados),
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(2.1 u(s) = jF(s)dSA dP » dy = un?

De aqui y de (1.6) se deduce la solucibn de los siguientes pro-
blemas de probabilidades geométricas:
a) Si K es un conjunto convexo fijo sobre la esfera unidad y S
un segmento dado al azar sobre la misma (siempre con ladensidad
(1.3)), 1la probabilidad de que tenga punto comim con K vale

(2.2) p(SNK#@) =E* LE(S)

4n?
Se supone que se cumple la condicidn (1.4) que en este caso se
escribe D+ s < 2m
De (1.9) y (1.11) se deduce también
b) Si K es un conjunto convexo fijo sobre la esfera unidad y se
dan n segmentos de circulo miximo al azar sobre la misma, el
valor medio de la suma de las longitudes de las partes de los mis

mos que resultan interiores a K vale
.|
(2.3) E(Eui> = 21: E(s;)

Si todos los segmentos tienen la misma longitud media E(s) es

- hE(s) F
(2.4) E(Eai> =
c) En las mismas condiciones anteriores, el valor medio del nimero
de puntos de interseccidn de los n segmentos S.1 que son in-
teriores a K , vale
F
(2.5) EN) = 25 220 EsEGs))
8n 1<J 1 J
En particular, si todos los segmentos tienen la misma longitud
media E(s), es

' E(N) = R(R-DF(E(s))?
(2.6) ) vor®

Es ficil ver que esta f6rmula vale sin la restriccién (1.4). En
particular vale cuando K se extiende a toda la esfera (F=im),
resultando entonces que el valor medio del n(mero de puntos de
interseccién de n segmentos dados al azar, independientemente
y segln la densidad (1.3), sobre la esfera unidad, es
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3. EL CASO DEL PLANO EUCLIDIANO Y DEL PLANO HIPERBOLICO,

3.1. EL CASO DE SUPERFICIES ILIMITADAS: PROCESOS DE POISSON.

Supongamos el caso de una superficie ilimitada, en 1la cual el
conjunto convexo K pueda extenderse, sin perder su condicién de
convexidad, hasta cubrir cualquier punto de la superficie. En este
caso las geodésicas tienen longitud infinita y por tanto se cumple
siempre (1.4). Para fijar las ideas, nos limitaremos al casodel pla
no euclideano y del plano hiperbdlico.

Sea el conjunto convexo K y consideremos otro conjunto conve-
X0 K0 que contiene a K . Dado un segmento S al azar tal que
corte a Ko , la probabilidad (cociente de medidas) de que corte
también a K , segln (1.6) vale

F
(3.1) PS NK# @) = Ll
. (o] o]

donde F, Fo son las areas de K, K, ¥ L, L, las longitudes de
los contornos 9K, 3Ko respectivamente,

Dados n segmentos Si de la misma fongitud media E(s) , que
se sabe cortan a Ko , la probabilidad de que exactamente m de
ellos corten a K (ley binomial), es

(3.2) p = (n) (nF + E(s)L >m (] _ TF + E(s)L )n-m
: m m

nFo + E(s)L0 nFo + E(s)Lo

Supongamos que K, se extiende de manera que llega acubrir cual
quier punto del plano (euclidiano o hiperbélico) , de manera que
F,—> o, Lo —> o ., Aqui aparece una diferencia fundamental en-
tre los planos. Si K cumple ciertas condiciones (h-convexidad) ,
por ejemplo, si es un circulo, cuyo radio tiende a infinito, parael
plano euclidiano es Lo/Fo -—— 0 , mientras que para el plano hi-
perv6lico es L /F —> 1 (ver [10]). Para incluir en una sola for
mula los dos casos, introducimos la constante € tal que € =0
para el caso euclidiano y € = -1 para el caso del plano hiperb6-
lico. Tendremos entonces que
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L
(3.3) P —-c
(o]

Supongamos ahora que, al mismo tiempo que F0 —> o de la mane
ra dicha (K0 tiende a cubrir todo el plano), también el n(mero de
segmentos que cortan a Ko tiende a ir_xfinito, de manera tal que se
cumpla
(3.4) %‘-—> A A = constante ,

)
o sea, A, viene a ser el nlmero de segmentos por unidad de éarea
del plano.

Con esta condicibén, por el paso al limite cldsico que hace pasar
de la ley binomial a la de Poisson, de (3.2) se deduce, para n-+oo,

m
(3.5) Py — ﬂm{)_ exp (-AH) , H = 7F + E(s)L
' n - eE(s)

Un conjunto de segmentos distribuidos en todo el plano (euclidea
no o hiperb6lico) en las condiciones anteriores, se dice que cons-
tuye un proceso de Poisson de intensidad X . Si E(s) =0 es
H=F y se tiene un proceso de Poisson de puntos de intensidad X
El valor medio del nimero de segmentos que tienen punto comin conun
conjunto convexo de prueba K colocado al azar en el plano,es M,
o sea, depende de X (nfmero de segmentos por unidad de area), de
E(s) (valor medio de las longitudes de los segmentos del proceso),
que son caracteristicas del proceso, y ademas del 4rea F ydel pe
rimetro L de K .

« Siguiendo a PARKER y COWAN [3], podemos observar que si Dr es
la distancia del origen al r-ésimo segmento mis proximo, la proba-
bilidad de que Dr sea superior a X es igual a la probabilidad
de que un circulo de radio x colocado al azar en el plano,no ten
ga punto comfin con mis de r-1 segmentos, o sea

p0, >0 = 5 G
m=0
con H dado por (3.5) donde

para el caso euclideano, y

F= wn(coshx-1) , L =2r senh x
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en el caso hiperbdlico.

Para r =1 se tiene la probabilidad de que la distancia de un
punto dado al azar al segmento mis préximo sea mayor que X Yy por
tanto, la funcidn densidad para D1 serd la derivada, cambiada de
signo, o sea, vale

2X(mx + E(s)) exp (-2 (mx? + 2xE(s))

para el caso euclideano (PARKER y COWAN [3]), y
2am(m + E(s)) ' (w senh x + E(s) cosh x) exp (-AH))

donde hay que poner

H = —m (n(cosh x- 1) +E(s) senh x)
n + E(s)

para el plano hiperbdlico.

3.2. VALORES MEDIOS.
Queremos ver ahora que ocurre con los valores medios estudia-

dos en 1.2 al pasar a un proceso de Poisson.

Para ello observamos que si el conjunto convexo K es inte—
rior al conjunto convexo K0 y consideramos que los segmentos Si
considerados en 1.2 son segmentos que tienen punto comin con Ko
(no necesariamente con K ) 1las f6rmulas (1.13) y (1.14) valen igua
mente con solo sustituir los denominadores (medidas del conjuntode
casos posibles) por nFo + E(S)L0 . Tenemos por tanto, par el ca-
so finito de K y K0 que lo contiene

_ __nnFE(s) n{n-1)7F(E(s))?
3.6 E L) = , E(N) =
(3.6) (Eal) nF + E(s)L, (nF, + E(s)Lo)z

Si suponemos que Ko se expande a todo el plano, al mismo tiem
po que n crece segin la expresién (3.4), resulta

(3.7 E(E“-)—’ AmE(s)F CEN) — A (E(s))%F
1 m - ¢E(s) (n-€E(s))?

que seran los valores medios de Zai (suma de las longitudes de
las partes de segmentos del proceso que son interiores a K ) 'y
N (nfmero de puntos de interseccidn entre segmentos del proceso,
que son interiores a K ).

Para el caso del plano euclidiano, estos valores son los mis-
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mos que han sido obtenidos, con un enfoque tal vez mis general,por
PARKER y COWAN en [3].

M

(2]

(3

{7
(8]

)

f19)
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