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SOBRE FIGURAS PLANAS HIPERCONVEXAS(')

por
L. A. SANTALS

Dedicado a mi querido maestro Pror. José G. ALvARez Ubk,
en ocasién de su 70 aniversario

O. INTRODUCCION. A. E. MAYER introdujo en 1935 [6] (*) la
nocion de conjuntos de puntos hiperconvexos (iiberkonvex) del
plano. Su definicién es la siguiente:

Sea dada en el plano una curva convexa y cerrada E con centto
de simetria, que no contenga puntos angulosos ni segmentos recti-
lineos. Toda curva del plano deducida de E por una traslacién
paralela se llama una curva unitaria y todo arco de curva unitaria
que contenga, a lo sumo, un par de puntos opuestos, se dice un
arco unitario. Con estas definiciones, un conjunto H se dice que
es hiperconvexo respecto E, cuando dos cualesquiera de sus puntos
pueden unirse por un arco unitario y cualquier arco unitario que
une dos puntos de H esta totalfnente contenido en H.

El nombre de conjuntos “hiperconvexos estd justificado,
pues se demuestra inmediatamente [6], que todo conjunto hiper-
CONvexo es convexo.

Naturalmente que la condicion de hiperconvexidad depende
esencialmente de la curva convexa E de referencia. Se demuestra
que cualquier conjunto convexo es hiperconvexo respecto curvas
uiitarias convenientes (1, pag. 15].

El objeto de este trabajo es estudiar ciertas propiedades de
los conjuntos hiperconvexos cerrados de puntos del plano, a los
cuales llamaremos de manera general “‘figuras hipetconvexas'. En
1 damos una definiciér. de la hiperconvexidad distinta de la de
MAYER y que a veces es mas til que esta Gltima para ciertas apli-
caciones, por ejemplo para obteaer la desigualdad (2.8) que rela-
ciona el érea de toda figura hiperconvexa con el 4rea limitada por
la curva unitaria y el 4rea mixta de Minkowski entre ambas. En 11
nos referimos en particular a las figuras hiperconvexas respecto
las circunferencias de radio r como curvas unitarias, a las cuales
llamaremos, abreviadamente, figuras r-hiperconvexas. De estas
figuras damos en el n. 4 las férmulas integrales (4.6) y en el n. §
alguinos problemas de méximos y mfnimos referentes a las mismas.

(1) Manuscrito recebido pela F. G. V. em 12 de Junho de 1946.
{2) Los paréntesis cuadrados [} se refieren a la bibliografia al final.

1 (Sum. Bras. Mat. — Vol.. I, Fasc. 11, pig. 321)



L. A. SANTALO

1. UNA DEFINICION Y .UNA DESIGUALDAD PARA FIGURAS HIPERCON-
VEXAS

!. Una definicién de figuras hyperconvexas. La definicién
de MAYER recordada anteriormente de conjuntos hiperconvexos, es
la generalizacién natural de la definicibn de conjuntos convexos
que dice: un conjunto de puntos del plano se dice que es convexo,
cuando contiene el segmento de recta que une dos cualesquiera
de sus puntos.

Si en lugar de considerar conjuntos de puntos en toda su gene-
ralidad, se consideran unicamente regiones limitadas del plano,
se demuestra que un conjunto convexo puede definigse también
como una regi6n limitada del plano tal que toda recta encuentra
al contorno de la misma a lo sumo en dos puntos o bien en un se-
gmento [I,pag. 5].

En esta definicién y en todo lo que sigue, se entiende por “te-
gién"" un dominio simplemente conexo, més los puatos de su fron-
tera; los puntos de la frontera de la regién diremos que forman
su “‘contorno’’. A una tegién limitada del plano que forme un con-
junto de puntos hiperconvexo (segin MAYER), la llamaremos una
“figura hiperconvexa”. La filtima definicibn de convexidad puede
entonces generalizarse a la definicion de figuras hiperconvexas
medignte el siguinte

TEOREMA. Para que una regién H del plano sea una figura hiper-
convexa respecto un sistema de curvas unitarias E, es necesario y
suficiente que se cumplan las dos condiciones: (a) Ninguna curva
unitaria E puede estar contenida en H: (b) El contorno de H no puede
ser cortado en mas de dos puntos por una curva unitaria. E, excepto
en el caso en que contenga un arco de E.

Dividiremos la demostracién en dos partes:

1. Las condiciones son necesarias. Supongamos que la figura H
sea hiperconvexa. Vamos a demostrar que se cumplen las condi-
ciones (a) y (b).

a) Si E »# H y pudiera ser E ¢ H, quedarian puntos de H
cuya, distancia entre si seria superior al didmetro de E y por tanto
no podrian unirse por un arco unitério, como exige la hipencon-
vexidad.

b) Supongamos que E tuviera n puntos A, As, As, ..., Aa
(n > 2) comunes ¢on el contorno de H. No pudiendo ser E C H,
alguno de los arcos en que los puntos Ai dividen a E es exterior a H;
sea el arco A,A;. Siendo H hiperconvexa, este arco A.A: debe
ser mayor que 3 E, representando por 4E a un arco de E que

2 (Sum. Brasn. Mat. =— Vol. I, Fasc. 11, pig. 332)



SOBRE FIGURAS PLANAS HIPERCONVEXAS

contenga dos puntos opuestos de E. Vamos a demostrar entonces
que todos los a1cos A1As, AsAs,. .. Ap—1A, de E formam parte del
contorno de H. En efecto, supongamos que A;A; + 1 fuera in-
terior a H; tomemos un punto P C A;A; +1; por ser P intelior a
H, se puede trazar un circulo C, de centro P y radio suficientemente
pequefio para que todos sus puntos sean interiores a H. Tomemos
analogamente un punto Q del arco A,A,, exterior a H, y tracemos
um cfrculo C, de centro Q y radio suficientemente pequefio para
que todos sus puntos sean exteriores a H. Como se supone n > 3,
o bienserd i # I, o bien i + I # 3; suporgamos i » 1. Tomemos
un punto X interior a H y pr6ximo a A; y un punto Y exterior a
- H y préximo a A, Tomando X suficientemente préximo a Ay Y
suficientemente préximo a A; existe una curva unitaria E que
pasa por X e Y ycortaa C, y Co. Sea M un punto de esta curva
unitaria E contenido en C, y N otro punto de E contenido en C,.
Uno de los dos arcos MYX o MNX es igual o mayor que 4E y
por tanto, por suponer que H es hiperconvexo, deberia estar total-
mente contenido en H. Como esto no ocurre, por ser Y, N exte-
riores, llegemos a una contradiccién. Por tanto, o biea es n 5 2,
o bien todos los arcos consecutivos AiAs,AsAs,..., Ax—1Aa per-
tenecen al contorno de H, de acuerdo con la condicién (b).

2. Las condiciones son suficientes. Supongamos que se cum-
plan las condiciones (a) y (b). Queremos demostrar que H es hlper-
convexa. Procederemos por reduccién al absurdo.

Si H no es hiperconvexa, o bien existen dos puntos de H cuya
distancia es mayor que el didmetro de E, o bien existe un arco de
E,-igual o menor que 4 E, cuyos extremos pertencen a H y no estd
contenido en H. En el primer caso, por ser H una regién y por tanto
conexo, habria dos puntos interiores a H cuya distancia seria igual
al didmetro de E; los arcos de E que unen estos dos puntos, € no
son ambos interiotes a H (caso segundo), o bien, los dos son inte-
riores a H; pero estp Gltimo no es posible, pues entonces E seria
interior a H, contra la condicién (a). o

Queda el caso en que exista un arco de E, igual o menor que ¢ E,
cuyos extremos pertenecerr a H y no esté contenido en H. .

De este arco se puede tomar una parte AB tal que los extremos
A, B pertenezcan al contorno de H y todos los demés puntos sean
exteriores. Los puntos A, B dividen a E en dos arcos, unoa S $E
y otro 8 > 3E, siendo todos los puntos de a ‘(menos los extremos.
A, B) puntos exteriores a H. Por la condicién (b) los puntos de g8
son también o todos exteriores o todos interiores a” H. Dnsting'ul-
remos estos dos casos:

1. Los puntos del arco 8, excepto los extremos A B son- todos.
exteriores a H. Tomemos un punto P de ay un punto Q:de 8;

3 (Sum. Hran. Mat. — Vol. 1, Faxc. 11, pog. 222)
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exteriotes a H. Con centros P y Q se pueden trazar dos ciculos C,
y Cq de radios suficientemente pequefios para que todos sus puntos
sean exteriores a H. Tomemos un punto X préximo a A e interior
a H y otro Y, proéximo a B y también interior a H. Tomando X, Y
suficientemente préximos a A, B respectivamente, existird una
curva unitaria E que pasard por X, Y y cortard a C, y Cq. Sea
M un punto de esta E contenido en C, y N un punto de E conte-
nido en C,. En cada uno de los arcos XM, MY, YN, NX de E
debera esta curva tener por lo menos un punto comin con la fron-
tera deH, contra la condicién (b). ‘

2. Los puntos del arco 8, excepto los extremos A, B, perte-
necen a H. En este caso consideremos el segmento de recta AB y
la recta A’B’ paralela 8 AB tal que toque al arco AB del contorno
de H, dejando el mismo de un mismo lado que el segmento de recta

FIG. |

AB (fig. 1). Sea P el punto de apoyo de A’B’ con 2l contorno de H
o uno de ellos si hay varios. Como el segmento AB es exterior a H,
toda la figura limitada por este segmento AB mas el arco APB
del contorno de H, quedard a un mismo lado de la recta A’B’ y
como esta figura es externa a H, en un entorno de P, en el lado
opuesto, todos los puntos serén interiores a H. Trasladando E
hasta ser tangente en P a A’B’ del lado opuesto de AB, o bien
resultara toda E interior a H (lo cual no es posible por (a) o bien
cortaré al contorno de H en otros dos puntos, lo cual contradice (b).

Queda con esto demostrado el teorema enunciado.

‘Utilizando la propiedad ya enunciada en la introduccién, de
que toda figura hiperconvexa es también convexa, resulta que por
cada punto del contorno de una figura hiperconvexa H, tal como

4 (Sum. Bras. Mat. — Vel. I, Fase. 11, pAg. 224)
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ocurre para las figuras convexas [3, p4g. 6], pasar& por lo menos
una recta de apoyo, o sea, una recta que tiene punto com(m con
H dejando toda la figura de un mismo lado.

En consecuencia, dado un punto cualquiera P del contorno
de H, colocando E de manera que tenga en P una recta de apoyo
comGn con el contorno de H y no pudiendo ser E totalmente in-
terior a H ni cortar a su contorno en mas de dos puntos, debera
quedar E en posicién tal que contenga a H en su intetior. Se tiene’
por tanto otro teorema fundamental de MAYER: Por cada punto
del contorno de una figura hiperconvexa H respecto las curvas uni-
arias E, pasa una E que contiene a H.

2. Una desigualdad para figuras hiperconvexas. Sea H una
figura hiperconvexa respecto las cutvas unitarias E (recordemos
que las curvas E tienen centro de simetria). La propiedad demos-
trada anteriormente de que el contorno de H no puede tener con
cada curva E mas de dos puatos comunes, va a servimos para
obtener algunas relaciones referentes a figuras hiperconvexas.

Recordemos que toda figura convexa plana puede definirse
por su “funcién de apoyo” p = p(¢), siendo p(y) la distancia
desde un punto fijo interior a la figura a la recta de apoyo perpen-
dicular a la direccion. . El &rea de la figura convexa, expresada
por medio de la funcién de apoyo p = p (¢), se escribe

2%
%f(p*——p’*) de e

siendo p' = dplde (2, pag. 29], [3, phg. 66).

La figura hiperconvexa H podr4, por tanto, defmxrse también
por su funcién de apoyo p = p (¢) y analogamente la curva uni-
taria E por otra funcién de apoyo py = p1 (¢). Sea O el centro de
simetria de E. ‘

Queremos hallar el &rea cubierta por los puntos O para todas
las posiciones de E en que el &rea que ella limita tiene algtn punto
comGn con la figura H. Para ello, observemos que, para cada di-
recciébn ¢, la maxima distancia de O a la recta de apoyo de H normal

3 (Sum. Bras. Mat. — Vol. I,\Fase. 11, phg. 223)
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a la direccién ¢ es p, (¢ + x) (fig. 2). Por tanto el 4rea cubierta
por los puntos O seré el drea de la figura convexa cuya funcién de
apoyo es p(e) + p1 (¢ + x). Esta lrea, segin (2.1) vale.

. FIG. 2
2

3 [ [0+ pe40f — (s + 1 0+ )] a0

=F||+F:+2F»u (22)
siendo Fy el &rea de H, F, el rea de E y habiendo puesto

F14

Fue = f [ p@pr e+ —p@ PG +D]de @3

Este integral es la llamada drea mixta de Minkowski entre H
y la figura simétrica de E respecto un punto; como E tiene centro
de simettia, equivale al drea mixta de H y E (2, pag. 34].

El érea anterior (2.2) cubierta por los ountos 0 en todas las
posiciones en que la figura limitada por E tiene puntos comunes
con H, se compone de dos partes: el area M, correspondiente '
a las posiciones de E en que no tiene ninglin punto comin con el
contorno de H (posnclones en las que H C E) y el drea M, corres-
pondiente a las posnclones de E en que corta al contormo de H en
2 puntos. Las posiciones en que E tiene un solo punto comin con

6 (Sum. Bras. Mat. — Vol 1, Faxc. 11, pAx. 2206) -
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el contorno de H, posiciones de contacto, son excepcionales, es
decir, los puntos O forman un conjunto de érea cero. La férmula
(2.2) se puede por tanto escribir

M0+M2=FH+FI+2FH!' (24)

Por otra parte, es sabido que de manera general, si el contorno
de una figura H puede tener 2, 4, 6,... puntos comunes con una
curva convexa E con centro de simetria, y se representa por M; el
area cubierta por el centro de E en las posiciones de esta curvaen
que tiene i puntos comunes con el contorno de H, vale (2, pag. 35],

M+ 2Mi+3Msg+ ... =4 Fy,. (2.5)
En nuestrocaso es My = Mg = ... = 0 y por tanto se tiene
M; = 4 F,,. (2.6)

De (2.4) y (2.6) de deduce
M0=F||+F:"“2Fu:
Mz =4 an

2.7)

Ya dijimos que pdr cualquier punto del contorno de H se puede
hacer pasar una E tal que contenga a H en su interior; como se
supone que E no contiene segmentos rectilineos, al recorrer E estas
posiciones de “contacto”, su centro de simetria O describird una
curva cerrada, la cual limitard una curva de &rea My 2 0; unica-
mente ser& Mo = O cuando E coincida con H. Por tanto se
tiene:

TEOREMA. Si H es una figura hiperconvexa respecto las curvas
unitarias E, llamando F,. al drea mixta de Minkowski entre Hy E,
y siendo F,, y F, las dreas respectivas de H y E, vale la desigualdad

Fue § 75 (Fu + F) 2.9

donde el signo de igualdad vale unicamente para el caso de ser H y
E figuras congruentes.

Supongamos, en paiticular, que E sea un circulo de redio r.
Ento.ces es sabido que siendo L, da longitud del contorno de H, es

Fnl= l

—z—I‘L".

7 (Sum. Brax. Mat. — Vol. I, Faxe. 11, pAg. 237)
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Por tanto la desigualdad (2.8) equivale a
Fo—rLy+ xrt 20, 2.9

que se puede escribit

Fo— rLy + #r® = —4';- [(Qrr — L)t — (L2 —4r F)] 20

de donde
W—dr F, < Qxr — L) (2.10)

El primer miembro de esta desigualdad se llama el “déficit
isoperimétrico’” de la figura H. Se tiene por tanto

TEOREMA. El déficit isoperimétrico de una figura hiperconvexa

H respecto las circunferencias de radio r, estd acotado superiormente
por la desigualdad (2.10).

11. FIGURAS HIPERCONVEXAS RESPECTO LAS CIRCUNFERENCIAS
DE RADIO r

3. Definiciones. Para abreviar, llamaremos figuras r-hiper-
convexas a las figuras hiperconvexas respecto las circunferencias de
radio r.

En particular, para r = «, las figuras r-hiperconvexas seran
simplesmente las figuras convexas ordinarias, puesto que las curvas
unitarias se reducen a las rectas del plano..

Segln el teotema del n. 1, las figuras r-hipercoavexas serén
todas aquellas que: (a) no pueden coatener a ninguna circunferencia
de radio r en su iaterior (b) su coatorno no puede ser cortado en mas
de dos purtos por una circuaferencia de ragio r.

Es conocido que para el contorno de una figura convexa no
pueda tener mas de dos puntos comunes (excepto el caso ce tener
toGo un arco comin) con una ciicur.ferencia ae radio r, es condicién
necesaria y suficiente que el 1adio de curvatura del contorno de la
figura sea siempie mayor o siempr: menor que r [5]. En el caso de ser
H una figura r-hiperconvexa, como pue je estar coatenida en el interior
del circulo de radio r, no puéde ser que el radio de curvatura de su
contorno sea en todo punto mayor que r y por tanto se tiene: la
condicién necesaria y suficiente para que una figura H sea r-hiper-
convexa, es que el radio de curvatura de su contorno sea en todo punto
s

Consecuencia inmediata de esta propiedad es que: si H es
r-hiperconvexa y es ry 2 r, también H es ri-hiperconvexa.

N (Sum. Brax. Mat. — Vol, I, Fase. 11, pAg. 2I8)
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4. Unas férmulas integrales para las figuras r-hipercon-
vexas. Sea H una figura r-hiperconvexa. Supongamos dos puntos
P,, P, de H (fig. 3). Puesto que cualesquiera que sean estos puntos

FIG. 3

P, (x5, y1), P2 (x2, y;) siempre existe una circunferencia E de radio
r que passa por ellos, dichos puntos P;, P, pueden determinayse
dando el centrp O (¢, ¢) de E y los é&ngulos 8, 6, que fijan Py, P,
sobre la circunferencia; es decir, 8;, 8 son los &ngulos que forman
los radios OP1 y OP, con una direccién fija por O.

Indicando por dP; = dx; dy; (i = 1,2) a los elementos de
area del plano, correspondientes a los puntos P;, queremos expresar
el producto dP, dP, por medio de las coordenadas ¢, ¢, ©;, 6s.
Para ello se tienen las seguientes formulas de transformacion:

xi=¢t4+rcos®, y;=¢+rsen6; (i=12)
de las cuales se puede calcular facilmente el determinante funcional

d (X1, y1, X2, ¥a) |
a (E’ g-p el, eﬁ, ’

= r? sen (6, — 0,); dO, dB, dO

habiendo puesto dO = d¢ dt.
Se tiene pol consiguicnte
d Py.dP; = r?:sen (0 — 0;)1d8;1 dOs d 0. “4.1)

Integremos esta expresién a todos los pares de puntos P,, P,
contenidos en H. En el primer miembro resulta Fii. Para calcular

0 (Sum. Bras. Mat., — Vol [, Fasec. 11, pAg. 239)
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la integral del segundo miembro, basta observai que para cada
posicién de O, los angulos 0;, 8; pueder variar entre cero y el angulo
w que formam los dos radios de E que unem O con los puntos A, B

PO
en que E coita al contorno de H, o sea, w = AOB. Se ticne, ademis,

J? _/('n isen (0; — 6;) dB; dO: = 2 (w — sen w). 4.2)

[4)

Por consiguiente, se llega a la férmula integ)l

f (w —- sen w) do = ""!2_ F"'Z’ (43)

r

habiendo multiplicado el segundo miembro por 2, puesto que a cada
par P,, P; corresponden dos vosiciones simétricas de 0. La inte-
gracién en (4.3) estd extendida a todos los puntos O del plano,
siendo w = O para aquellos puntos que son centros de circunfe-
rencias E que no cortan al contorno de H.

Por outra parte, tiene lugar una férmula integral conocida,
valida para cualquier figura plana de area F,, segin la cual, supo-
niendo una citcunferencia moévil de centro variable O y radio cons-
tante r, si A es la longitud del arco de circunfereacia que en cada
posicién de O es interior a la figura dada, se tiene

J NdO = 2xr F, (4.4)

extendida la ic.tegracién a todo el plano, siendo A = 0 para los
puntos O que son centros de circunferengias de radio r que o cortan
a la figura dada [2, pag. 33].

Aplicando esta formula (4.4) a nuestro caso de una figura
hiperconvexa H respecto las circunferencias de radio r, serd
A = wr y por tanto queda

Sw dO = 2x I, (4.9)

-
.

De (4.3) y (4.5) se deduce el siguiente

TEOREMA. Dada una figura hiperconvexa H respecto las circun=~
ferencias E de radio r como currvas unitarias, llamando w al dngulo
central correspondiente al arco de E que es interior a H en cada posi-
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cién del centro O (&, ¢) de E (fig. 3), v siendo dO = dt d¢, se veri-
fican las férmulas integrales

Jw dO = 2x F,
F.2 4.6)
Ssen w dO = 2% F,, —
siendo Fy el drea de H y estando las integraciones extendidas a todos
los puntos O del plano.

Cuando r — =, las circunferencias E tienden a las rectas del
plano y las figuras r-hiperconvexas H son todas las figuras con-
vexas. Veamos como se transforman las férmulas (4.6) para este caso
limite.

El punto O (¢, ¢) puede deteiminarse por el punto A(x,y) cel
contorno de H, mas el &ngulo 6 que forma la tangente al contotno
de H en A con la normal al radio AO. Ademas, el punto A queda
determinado, sobre el contorno de H, por el arco s del mismo. Que-
remos expresar dO = dt d¢ en funcién de las coordenadas s, 6

(fig. 4.)

-
AN
\\‘
I
/
I//
o
_-//
FIG. 4
Tenemos
E=x()trsen(p+0), ¢=y() —rcos(e + 0) 47)

siendo ¢ el ér)gulo que forma la tangente al contorno de H en A
con la direccion del eje x. De (4.7) se deduce.

aED |, , .
G0 | T r x' sen (¢ + 0) — v'cos (¢ + 0)
y como x' = cos ¢, V' = sen ¢,
i
———g((fé)) = r sen 6
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y por consiguiente

d0 = r sen® dO ds. 4.8)

Recordemos ahpra que para medir conjuntos de rectas del
plano se toma la integral de una expresién diferencial de segundo
orden dG que en el caso de ser la recta G la indicada en la fig. 4,
que forma en A un angulc O con la tangente al contorno de H,
vale [2, pag. 10]. '

dG = senO-db ds. (4.9)

Por consiguiente, haciendo corresponder a cada circunferencia E
que corta al contorno de H, la recta G tangente a E en uno de los
puntos de interseccion, es

d0 = rd G. . 4.10)

Volvamos ahora a las férmulas (4.6). En lugar de w se puede
introducir la longitud ¢ = wy del arco de E que queda interior a H.
Queda entonces, segin (4.10),

SodG = 2 F,. 4.11)

Cuando r— », ¢ pasa a ser igual a la longitud de la cuerda que
la recta G determina en H. Esta fé6rmula (4.11) coincide entonces
con una férmula conocida de geometria integral [2, pag. 19] o pro-
babilidades goemétricas. Hay que observar que en la férmula (4.11)
aparece el factor 2 debido a que se consideran las rectas orientadas,
puesto que cada recta es posicion limite de dos circunferencias,
una de cada lado.

La férmula (4.3), para r— o, se puede escribir

v a al ot !
2 sen?) dG= - ...+>dc= X
/r(r enr> f(S’!r’ 4:r + r?

y para'r = o, resulta

S dG = 6F,} “4.12)

Esta es una férmula notable debida a Crofton [2, pag. 20},
[4, pag. 84], la cual es valida para cualquier_figura convexa, siendo
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o la longitud de la cuerda que la recta G determina en ella. Igual
que antes, en.(4.12) se consideran las rectas “‘orientadas”, es decir,
cada una aparece contada dos veces correspondientes a sus dos
sentidos: si se quiere prescindir de esta orientaci6n, hay que leldll‘
por 2 el segundo miembro.

5. Unos problemas de méximos y minimos referentes
a figuras r-hiperconvexas. Muchos problemas clésicos de mé-
ximos y minimos referentes a figuras convexas, se pueden estudiar
para el caso de considerar unicamente figuras hiperconvexas res-
pecto las circunferencias de raaio r. Em muchos casos el resultado
es el mismo, es aecir, la conoicion .estrictiva de la hiperconvexidaa
no influye en el resultayo; esto ocurrird siempre que la figura
convexa extremal sea hiperconvexa. Hay casos, sin embargo, en
que la figura convexa extremar no es hiperconvexa respecto las
cu:vas unita.ias coasigeradas y eitonces aparece natural de plan-
tearse el problema de buscar las figuras extremales, si las hay, entre
las ael conjunto de todas las figuras hiperconvexas.

Limiténaonos al caso de figuras r-hiperconvexas, vamos a ver
algunos ejemplos ae problemas de este tipo.

1. Entre todas las figuras r-hiperconvexas que tienen un mismo
circulo circunscrito, hallar las de minimo diémetro. Recordemos que se
llama ‘‘cfrculo circunsctito’ a una figura convexa al circulo de ridio
minimo que puede contete' a la figura [3, pag. 54). Par las fi-
guras convexas, el difmetro minimo de las figuras que tienen un
mismo circulo circunscrito es el correspondiente al tridngulo equi-
latero [3, pag. 78]. Veamos que ocurre para las figuias r-hiper-
convexas.

Sea H una figura general r-hipercorvexa cuyo citculo citcu scrito
C: sea ‘e radio R. Puesto que C, es el minimo circulo que contiene
a H, 1l coloc .r H en el interior de C,, el contorro de H deberé
te er o bien os puntos iametralmente opuestos comunes ~on la
circunferencia e C, o bien ":eberé tener con ella por lo menos tres
puntos comu:es forman-‘o un tridngulo que contiene al centro de
C,, puesto que ae no ocurrir nir.gu .0 de estos casos el radio R
se podiia “isminuit. E1 el piimer caso, el “idmetro de H es 2R y
vamos a ver que no es ningun valor extremal, puesto que hay figuras
r-hi];echonvexas con el mismo circulo circunscrito y didmetio
< 2R

En el segundo caso, si A, B, C son ties ie los puntos comunes
del coatorno de H con C,, t1les que el t.idnguio ABC contiene
el centro O de CR, por ser H r-hiperconvexa, H co.aten 14 los arcos
de circunfereacia de radio r que unen entiesi A, B, C, o sea, los
-arcos AB, BC, CA,. Queda asi formaao un triéngulo cuivilineo ABC,
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cuyos lados son arcos de circunferencia 'e radio r, el cual esté con-
tenido en H. Como este tridngulo tiene el mismo circulo circunscrito
Ca que H y, por estat contenido en H, tiene el aidmetro igual o
menor que el de H, se deduce que para el problema propuesto de
hallar el didmetro m‘nimo, basia limitarse a considerar tridngulos
curvilineos inscritos en C,.

Para abreviar llamaremos tridngulo r-curvilineo a todo trién-
gulo convexo formado por arcos de ci cunferencia we radio r. Evi-
dentemente toco tridngulo r-curvilineo es r-hipe.convexo. Un trian-
gulo r-cu.vilineo con sus tres lados iguales se dird equilateio. Para
termiar con el problema propuesto bastard demostrar ahora que:
entre todos Ids triéngulos r-curvilineos que tienen a C, como cir-
culo circunscrito, el equilatereo es el de minimo diametro.

Sea ABC un trifngulo r-curvilineo equilétero inscrito en C,.
Distinguiremos aos casos:

a) r>AB, representando por AB el segmento de 1ecta que

Ly
tie1e por extreos A y B y por AB la longitud del arco de radio
r que une los mismos puntos. En este caso el didmetio del tridngulo

r-curvilineo ABC es AB. Cualquier ot.o tridngulo r-curvilineo que
tenga a C, como circulo circunscrito,colocAndolo con: un vértice
coincidente con A, debe t ner un vértice en el arco BC ae C, o biea
uno en el arco AB y otro en el arco AC; en el primeér caso, si B’

es el vértice contenido en el arco BC, es AB < AB';en el segundo

caso es B'C’' > BC = AB. Por tanto, en los dos casos el /didmetro
es mayor que el didmetio ael tridngulo equilétero r-curvilineo ABC.

FiG. §

b) r < AB. En es*e caso. el diametro del tridngulo r-curvi-
lineo equilatero ABC es igual a la distancia de A al puato medio M
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del arco BC, o sea, si O es el centro del circulo de radio r que pasa

por B, C.el difmetro es AM = r + OA. Vamos a demostrar que
también en este caso este dimetro es el minimo entre los didmetros
de todos los demés triéngulos r-curvilineos que tienen el circulo
circunscrito Cr. Otro tridngulo r-curvilineo A’B’C’ que tenga C,
como circulo circunscrito, si no es equilatero, tendrd un lado

B'C’ < BC. Coloquemos este lado de manera que la recta B’ C’
sea paralela a BC (fig. 5). Sea O’ el centro del arco B’ C’ de radio r,
y Q el centro ce C,. Por se1 C, el menor circulo que contiene A’B'C’,
el vértice A’ debe estar contenido en el aico B”C” de C,, siendo
B, C" los puntos opuestos de B’, C’ respectivamente. Sea B; el
nuevo punto en que la recta B’0’ corta a C.. Si A’ esté contenido
enel arco B; Ade C,, el didmetrode A’ B'C'esA’M’' = A’ 0" +r,
siendo r'= O’ M’; como A’ 0’ > (' A, resulta que en este caso
el didmetro del tridngulo r-curvilineo A’ B’ C’ es superior al del
triéngulo ABC.

Si A’ esté contenido en el arco B,B"” de C,, siendo por ejemplo

el punto A’,, el didmetro de A’ B’ C’ es ahora A, B'; sea 0’y el punto
en que la recta A,'B’ corta a AM; es

0, A'1_> OWA , OB >0'M
de donde, sumando
"ALZB >AM

es decir, también en este caso, el didmetio del tridngulo r-curvi-

lineo A’ B’ C’ resulta superior al del trifngulo equilatero r-curvi-
lineo ABC.

Para un trifingulo r-curvilineo equilatero ABC inscrito en un
cfrculo de radio R, se calcula inmediatamente que el didmetro D
vale

para r>R V3 , D=+/3 R

para R<rs<R+3 ,D = _;_R+,-__'I/,.:__.,%_Rz’

Por tanto se puede enunciar el siguiente resultado:

Entre todas las figuras r-hiperconvexas cuyo circulo circunscrito
CR tiene un radio dado R, el didmetro minimo es el correspondiente

al triéngulo r-curvilineo equildtero inscrito en C,. Entre el diémetro D
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de toda figura r-hiperconvexa y el radio R de su circulo circunscrito
existen, por tanto, las desigualdades

D>R V3 para r 2 R V3 6.1
3 3 .
DZT R + r-—l/r’v—TR’paraR\/3 2r2R.

Los triéngulos r—curvilineos equilateros no son las Gnicas figuras
r-hiperconvexas que tienen el didmetro minimo; cualquier otra
figura r-hiperconvexa inscrita en C, y con el mismo didmetro, es
también una figura extremal.

Las figuras convexas ordinarias coinciden con las r-hipercon-
vexas para el c1so r = . Por tanto, para cualquier figura convexa,
entre el didmetro D y el radio R de su citculo circunscrito debe

existir la relacion D > 4/ 3 R, lo cual es conocido (3, pag. 78].

2. Hallar el valor mdximo del espesor de las figuras r-hiper-
convexas que tienen un circulo inscrito dado. Se llama “‘circulo ins-
crito” de una figura convexa, al cfrcvlo, o a uno cualquiera de ellos
si hay varios, de radio méximo que puede estar contenido en la
figura y “espesor’ de una figura convexa es la minima distancia
entre dos rectas paralelas que contienen 1 la figura.

Para las figuras convexas el problema de hallar el méximo
espesor A dado el radio p del circulo inscrito es conocido, y la
solucién corresponde al espesor del tridngulo equilatero. [3, pég.78).

Limitdndonos a figuras r-hiperconvexas, el problema admite
una solucién anéloga a la del caso anterior. L.a demostracién puede
también hacerse siguiendo los pasos anteriores, si bien transfor-

A A
AN
COl )
. <« B : ¢
. FlG. 6 FiIG. 7

méndolos por una especie de dualidad. Unicamente hay que observar
que para los tringulos r-curvilineos equilateros, quando r 2 AB

(fig. 6) el espesor es igual a la distancia AM de un vértice al lado
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opuesto, mientras que cuando r < AB el espesor es igual a la dis-
tancia entre la recta tangente a uno de los arcos concurrentes en
un vértice y la tangente al lado opuesto paralela a ella (fig. 7).
Con esta observacién, la demonstracién no ofrece dificultad y basta
seguir el camino de la anterior, por lo cual nos limitaremos a dar
- el resultado:

Entre las figuras r-hiperconvexas cuyo circulo inscrito C, tiene
un radio dado p , el espesor mdximo es el correspondiente al tridngulo
equildtero r-curvilineo circunscrito a C,. Entre el espessor A de toda
figura r-hiperconvexa y el radio p de su circulo inscrito, existen las
siguientes desigualdades
A 5—12—'[3p—-r + l/r’ + 6rp—3p’] para r 2 }‘—-’-2—\/‘2 [

y

AsSr+ —4!7[l/r’ + 6rp — 3p* — 3 (’—p):”/"+6’l"‘3p’

para .
r S }—%‘Q.p

Para las figuras convexas, correspondientes a r = o, habré
que tomar la primera de las desigualdades anteriores y, observando
que.

lim

1 —_—
r— o '2"[3;) ~-r+ \/r’+6rp—3p’] =3p

queda
A< 3

que es una acitaciébn conocida. (3, pag. 79].

3. Valores mdximo y minimo del area de las figuras r-hiper
convexas, dado su didmetro. Este problema es mucho mas simple
que los anteriores. Observenmos que si A, B son los extremos de
un difmetro de la figura hiperconvexa H, o sea AB = D, el huso
formado por los dos arcos de circunferencia de radio r que pasan
por A y B, debe estar contenido en H; por consiguiente
el 4rea Fu de H debe ser igual o mayor que el 4rea de este huso.
Por tanto.

' D D
F"er’(a,rcsm-}—r‘*T 4r’——-D’).
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Ademés, para cualquier figura convexa de diémetro D, se sabe
que es F S = D4 [3, pag. 76], siendo F el érea Resumiendo las
dos desigualdades se tiene:

Dado el diédmetro D de una figura r-hiperconvexa, el drea minima
corresponde al huso formado por los dos arcos de circunferencia de
radio r que unen los extremos de un segmento de longitud D y el drea
méxima al circulo de didmetro D. Por tanto, entre el drea Fy de cual-
quier figura r-hiperconvexa y su didmetro D valen las desigualdades

LA 2 b D .
) D*2>2 F, 2 2r (arcsen 2 p) l/4r’——D’)

Aptovechando la propiedad anterior de que toda figura r-hiper-
convexa de diametro D contiene en su interior -al huso formado
por dos arcos de circunferencia de radio r que unen los extremos
de un segmento de longitud D, se obtiene inmediatamente que el
espesor A de cualquier figura r-hiperconvexa de didmetro D sera
siempre igual o 'mayor que el correspondiente al mencionado huso.
Por tanto:

Entre el didmetro D y el espesor A de toda jtgura r-hiperconvexa
existen las relaciones.

ASDsV4ra—a , 2r—/4# —D sAs<D

de las cuales se deduce.

D} + A? <y
A r.
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ABSTRACT

In this paper we give a new chagacterization of hyper-
convex sets on the plane (introduced by MAYER [6])
and apply it to obtain certain properties concerning
the mentioned sets. Particular attention is devoted to the -
hyperconvex sets with respect to the circles of radius r
(r-hyperconvex sets); referring to these sets we give two
integral formulas in n. 4 and solve certain extremal
problems in n. §.
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