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APLICACIONES DE LA MATEMATICA
EN LA ESCUELA ELEMENTAL Y MEDIA (2a. parte)

per Luis A. Santald

7 La escuela y la ciudad.

Es interesante analizar las relaciones de la escuela con la ciudad y sus habitantes.
¢Estd bien situada? (Tiene el tamafio adecuado? ¢Cémo han evolucionado las condiciones
de su alrededor desde que se cre6? Para estas y otras preguntas que surjan durante el estu-
dio conviene tener, como actividades iniciales del proyecto:

a) Distancia de cada alumno de la clase a la escuela. La media aritmética nos dard la
distancia promedio casa-escuela de los alumnos. Si se puede hacer para todos los alumnos
de la escuela, mejor. Construir un gréfico indicando el nimero de alumnos cuya distancia
casa-escuela estd comprendida entre x y x+1 cuadras o manzanas.

b) Se seffalan en un mapa de la ciudad o en un mapa parcial de la misma dibujando
expresamente, las casas de los alumnos y la escuela. Se pide buscar en qué punto deber(a
estar situada la escueia para que la suma de las distancias, en linea recta, de la misma a los
domicilios de los distintos alumnos fuera minima. No es un problema facil. Si se dispone
de calculadoras de bolsillo se puede calcular por tanteos sucesivos.

Si la ciudad es cuadriculada, el camino para ir de la casa a la escuela no es la linea rec-
ta, sino un poligonal formada por las distintas calles. En este caso, tomando unos ejes coor-
denados ortogonales x,y paralelos a las calles, y llamando X, ¥; a las coordenadas de los
domicilios de los alumnos, las coordenadas del punto cuya suma de distancias {poligonales)
a los mismos es minima, tiene por coordenadas las “‘medianas” respectivas de los puntos X;
ey Aquf la ““mediana” tiene el significado con que se usa en estadfstica, es decir, la me-
diana de las abscisas X; , es el valor X » Que una vez ordenadas las x; en orden creciente
tiene igual nGmero de ellas que son iguales o inferiores, que iguales o mayores. Si el nime-
ro de las x; es par, se toma el valor medio entre los dos valores que ocupan la posicién me-
dia. Haciendo lo mismo con las ordenadas y; se tiene el punto XmYm Para el cual la su-
ma de distancias a los distintos domicilios es minima. La demostracién es, en este caso,
simple y empezando con pocos valores de x;y; los alumnos la descubrirdn. Calculado
XmYm  los alumnos podrén calcular el ahorro de camino total si la escuela estuviera en el
punto obtenido y también el ahorro total en dinero teniendo en cuenta el precio del trans-
porte,

¢) En ciudades cuadriculadas se presentan varios problemds cuyo estudio pone en
juego distintos capitujos de la matemdtica elemental. En primer lugar la distancia entre dos
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puntos no puede ser la distancia en linea recta, sino la distancia minima que hay que reco-
rrer realmente para ir de un punto a otro, que si las coordenadas de los puntos son (xy,v1),
{x,.,y2) se expresa por d =|x1%x2| + |y1-va] v sellamala “distancia del taxista” aunque
en realidad deberfa llamarse la “distancia del peatén”, puesto que si las calles tienen cierta
direccion unica, la distancia que debe recorrer un automoévil es casi siempre mayor, por no
poder ir en direcci6n contraria a la asignada a cada calle.

Hay numerosos problemas curiosos que surgen al considerar en el plano la “métrica
del peat6n”” mencionada: se puede desarrollar toda una geometria en coordenadas basada
en ella. Si se considera que las calles tienen sentido Gnico, con lo cual algunos sentidos que-
dan prohibidos, se tiene la “métrica del taxista’ cuya geometrfa es mds complicada, pero
siempre curiosa.

Podemos mencionar algunos problemas que surjen de estas consideraciones:

i) Parair de un punto A (por ejemplo el domicilio del alumno) a otro B (por ejemplo
la escuela) ¢cudntos caminos posibles hay que tengan todos la longitud minima? (Fig. 4).
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Se observa facilmente, por célculo directo e induccidn a partir de A que los nimeros
de caminos posibles forman el tridngulo de Pascal de vértice A y lados paralelos a las diago-
nates. Es decir, si B estd separado de A por m manzanas horizontales y n manzanas vertica-
les, el nGmero de caminos posibles para ir de A a B (todos de longitud minima m+n) es

N{A B) =(’“ :‘ ")

ii} ¢Cudl es el conjunto de los puntos que equidistan de A y de B?
Si m-+n es par el conjunto esté formado por las esquinas indicadas en la figura 5 (a).
Si m+n es impar el conjunto tiene forma an4loga, pero estd formado por los puntos situa-

dos a la mitad de manzana que se indican en la figura 5(b).
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iii) En el mismo momento y con la misma velocidad con que sale el hijo de la escuela

B parair a lacasa A, saleel padre de lacasa A para ir a la escuela a buscar al hijo. Sino
se han puesto de acuerdo previamente en el camino que seguirdn (siempre alguno de los de

distancia mfnima) {cuél es la probabilidad de que se encuentren?
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La solucién cambia segin que m-+n sea par o impar. Supongamos primero el caso
m=5, n=3 de la figura 5{a). Los puntos en que puede tener lugar el encuentro son los 4
indicados, cuyas coordenadas suponiendo que A es el origen, son 1(4,0), 7(3,1}, 3(2,2)
y 4(1,3). Estos cuatro puntos no son igualmente posibles, puesto que los numeros de ca-
minos que desde A o B conducen a ellos varia de uno a otro. El nimero de caminos que
desde A van a cada uno de los cuatro puntos son

nla) =1, na(A) =4, n;(A) =6, n4(A) =4 total n(A) = 1§
y los caminos desde B son
Ny (B) = 4, na (B) = 6, ny (B) = 4, n4(B) =1 total n(B) =15
La probabilidad de que se encuentren en el punto 1 serd
Pp; = (1/15)(4/15) = 4/225
que es el producto de las probabilidades de que el padre pase por 1 y el hijo también.
Andlogamente las probabilidades de encuentro en los puntos 2, 3 y 4 son
P2 = 24/225, P3 = 24/225, Ps = 4/225
Por tanto la probabijlidad total de que se encuentren es




Consideremos ahora el caso de la figura 5(b), m=7, n=4. El nimero de puntos de

encuentro posibles son los 9 indicados en la figura y los nimeros de caminos que van a ellos
son:

desdeA: 1, 1, 5, 5, 10, 10, 10, 10, 5
desdeB: 5, 10, 10, 10, 10, 5, 65, 5, 1

en total son 57 caminos para cada caso. Por tanto las probabilidades de encuentro en cada
uno de los 9 puntos son

P1 =Pg = 5/3249, P2 =Ps = 10/3249, Py =Ps =Pg =P97 = 50/3249, Ps = 100/3249

La probabilidad total de encuentro resulta ser
p=pmP + P2 + ... + Py = 330/3229 = 0,102

Obsérvese que la idea de probabilidad aparece aqu( tan solo como creciente de casos
favorables y posibles y por tanto puede tomarse como definiciéon y plantear el problema,
en casos simples, adn sin haber estudiado probabilidades. El problema puede, incluso, to-
marse como una motivaciéon para el estudio de las probabilidades y de la combinatoria.

Para el caso general, con valores cualesquierade m y n la solucién del problema no
es tan simple, pero cabe dentro de los (itimos afios de la ensefianza media. Es un ejercicio
interesante hacer que tos alumnos, por inducciones sucesivas, lleguen a las formulas genera-
les. Estas son:

Para m+n par, poniendo m+n = 2s y suponiendo m2*n y que las coordenadas de
los extremos son A{0,0) y B(m,n), los puntos de encuentro posibles son 1(s,0}, 2(s-1,1),
3(s-2,2),..., {(n+1) {{m-n)/2,n) vy las probabilidades de encontrarse en cada uno de ellos son,
respectivamente

e ) e A

siendo

()

y la probabilidad total de encuentro resulta
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Para m+n impar, suponiendo m=2n y poniendo m+n—1=2s se obtiene

_[s\ 2 A =(s) s) a
P1 (n)T Dz“(n_1)T , P3 iln-1 T°,

S . S S -2 = S -3
Pa =(?)(n-2) T, .. Pzn-g=(n.1)(1) T%. Pan (n-1)T
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y la probabilidad total de que se encuentren resuita

(DM C) e (20D (2]

siendo en este caso

T= 2 1+ + ...+ +
1 n-1 n

Se puede discutir para qué valores de m , n esta probabilidad es minima dentro de
una distancia m+n dada. El valor méximo corresponde de manera evidentea n =0, en
CuUyo caso p = 1, 0 sea, el encuentro es seguro.

El problema se complica si el padre viaja en automdvil y aigunas calles tienen direc-
cién anica.

La introduccién de la ““distancia del peatén” puede dar origen a algunos problemas
en los que se ejercita la geometr{a en coordenadas, por ejemplo el conjunto de puntos equi-
distantes de un centro se comprueba facilmente que es un cuadrado de diagonales paralelas
a las calles. Llamando ‘‘geodésica’” a cualquier camino que proporcione la distancia mini-
ma entre dos cualesquiera de sus puntos, sabemos que el nimero de geodésicas entre A y B
es el nimero N(A,B) antes calculado. ¢Cémo definir la geodédsica perpendicular a otra?
{Cuéles serdn las geodésicas paralelas? {Cudntas geodésicas paralelas a otra pasan por un
punto?

Estos problemas se relacionan con el cldsico ‘camino al azar” de la teoria de probabi-
lidades. Por ejemplo, el problema del camino al azar sobre una recta, con pasos de longitud
unidad igualmente probables a la derecha o a la izquierda a partir de un punto 0, se puede
interpretar como una geodésica en el sentido anterior a partir de 0 construida en el cua-
drante x2*0 , y<O0 ; basta representar los movimientos a la derecha como avances parale-
los al eje x vy los movimientos a la izquierda como retrocesos paralelos al eje y. El proble-
ma de las barreras absorbentes a distancias m, n de 0, equivale al estudio de las geodési-
cas a partir de 0 que no salen de la banda de plano limitado por las rectas x +y =m,
X—y=n.

Lo impoftnnte de estos problemas es que admiten una gran variedad de tratamientos,
desde el muy elemental (ver por ejemplo, Glaymann-Varga, Les probabilités a8 I'dcole, CE-
DIC, 1973; traduccién castellana de Editorial Teide, Barcelona, 1975) hasta el més supe-
rior). Segan los recursos mateméticos disponibles por los alumnos se plantean y resuelven
problemas adecuados.

8 Cuadrados latinos y geometr{as finitas.

A veces conviene partir de un problema concreto y proponer luego como proyecto
encontrar o discutir posibies generalizaciones. Vamos a mencionar un ejemplo relativamen-
te reciente, que en su forma general ha sido estudiado por R.K.BRAYTON - D. COPPERS-
MITH - AJ. HOFFMAN, Se/f-orthogonal latin squares of all orders # 2,36, Bulletin of
the Amer. Math. Soc. vol.80, 1974, 116-121. Nosotros nos vamos a limitar a casos sim-
ples, posibles de tratar en la enseflanza media, pero que hacen comprender la existencia de
problemas todavia no resueitos. Sea el problema siguiente:
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Cuatro matrimonios de un club desean organizar una serie de partidas de tennis do-
bles {dos contra dos) mixtos, es d=cir, cada equipo compuesto de un hombre Y una muijer,
de manera que se cumplan las siguientes condiciones: a) Marido y mujer nunca juegan en
Un mismo partido, ni como compafieros ni como contrincantes; b) Dos jugadores cuales-
Quiera del mismo sexo juegan como contrincantes una sola vez; c) Los componentes de ca-
da pareja de distinto sexo que no son matrimonio, deben jugar exactamente un partido co-
Mo compafieros y un partido como contrincantes.

Se trata de planificar estos encuentros.

Representando por H,, H;, Hy, Hy a los hombres y por M,, M;, M5, M, a las co-
rrespondientes esposas, de acuerdo con las condiciones impuestas, por sucesivos tanteos es
fécil obtener que deberan jugar 6 partidos de la siguiente manera:

0 HyM, —HyMm, HiM; — HaM, HaM; — HeM,
H.M: —HM,, H:Ms — H3M, , HaM; — HeM,

Si se trata de un nimero mayor de matrimonios el problema se complica. Para su
andlisis conviene sacar consecuencias del caso simple considerado de 4 matrimonios. For-
memos los siguientes cuadros: Cuadro !l: el elemento diagonal a;; se pone igual aiyel
elemento a;; se pone igual al nimero de la mujer que segun (1) juega con Hi en el Unico
partido que H-Ii juega contra Hi' El cuadro 1 es el transpuesto del cuadro |1,

(1) {111)

4
2
1
3

=lwlialn
-1 IN]Ww
Hl==JW]IN

1
4
2
3

NS ITW] -
HIN]|=W

Nlwl-—=]d>

Estos cuadrados tienen en cada fila y en cada columna los nimeros 1,2, 3,4 de ma-
nera tal que no hay dos elementos iguales en ninguna fila ni en ninguna columna. El resul-
tado es una consecuencia de la condicion (c), pues si Ia fila i de (I1) tuviera dos elementos
iguales, significaria que H, tendria dos veces una misma pareja, contra la hipétesis. Los
cuadrados de este tipo se llaman cuadrados latinos.

Supe:poniendo los cuadrados anteriores resuita el nuevo cuadrado

(V)
11 143 |24 |32

34 |22 141 |13
42 [14 |33 |21
23 J31 112 ]44

En este cuadrado cada par ordenado de nimeros (entre 1 y 4) aparece una sola vez.
Cuendo dos cuadrados latinos tienen esta propiedad de que al ser superpuestos el cuadrado
resuitante no presenta ningun par ordenado repetido, se dice que los cuadrados latinos son
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ortogonales y el cuadrado resultante, como el (IV) anterior, se llama un cuadrado greco-la-
tino.

La relacién entre el cuadrado (IV) y los partidos (1) es la siguiente: si el elemento
aj; dé (IV) es el par hk , el partido que le corresponde es el HiMh - H-Mk . Por ejemplo
a;3 es 4,1 y el partido correspondiente serd H,M, — Hy;M; . Obsérvese que al elemento
simétrico a3, corresponde 1,4 y el partido correspondiente es el mismo anterior. De esta
manera se comprende que. ningan par hk de (IV} puede estar repetido, puesto que dos
mujeres s6lo pueden jugar una sola vez como contrincantes.

Se tiene asf una identidad entre el programa ()} de partidos a jugar y los pares de cua-
drados latinos (1), (111) que son entre si transpuestos y ortogonales. Por tanto, el problema
propuesto, para n matrimonios es equivalente al de buscar dos cuadrados latinos de orden
n que sean a la vez transpuestos y ortogonales. E! teorema fundamental de Brayton-Cop-
persmith-Hoffman, dificil de probar, es que tales cuadrados (llamados autoortogonales)
existen para todo n excepto para n =2, 3, 6.

La no existencia para n = 2,3 es inmediata, pero ya para n =68 se vincula con un
problema clasico de Euler de no facil solucién.

Para n = 5 se puede hacer un estudio directo elemental parecido al anterior y se lle-

ga al cuadrado greco latino

11 153 |45 |32 }24
35 |22 14|51 |43
54 141 | 33|25 )12
23 )15 | 562 |44 | 31
42 ]34 |21 13 155

que es la superposiciéon de dos cuadrados latinos transpuestos. Los partidos correspondien-
tes en un torneo que cumple las condiciones antes enunciadas son

HiMg —H:M; ., HiMg —~H3Mg |, HiM3 —HM; | HyM; — Hs My
H,M, —“H3M, |, H Mg —HM; , H; M, —HsM,
HaM; —HMy , H;M; —HM, |, HM; —Hg M,

que resultan, igual que antes, escribiendo que si el cuadro (i j) tiene el nimero {h.k) el par-
tido correspondiente es HiMh - HiMk'

Desde el punto de vista de la ensefianza media el tema es interesante por ilustrar co-
mo se pasa de un problema concreto, en este caso de indole deportivo, a un problema ma-
temdtico que en este caso tiene una larga historia y del cual quedan todav(a cuestiones por
dilucidar. Los cuadrados greco latinos, por otra parte, tienen interés en estad(stica para.el
‘planeamiento de experimentos. Para la construccidn de pares de cuadrados latinos ortogo-
nales, es interesante el método de las '‘geometrias finitas’’, que vamos a exponer en un
ejemplo para ver como se ejercitan en é| cuestiones de &igebra y geometr(a en coordenadas
que seguramente habrén de despertar el interés de ciertos alumnos.




Geometria finita sobre G,. Consideremos un cuerpo finito de 4 glementos 0,1,ab
con sus respectivas tablas de adicién y producto

1 a b 0 a b

0 1 t b 0jo o o0 O
1 0 a 0 1 & b

a b 1 0 b 1
blb a 1 0 b]O b 1 a

Liamemos punto al conjunto de tres elementos de G, , sean (x,y,z) tales que: a) no
sean los tres nulos; b) las ternas (x,y,2) v (Ax, Ay, Az} representan el mismo punto, supo-
niendo A # 0. Llamemos recta al conjunto de puntos que satisfacen a una ecuacién de la
forma Ax+By+Cz = 0, siendo (A,B,C) un punto. Se tienen de esta manera 21 puntos y
21 rectas que constituyen el plano proyectivo sobre Gg .

Es interesante escribir todos los puntos y todas las rectas de este plano y hacer ejerci-
cios del tipo: a) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados (por ejemplo,
la recta que pasa por (1,0,8) v (b,1,0) es ax+y-+z = 0)}; b) Hallar el punto de interseccidn
de dos rectas (por ejemplo, las rectas x+y+az = 0, bx+y .= 0 se cortan en el punto
(1,5,1)). Notar que cada recta tiene 5 puntos y por cada punto pasan 5 rectas; escribir una
tabla que contenga todas estas relaciones. Estos ejercicios se resuelven exactamente como
en el caso del plano real, teniendo en cuenta las tablas operatorias del cuerpo G,. Para rela-
cionar esta geometrfa con los cuadrados latinos ortogonales se procede de la manera si-
Quiente,

i} Se considera una recta fija, por ejemplo la x = 0. Se hallan los 5 puntos de la mis-
ma, a saber

Jp{001), J(010), J3(011), Ja(0O13a), Js (01D}

ii) Se consideran las 4 rectas, ademds de x=0, que pasan por J; y |as que pasan por
J1, las cuales resultan ser

"t y=0 Mn* z=0
J’ M1 . x+y=0 S ! x+2=0
ry: xtay=0 2y x+8z=0
T xtby=0 foy! x+bz=0




Los puntos de interseccidn de estas rectas entre si son

r r r r

21 2 23 ol

. 100 10t 10b 10a

) r, 110 111 11b tta
Fis b0 1bt 1bb 1ba

fla 10a 1a1 lab 1taa

iii) Consideremos las rectas que pasan por Jy (01 1)

Tyt y+z =20
ry' x+y+z =0
J
3 Myt bx+y+2z2 =0
Mgt ax+y+z =0

En el cuadrado (*) pongamos en el lugar de la fila i y columna j, el nimero h de la

lecta 1., que pasa por él. Por ejemplo el punto (3,2) es (1 b 1) y de las rectas Tsh laque
pasa por este punto es la Mg Se tiene asi el siguiente cuadrado latino

(a)

3
4
1
2

Sl w]l N -
WDl el=IN
=IN]JW]l >

Este cuadrado es latino puesto que los puntos de cada fila (0 columna) dei cuadrado
{*) solo pueden unirse con una sola recta rh- ©s decir, en las filas y columnas del cuadrado
no pueden aparecer numeros repetidos.

-

iv} Procediendo analogamente con J, y Js se tienen las rectas

(P y+bz =0 Tt yta =90

da( 1y, x+y+bz =0 Js fga® x+y+az =0
Te3' xt+ay+z =0 Foy' x+by+z =0
Mea' x+by+az=0 Tee' x+ay+bz =0
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que procediendo como antes dan lugar a los cuadrados latinos

3
(8) 4 (v)
1
2

- N W &
- N S W
N = W &

1 2
2 1
4 3
3 4

W b =N

1
2
3
4

La importancia de los cuadrados latinos ( @ ), { 3), { ) es que ellos son ortogonales
entre si dos a dos. En efecto, si al superponer (a) y (B) por ejemplo, aparecieran dos
pares iguales (i j) = (i’, i’} significaria que dos puntos del cuadro (*) pertenecen a una
misma recta por J3 y auna misma recta por Jq lo cual no es posible.

Para comparar (a), (S}, ( v} con los cuadrados latinos obtenidos anteriormente,
se pueden ordenar permutando filas y columnas, de manera que en la diagonal aparezcan
1,2,3,4. Resultan asi los cuadrados latinos ortogonales y transpuestos

1 4 2 3 1 3 4 2
(a) 3 2 4 1 B=ty)= 4 2 3
4 1 3 2 2 4 1
2 3 1 4 3 1 4

que son los mismos antes encontrados.

El método anterior sirve siempre que se tenga un cuerpo finito de orden n. Se sabe

que esto ocurre siempre que n sea la potencia de un nimero primo. Por tanto vale para

=5, pero no para n = 6. Para los valores de n que no son de esta forma, el método no

sirve, lo cual no quiere decir que no existan cuadrados latinos ortogonales, pero hay que

buscarlos por otros métodos, en general complicados y no sisteméaticos. Para n = 10 la

construccion se logrd en 1959 por Bose y Schrikhande (Proc. Nat. Acad. Sc, vol. 45, 1959,
734.737).

Si los alumnos presentan interés por la geometria finita, puede ampliarse el tema en
la direccién axiomdtica. Consideremos por ejemplo la siguiente definicion general:

Una ‘““geometria finita generalizada’” es un conjunto finito de elementos llamados
Puntos P y un conjunto finito de elementos {lamados rectas r que satisfacen a los siguien-
tes axiomas:

1. Dos puntos determinan exactamente una recta que pasa por ellos.

2. Para todarecta r, existe un punto P que no pertenece a ella;

3. Toda recta contiene por lo menos dos puntos;

4. Existe por lo menos una recta;

5. Dado un punto P y unarecta r que no lo contiene, existen exactamente k rec-
tas que pasan por P y no tienen punto comun con r.

Las rectas que no tienen punto comun se llaman rectas paralelas.

El teorema fundamental de esta geometria es el siguiente:

Si una recta contiene exactamente n puntos, entonces:
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a) Toda recta contiene exactamente n puntos;

b} Por cada punto pasan exactamente n+k rectas;

c) Existen exactamente (n+k) {n-1) + 1 puntos;

d) Existen exactamente (1/n} | (n+k) (n-1) + 1 | (n+k) rectas.

Es interesante que los alumnos prueben total o parcialmente este teorema pues cabe
dentro de sus posibilidades y ello es un ejercicio interesante para ejercitar la deduccion de
teoremas a partir de un sistema de axiomas. Conviene también que den ejemplos para ver
que el sistema es compatible y, si se puede, prueben que los axiomas son independientes
(también con ejemplos negando cada uno de los axiomas).

Una tal geometria se representa por G{nk). Para k=0 se tienen las geometrias fi-
nitas ordinarias, muy estudiadas. Si n-1 es la potencia de un nimero primo se tiene la geo-
metria sobre un cuerpo finito. El caso general k# O es menos conocido. Es un tema inte-
resante considerar los casos mas simples e idear representaciones de la geome'ria resultante.
Por ejemplo, la G(2,2) se compone de cinco puntos, sean 1,2,3.4,5 vy diez rectas, a saber

rl:12, r2:13, r3:14, r4:15, '5:23'

reg: 24, r,:25, rg: 34, ry:36, Mo 48,
que pueden representarse por los cinco vértices de un pentdgono y sus lados diagonales.

Se pueden construir G(2,3) que tiene seis puntos y quince rectas y G(2,4) con siete
puntos y veintiuna rectas. Con mds trabajo se pueden construir G(3,3) y G(3,4) esta Gltima
con 14 puntos y 35 rectas. El problema de saber para qué valores de k e! problema tiene o
no solucién no parece estar resuelto. Un teorema facil es que para que exista G{n k) es ne-
cesario (puede no ser suficiente) que k(k-1) sea multiplo de n. La demostracion es inme-
diata observando que en caso contrario el nimero de rectas no resulta entero. Bibtiografia
sobre el tema se puede ver en S.H. HEATH - C.R. WYLIE, Some observations on BL (3,3),
Revista de Matemdticas y Fisica tedrica de la Universidad N. de Tucuman, vol. 20, 1970,
p. 117-123).

9. Problemas de simufacidn. Tablas de nimeros al azar.

La teoria de probabilidades y la estadistica ofrecen amplio campo para proyectos o
problemas largos muy adecuados para el estudio y tratamiento en equipo y discusion colec-
tiva. El métddo de simulacion de situaciones y su tratamiento mediante tablas de numeros
al azar es muy instructivo y conviene que los alumnos se familiaricen con él, pues si bién
para obtener resultados confiables se necesitan muchos numeros y una calculadora para
operar con ellos, por ejemplo una calculadora de bolsilio, para dar una idea del método y
hacer comprender como opera el azar, a veces son suficientes pocas operaciones, factibles
de ser realizadas a mano.

Se necesitan siempre unas tablas de numeros al azar. Hay que explicar que son estas
tablas vy hacer que cada alumno se fabrique la suya o la copie de las que se encuentran en
muchos libros de probabilidades. Conviene que las tablas sean distintas de un alumno a
otro, para de esta manera disponer, en conjunto, de tablas de muchos numeros {1a de cada
alumno puede ser de unos 500 digitos}). Para dar una idea y como ejemplo, reproducimos
a continuacién 400 digitos al azar de la tabla dada por Glaymann-Varga en su libro ya cita-

do Les probabilités 4 I'école, CEDIC, 1973 (traduccion casteltana por Editorial Teide, Bar-
celona, Espaiia, 1975):
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0655 8453 4467 3384 5320

5255 5161 4889 7429 4647
6314 8951 2335 0174 6993
3157 9764 4862 5848 6919
9052 9565 4635 0653 27254
4105 4105 3187 4312 1596
1437 2851 6727 55680 0368
4064 4171 7013 4631 8288
1037 5765 1562 9869 0756
5718 8791 0754 2222 2013
5127 2302 1292 4413 9651
0401 2423 6301 2611 0650
4064 5228 4153 2544 4125
5458 1402 9849 9886 5679
24861 3497 9785 5678 4471
4320 4558 2545 4436 9265
3466 8269 9926 7429 7516
9313 7489 2464 2575 9284
5179 8081 3361 0109 775
3010 5081 3300 9979 1970

Consideremos el siguiente problema:

Una linea de &mnibus tiene un servicio programado para que por la parada A pase un
6mnibus cada 8 minutos. Por circunstancias del trdfico, ocurre que cada 6mnibus puede
adelantarse o atrasarse hasta 4 minutos, con igual probabilidad. Un pasajero llega a la esta-
Cidn A en un momento al azar. {Cudl es el tiempo medio que tendra que esperar hasta que
llegue un 6mnibus?

Vamos a tratar el problema por simulacién. Consideremos el eje x como eje de fos
tiempos. El 6mnibus P, que deberia llegar a A en el minuto x=4, puede pasar, con igua!
Probabilidad en cualquiera de los minutos 0<x, <8. El 6mnibus P, que deteria pasar en
el minuto 4+8=12 puede pasar en cualquiera de los minutos 8+4x, siendo 0-x *=8
Podemos suponer, ademas, que el pasajero llega, con igual probabllldad en cualquwa de
los minutos 0<x <8, pues la situacion seria la misma en cualquier intervalo andlogo.

Para usar las tablas de numeros al azar, tomamos una sucesién de ternas (x, x, x )
de la tabla anterior, excluyendo el 9 cada vez que aparezca. Se tiene asi la suce5|on 065
584, 534, 467, 338, 453, 205, 255, 516, 148,874, 246... Convenimos en tomar el primer
nimero X, como el minuto en que pasa el mnibus P, . El numero x, representa que el
dmnibus P2 llega en el minuto 8+x2 y el numero x, indica que el pasajero llega en el
Minuto x,. La diferencia x,-x, si x 2x, o ladiferencia Btx,x, si x0>xl es el

1 0 1 0
tiempo de espera en cada caso. Tenemos asi la siguiente tabla
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X, X, Xo espera X, X, X espera
0 6 5 9 2 3 3 8
5 8 4 1 5 0] 1 4
5 3 4 1 7 4 6 1
4 6 7 7 3 3 1 2
3 3 8 3 5 7 7 8
4 5 3 1 6 4 4 2
2 0 5 3 8 6 2 6
2 5 5 8 5 8 4 1
5 1 6 3 8 6 1 7
1 4 8 4 0 5 2 1"
8 7 4 4 5 6 5 0
2 4 6 6 4 6 3 1
4 7 6 9 5 0 6 2
3 1 4 5 5 3 2 3
8 5 1 7 2 5 4 9

2141616

41716 1|9

3{11{415

815 1|7

Con estas 30 experiencias, el valor medio del tiempo de espera resulta ser E(t) =
136/30 = 4,53 minutos.

El problema se puede resolver teoricamente si los alumnos conocen un poco de célcu-
lo integral (Oltimo afio de escuela media) y el resultado es que si el tiempo entre dos dmni-
bus consecutivos estd programado en 2t minutos y se admite una toleranciade tt, es
E(t) = (7/6)t. En el caso considerado resulta E(t) = (7/6)4 = 4,66... Vemos que |2
aproximacion es bastante aceptable. Si cada alumno procede de manera analoga con su
propia tabla de numeros al azar, los numeros particulares anteriores diferirdn mucho entre
si, pero el resultado final debe ser parecido; la media aritmética de los resultados obtenidos
se aproximard, en probabilidad, cada vez més al valor tedrico.

El problema admite muchas variantes: a) los intervalos en que pueden pasar los 6m-
nibus Py, P,,.. que en el caso considerado empalman en el punto x=8, puede ocurrir
que sean disjuntos, o bien que tengan parte comuin, en cuyos casos el tratamiento por simu-
lacién es muy andlogo al anterior y en cambio el tratamiento teorico es mas complicado.
b) puede pensarse, como més realistico, que los 6mnibus s6lo pueden retrasarse, pero no
adelantarse; también en este caso se trata de igual manera.
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Es interesante relacionar el problema con la realidad. Si los alumnos deben tomar un
cierto 6mnibus para ir a la escuela, se les puede pedir que pregunten la frecuencia con que
tedricamente deberian pasar y que anoten los tiempos de espera de cada dfa. Se procura
hacer un esquema teérico que se adapte lo mds posible a la realidad y se analizan los valores
reales con los que resultan de la simulacién. La discusién de los pardmetros necesarios para
que la simulacién se adapte a la realidad da lugar a interesantes posibilidades y acostumbra
a lps alumnos al razonamiento probabilistico.

El uso de Tablas de numeros al Azar es poco frecuente en la escuela secundaria.
Creemos que deberfa intensificarse. Es una manera de “experimentar” en problemas sim-
ples de probabilidades, sin necesidad de acudir a las monedas, a los dados o a las urnas. Es,
ademds, una excelente manera de aprender a “simular”, haciendo del problema un modelo
aritmético. Es el fundamento del Método de Monte Carlo que permite, usando computa-
doras, resolver problemas dif(ciles. Veamos otro ejemplo.

Problema de estacionamiento.

Supongamos una calle de 100 m de largo a la que van llegando coches de 3 m de lar-
90, los cuales estacionan al azar en el lugar que encuentran vacio, sin preocuparse de acer-
Car su coche a los ya estacionados, para que quepan mds. Se desea saber el valor medio del
nlmero de coches que podran estacionar.

La solucién teérica no es facil. El problema fué resuelto por el matemiatico hingaro
A. Rényi (Magyar Tud.Akad.Mat. Intezet Koz/ 3, 1958) y la solucién dice que procediendo
de fa manera indicada, estacionando al azar, se cubrird por término medio el 74 % del espa-
cio disponible, Por tanto, en el caso considerado, el nimera medio de coches que podréan
estacionar ser§ 74/3 = 24,6. Si se dispusieran bien, uno justo después del otro, cabrfan
100/3 = 33,3 coches.

Para resolver el problema experimentaimente, con una tabla de niumeros al azar, po-
demos proceder de la manera siguiente, Tomemos en la tabla grupos de nimeros de 3 ci-
fras que indicarén, en decimetros, la distancia al comienzo de |a calle del coche que se esta-
c1‘ona, Si el lugar ya estd ocupado, se sigue en la lista, prescindiendo del nimero. Proce-
diendo, por comodidad de lectura, por columnas, y utilizando ta tabla anterior de Glay-
mann-Varga, resulta lo siguiente: el primer coche que llega estaciona entre 65 y 95 dm. El
segundo, entre 525 y 555 dm, el tercero entre 631y 661 dm vy asi sucesivamente, hasta que
llega uno que, al azar, deberia estacionar entre los 406 y los 436 dm, pero no lo puede ha-
Cer por estar este lugar ya ocupado por el que estacion6 entre 410 y 440. Siguiendo con la
tabla se obtiene la siguiente sucesion de lugares ocupados:

65-96, 525 -555, 631 -661, 315 - 345, 905 - 935, 410 - 440, 143 - 173,
103 -133, 571-601, 246 - 276, 346 - 376, 489 - 519, 797 - 827, 728 - 758,
441-471, 246 - 276, 65 -95, 346 - 376, 759 - 789, 284 - 314, 970-1000.

Son en total 21 coches. Se ha terminado la tabla y quedan todavia algunos intervalos
vac(os, que son los 33 -65, 173.246, 376 - 410, 601 -631, 827 - 874, 935 -970. Co-
Mo unicamente en el intervalo 173 - 246 caben dos coches, procediendo con una tabla mas
extensa, en algin momento, ellos se llerardn, resultando en total un maximo de 27 coches.
Vemos que este valor es bastante aproximado al tedrico mencionado. Naturalmente que
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con «s5to se ha hecho una sola prueba. Haciendo 1o mismo con la tabla de cada alumno vy
promiediando se verd como fos resultados van siendo siempre no muy distantes del dado por
la teoria. Se trata, por tanto, de resultados muy confiables.

Conviene que los profesores vayan coleccionando ejemplos de este tipo, adaptados a
cada lugar y a cada momento, procurando que interesen lo mas posible a los alumnos.

Todas las aplicaciones expuestas, realizadas a modo de proyectos, son complementos
indispensables de todo curso de matematica. En ellas se manejan los conocimientos adqui-
ridos, se despierta el interés de los alumnos para el estudio de los mismos y se da aliento a
ta fantasia para descubrir nuevos métodos de solucidon y nuevos problemas o variantes de
los mismos. Lo ideal seria encontrar temas adecuados para cada alumno, de acuerdo con su
vocacion, su temperamento y su capacidad.
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