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Un esquema de valores medios en ia teoria
de probabilidades geométricas

por L. A. Santard

Sea una figura convexa plana K que podemos imaginar de-
color blanco. Se corta de Una manera arbitraria por una bapda
paralela B de anchura A limitada por dos rectas paralelas, o
cual se puede Interpretar por ejemplo diciendo que se di sobre
ella al azar una pincelada de color negro y anchura A (fig. 1). A con-
' tinuacién, y también al azar se d&
otra pincelada blanca de Ja misma
anchura que borra |a anterior en
los puntos que 1a encuentra. Luye-
80 se traza otra pincelada negra y
enseguida otra de blanca que pue.

\\\\}\}},

) de borrar parte de la misma. Pro-
siguiendo asi sucesivamente el of.
jeto de esta nota es buscar, al cabo
de n de estas pinceladas, cya| serd

Fig. 1. el valor medio de la partede K que-
queda- de “color negro.  También hallamos el caso- de tender p
wfinito e} ndmero n de estas pinceladas.
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§ 1. DEFINICIONES Y FORMULAS CONOCIDAS

Hay que definir primero que se entiende por dar al azar sobre
el plano una banda B limitada per rectas paralelas (*). Siendo
la anchura A constante la posicién de una de estas bandas que-
dard determinada dando la posicién de una recta invariablemente
unida a ella, por ejemplo la paralela media. Entonces es sabido
en la teoria de Probabilidades geométricas (?) que para medir un
conjunto dé rectas se toma la integral extendida al conjunto con-
siderado de la expresidn diferencial dp d6 siendo p la distancia
¥ de la recta a un punto fijo y ¢
el 4ngulo que forma la normal
con una direccién también fija
(fig. 2). Como medida de un
conjunto de bandas paralelas
de igual anchura, se podra
por tanto tomar la misma

?  anterior, o sea la integral de
Fig. 2. la expresién.
dB = dp df 9))

gue se Hama densidad de bandas paralelas.

{(T) Sobre esta cuesti6n se pirede ver nuestro trabajor L. A. Santané ““Geome-
tria Integral 7. Nuevas aplicaciones del conceptu 'de medida cinemética en
el plano y en el espacio’” Revista de la Academia de Ciencias, Madrid 1936,

(2) Ver Dmurumie “Probabilités géométrigues’” o bien Buascake “‘Vorlesungen
#iber Integralgeometrie I’ péag. 7.
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UN ESQUEMA DE VALORES MEPIOS EN LA TEORIA DE PROBABILIDADES

Aplicando esta definicién a la medida de todas las bandas
paralelas de anchura A que cortan a una figura convexa K, es
sabido (1) que se obtiene

de=L+7rA (2)

siendo L la longitud de K. En particular la medida del con—
junto de bandas B que contienen a un punto fijo del plano es

faB can 3)

Ademds, si en cada posicién de B llamamos f al area de

su interseccidn con K se verifica

[riB=rn® (4

. . o .
siendo F el 4rea de K y estando la integracidn extendida a

todas las posiciones en que B corta a K, Unicas para las que

es f#40-

£ 2. VALOR MEDIO DEL AREA CUBIERTA DESPUES DE TRAZADAS #
BANDAS DE CADA COLOR

Teniendo en cuenta (4) y (2) el valor medio del 4rea cubierta
per la primera pincelada ser4, por definicidn de valor medie

i ff,dB T AF
g = Y= = (5
_/de L+ro
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Al trazar ahora una banda de color blanco, para hallar el

valor medio de la parte de K que después de ella sigue todavia

siendo negra, pongames dP = dx dy vy consideremos la integral

I, = fdP dB 6)

extendida a todas las posiciones en que el punto P es interior
al drea negra de valor f; v a las bandas B que, cortando a K,
no contienen al punto P. Para calcular esta integral fijemos
primero P ¢ integremos dB que podrd variar a todas las posi-
Ciones en que B corta a K (de medida L 4+ #A) menos aque-

las en que contiéne a P de medida = A (3). Luego

Iz=fdeB=fdedB;(L+wA—wA)fdP=Lfl 7

puesto que fdP = fi ya que hemos dicho que P estaba su—
jeto a la condicién de ser interior al irea manchada f,. Por
otra parte, fijando primero B, para la integracidn de (6) el pun-
to P podrd variar a toda el drea de K que sigue de color ne-
gro una vez trazada la segunda banda B. Llamande f: a esta

drea serd pues

iz=fdeB=de.__fdP=ff2dB (8)

Igualando (7) v (8) queda

fh.aB=L4f 10
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UN ESQUEMA DE VALORES MEDIOS EN LA TEORIA DE PROBABILIDADES

De aqui v de (2) se tiene, como oalor medio del area man-—

chada después de trazada la segunda banda o pincelada al azar:

= Lft (10)
L+aA

Se da ahora arbitrariamente otra pincelada negra. Para ha-
llar el valor medio de la nueva 4rea f3 que queda manchada de
color negro se procede de manera andloga al anterior. Sea un

punte P(x,y) y llamando dP = dx dy consideremos la integral
I = fdp dB

extendida a.las posiciones en las cuales el punto P estd situado
en una area blanca no manchada de valor F-}?;: , v B es tal
que, cortando a K, no’contiene al punto P. Para calcular esta
integral se puede proceder de dos maneras. Fijando primero P

se tiene, como antes

13-_~fdé [aB=@+ra-52) [P = LF-f

Pero fijando primerc la banda B, el punte P podra variar a
toda el 4rea blanca que queda después de la tercera pincelada,
que es F -3, Hamando fs al area negra después de trazar esta

tercera pincelada y cuye valer medio buscamos. Serd pues
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ls= fdB. {aP = { (F-fy).dB = F(Lﬁ-w&)—}{fadB

De este valor de I3 y del anterior se deduce

fﬁ@B=nAF+Lﬁ

Por consiguiente, recordando (2) serd

- AF+L7,
fomTo an
kg

El procedimiento de obtencién de (10) y (11) se puede repe-
tir de nuevo exactamente igual obteniéndose las férmulas genera-

les de recurrencia siguientes

f _ WAF-}—L)-‘;,, ];- 2;— Lj_:Zn-:-l
21p3] = " ap2 =

L4+xA L+=A

Recuérdese que, como la figura K se supuso iniciaimente de \
color blanco y la primera banda que se trazé fué negra, las ban-
das sucesivas son negras las de orden impar y blancas las de

orden par.

Estas formulas recurrentes dan;
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UN ESQUEMA DE VALORES MEDIOS EN LA TEORIA DE PROBABILIDADES

_ 7 OF L 2 L 4 L 2o
frasy = —— 1+(‘—_ - >+(—"*)+....+ (———-)
LT L47A L+7 L4z

' _ T AFL L 2 L 4 L 2
‘ frnsz = ———— 1+< ) + ( )-{—--.-}- (—-——)
i AL+ )2 L4+ 7 L+zd L4z

que son las expresiones buscadas que nos dan el walor medio del
area de la parte de K que queda cubierta después de un cierto
nGmero de pinceladas dadas al azar y alternativamente negras y
blancas. fins1 es el valor medio cuando la Gltima pincelada es
negra y fantz cuando la Gltima es blanca.

Ambos wvalores medios

se vé que son crecientes

Ab o oo e e __ . con . Sise llevan sobre
T ey o .-;/ " dos ejes coordenados (fig.3)

] -/\’ y '/f. -- T el ntimero % de bandas tra-
~ A& zas al azar y el valor me-

dio fn del drea manchada
correspondiente,seobtienen.
unos puntos que pueden ser
unidos por una curva come

g

Fig. 3.

indica la figura. Para nGmeros impares, el valor limite para #
creciendo infinitamente serd

- N F
m form = OA = ——r (12)

L
b ——
L+a/
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y para valores pares de 7

- . FL
im fagey = OB = ——— (13)
2L+ 72

La separacidén entre estos dos valores limites es

TAF
2L+ =&

que nos dice que al disminuir la anchura /4 de las bandas, los

valores limites se irdn aproximando.

De (12) se deduce también que el minimo del 4rea mancha~
F

da en el limite corresponde a A =0 y es km fagey = — , €9
' 2

decir, después de infinitas pinceladas de anchura A alternativa—

mente negras y blancas el valor medio del 4rea que‘ai{fda negra

de K después de una Gltima pincelada negra es igual o mayor

que , siendo sole igual cuando A tiende a cero.

W}

Nors. Hemos estudiado el caso mas simple de ser todas las
bandas que se trazan sobre la figura K de una misma anchura A .
Seria interesante estudiar el caso de bandas de anchuras variables,
sobre todo el caso de tender la anchura a cero al crecer el nuime-
ro de bandas trazadas.
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