UNA FORMULA INTEGRAL PARA LAS FIGURAS
CONYEXAS EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO

El objeto de esta nota es establecer por via geométrica elemen-
tal unas expresiones integrales para las figuras planas convexas y
para los cuerpos también convexos del espacio ya obtenidas por
nosotros y por camino diferente en otros lugares (').

Seaunafigura plana convexa cualquiera K limitada por un contor-
no de longitud L. Por
todo punto P exterior
8 K como centro des-
cribimos un circulo
de radio /. Los radios
.de este circulo (limita-
dos en la circunfe-
rencia) se dividen en
dos clases: aquellos
que cortan a K y los a Fig. 1.
que no le cortan. Los
que cortan a K llenan un cierto dngulo de vértice P que llamare-
mos o’ (fig. 1, u). La propiedad a que nos hemos referido y que de-

|

demostramos en I, es la siguiente: -
Siendo x, y las coordenadas del punto P, se verifica:
ffmdxdy=2lL [1]

extendida la integracién a todo el exterior de K. Naturalmente que
$dlo es w3 0 para los puntos comprendidos entre K y su paralelo
exterior a distancia /.

En Il generalizamos este resultado al espacio.

Sea en €l un cuerpo convexo K* cualquiera de drea S. Por todo
punto P (x,y,z) del espacio exterior K* como centro se traza una

(1) EY caso del plano esth en: L. A. Santald, «Qeometria Integral 42. Sobre 1a medida cinemitica en
¢l plano, Abk aus dem Math., Sem. Hamburg, 11, 227. 1885, El caso del espacio en: L. A, San-
tald, <Iategral geometrie 8», ver das Kinematische Mass im Raum, Acfualités Sclentifiques et
Industrielles, phg. 17, Hermann et Cie. Paris, 1985. También puede verse el cuso del plano en:
W, Blaschke, «Vorlesungen Qiber Integral geometries, Erstes Heft. Hamburger Mathematische
Binsslschriften, 20, 8, 1938.
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esfera de radio /. Los radios de J]a misma (limitados en la superfi-
cie esférica) que coftan a K* llenan un 4dngulo sélido de medida Q
(fig. 1, ). Lo que pretendemos demostrar es entonces la expresion:

'fffszdxdydz=2xzs 12)

extendida también la integracion a todo el espacio exterior a K*.
Como antes también, naturalmente, s6lo serdi 230 cuando P esté
entre X* y su paralelo exterior a distancia I,

Finalmente, en IlI enunciamos, sin demostrar, otros resvitados
algo miés generales referentes a la misma cuestion.

Para llegar al caso general, veamos sucesivamente algunos casos
particulares:

a) Por todo punto X de un eje de abscisas que diste del origen
menos de /, tracemos dos segmentos

Joe XA=XB=1{

cuyos otros extremos estén sobre el eje de
- , crdenadas (fig. 2, a). Sea o el dngulo que
+ forman entre si.- Consideremos la integral

!

» f
Pig. 2. 0

que se calcula ficilmente con el cambio x==1[ cos ¢, y da:

!
mdx=2fo arccos—{;—dx

f'mdx=21 (3]
0

b) Sea ahora una recta indefinida ab y un rectingulo que en
ella se apoya de base / y altura A =b — a. A cada punto P (x,))
interior al rectingulo hacemos corresponder el dngulo o (x,y) que
forman los dos segmentos de longitud / que le unen con la recta
indefinida a b (fig. 2, b). Extendida la integracién a todo el rectin-

gulo‘seré: :
ffmdxdy=f:dyf°’mdx=211 4]

¢) En lugar de una rec(i, sea ahora una semirrecta indefinida de
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origen O. Consideremos la figura formada por el cuadrante del circulo
OBEA deradio ! y centro O y el rectingulo O AD C de altu-
ra A cualquiera (fig. 3, a). A todo punto de esta figura si, tal como P,
su distancia-a O es mayor que /, le asignamos el dngulo o tal como
ha sido definido en 6). Si dista de
O menos que /, como ocurre con
el P, de la figura, se le asigna el
dngulo que forma el segmento que
le unecon O con aquél de longitud /
que le une con la semirrecta inde-
finida. Llamaremos también o a
este 4ngulo. Nuestro objeto es cal-
cular la integral de siempre

| ffodxay

extendida a la figura BEADCO. Fig. 3.

Para ello se observa que si al 4n-

gulo correspondiente a todo punto que diste de O menos de /,

como el P;, por ejemplo, se le afiade el 4ngulo correspondiente al
punto P simétrico del mismo respecto O A se tiene el dngulo que

corresponderia a P, si distase de O mds de [ Es decir, el valor de

la integral buscada es el mismo que se obtiene suponiendo una

rvecta indefinida en lugar de la semirrecta y reduciendo el 4rea de

integracion al rectingulo O A D C, valor que ya se ha obtemdo

en b). Luego también en este caso v

[fodx dy=21x 5]

extendida la integraciéon a toda el drea BEADCO y dando a
o (x, y) los valores especificados segtin la posicién de P (x, y).
d) Sea ahora un segmenfo A B de longitud A, distinguiremos
seglinsea A>2/0 A<2/
Si A x 21/ (fig. 3,b) considerando la figura CDEFBA y repi-
tiendo en ambos extremos lo dicho en ¢) se tiene que  la integral

[fodxay

extendida al interior de dicha figura vale también 2/,

Si A <21 (fig. 3,c) a todo punto P que diste mds de [/ de al-
guno de los dos extremos del segmento pero del otro menos de /,
'ya sabemos por ¢) que habré que afladirie el 4ngulo correspon-
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diente a su simétrico respecto la perpendicular al segmento por el
extremo més préoximo a P. Pero en este caso hay también puntos
que distan menos de [ de los dos extremos. A su dngulo correspon-
diente (al que forman las dos rectas que le unen con los extremos
del segmento), bastard anadirle los correspondientes a sus dos simé-
tricos respecto de las perpendiculares en los extremos del segmento
dado. En todo caso, la integral

[fodx dy

extendida a la figura ACDEF B y donde o tiene, segiin la posi-
cion de P (x,y), uno u otro de los valores especificados en ¢), vale
también 2 /. .

e) Pasemos a considerar un dngulo de lados limitados con lon.
gitudes X, y &, respectivamente, y
la figura A CDEFGH que com-
prende a todos los puntos situados
en la parte convexa de este dngulo,

-y cuyo distancia a él es igual o me-
nor que !/ (fig. 4).

Por todo punto P (x,y) inte-
rior a esta figura como centro tra-
zamos un circulo de radio / y le

Fig. 4. asignamos el 4ngulo o (x, y) que
llenan ios radios (limitados en la
circunferencia) que cortan a la quebrada BAC De este modo, a
puntos P que disten de A mis de [/ el dngulo o correspondiente
ya sabemos que se complementa convenientemente segiin la manera
indicada en ¢) o d). Los puntos que distan de A menos de [y
estdn situados en el sector E 4 F los unimos con A y el dngulo o
que les corresponde queda dividido en dos partes: el »,, que es el
que corresponderia a P seglin ¢) o d) referido al lado,, y el
o, que le corresponderia segtin el mismo criterio referido al lado
de longitud A, Luego la integral

[fodxdy

extendida a la figura ACDEFGH equivale a la suma de las inte-
grales anédlogas referidas a los lados A; y A, en las que o tengael
valor definido en ). Es decir: :

[fodrdy=210,41) (6]
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f) Si a uno de los extremos de la quebrada B A M anterior
afadimos otro segmento de longitud A, de manera que la quebrada
total continde siendo convexa y consideramos tal como en e) ia
figura que comprende a todos los puntos situados en la parte de
piano hacia la cual esta quebrada es convexa y tales que su distancia
a la misma sea igual o menor que /, el mismo razonamiento repe-
tido en el nuevo vértice nos d4

ffwdxdy=21(l,+l,+l.) (7

Luego, procediendo sucesivamente se tiene demostrada, para
una linea poligonal cerrada y convexa, la férmula [1] que nos pro-
poniamos.

Si se supone ahora una linea plana, cerrada y convexa cualquiera
de longitud L, la podemos aproximar en tanto como se quiera por
poligonales inscritas, y como los 4ngulos o de estas poligonales
tienden también a los andlogos en la curva, queda demostrada
ia [1] también en este caso.

En el espacio el procedimiento de demostracién es exactamente
el mismo. Sélo la dificuitad de dibujar las figuras viene aumentada
notoriamente, por lo que hemos prescindido de ellas, con lo cual
natura!mente se hace necesaria un poco mdis de atencién en la
lectura.

Seguiremos distintos casos particulares andlogos a los de 1.

a) Sea un sistema de ejes coordenados rectangulares O.x, y, 2.
Por cada punto P del eje z comprendido entre z2=0 y z2=1
trazamos el cono de revolucién formado por los segmentos de lon-
gitud / que le unen con el plano #,y. Llamemos £ al 4ngulo
sélido en el vértice de este cono y 8 a la semiabertura. Se tiene:

i x
f udz=f22x(l-—coﬂ)lnn0d0-zl. (8]
0 0

b) En el plano indefinido x, y consideremos un 4rea f y el
cilindro recto de altura / que la tiene por base. A todo punto inte-
rior P (#,y,z) hacemos corresponder el dngulo sélido R(s,y,2)
que forman los segmentos de longitud / que le unen con el plano
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x,y. Extendida la integracion al interior de este cilindro es

f]jg dx dydz rzj:/‘dxdy‘/'lﬁdz:xlf (9]

¢) Sea ahora la parte indefinida de plano limitada por un dnguio
A O B (hégase la figura). Consideremos el conjunto de los puntos
que, estando situados a un mismo lado del plano de este idngulo,
distan de él menos o igual que /. Este conjunto estid limitado por
‘otra partc plana angular A° O’ B’ paralela a la anterior a distancia /,
mds dos sectores de cilindros circulares de ejes O 4 y OB y mas
medio sector esférico de radio ! y centro O. A la linea AOB la
llamaremos contorno. Entonces a todo punto P de este conjunto
hacen.os corresponder el d&ngulo sélido £ que limitan los segmentos
de longitud [ que le unen con la parte de plano interior al dngulo
A O B o con el contorno del mismo si dista de él menos o igual
que /. Veamos lo que ocurre con estos puntos P que distan del
contorno < /. Sea, por ejemplo, P, uno de ellos. Si no esta situado
en ninguno de los sectores cilindricos mencionados, existe otro
punto P| situado en uno de ellos y simétrico del P, respecto uno
de los planos perpendiculares al plano del d4ngulo 'dado a lo largo
de uno de los lados O A u O B. Si P, distade O més de /'y su
dngulo sdlido correspondiente se afiade al de P,, se tiene para éste
uno igual al que le corresponderia si en vez de un 4ngulo se supu-
siese un plano indefinido como en b). Si P dista de O menos
de /, entonces existe en el semisector esférico de vértice O un
simétrico P de él, cuyo 4ngulo Q correspondiente viene dividido
en dos partes por el plano P O O’; una de estas partes, sumada
con el dngulo correspondiente a P), da a éste el mismo valor que
tendria si distase de O mds de /, y estamos en el caso anterior.

Si en vez de un 4ngulo consideramos un poligono plano y el
cuerpo conjunto de los puntos que, situados a un mismo lado de
su plano, distan del poligono menos o igual que /, un razonamiento
an4logo al anterior en cada vértice del poligono y correspondiente
al 1, d), nos dice que la integral

ff Qdxrdydz

extendida a este volumen y en la que Q(x, y, z) representa el
dngulo sélido de vértice P (x,y,2) que forman los segmentos de
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longitud / que le unen con el interior de dicho poligono o con el
contorno si dista de él menos que /, tiene el mismo valor que si,
extendida la integracion al cilindro recto de altura [ y base el poli-
gono en cuestion, se supusiese para la definicion de Q el plano
indefinido. O sea, por b), si f es el 4drea del poligono, la integral
dicha vale todavia =/ . ‘

d) Sea ahora un &ngulo triedro convexo O-A B C. Considere-
mos la parte de espacio lugar geométrico de los puntos que, situados
en la parte hacia la que el triedro vuelve su convexidad, distan del
triedro una distancia igual o menor que /. Esta porcion de espacio
estard limitada por el triedro dado, més tres planos A’O,B’, B'0,C’
y C'y Oy A" paralelos a las caras del triedro, mds tres sectores cilin-
dricos de ejes las aristas O A, OB y OC.y mis la piramide esférica
cuyo dngulo en el vértice es el triedro O. 0O, O, O, suplementario
del dado.

A todo punto P (x,y,2) le asignamos el 4ngulo s6lido Q (x, y, 2)
limitado por los segmentos de logitud / que lo unen con las caras
del triedro dado, o con sus aristas si éstas distan de P menos de /.
Se observa entonces que los dngulos de los puntos contenidos en
los sectores cilindricos dichos o en la pirdmide esférica O O, O, O,
sirven para completar los dngulos correspondientes a sus simétricos
respecto los planos perpendiculares a las caras del triedro dado a
lo largo de las aristas. Con esto la

fffedx dy dz

extendida al espacio comprendido entre el triedro O. 4 B C (limita-
das sus caras por curvas A B, BCy C A cualquiera) y su superficie
paralela exterior a distancia [/, equivaldrd a la integral andloga
extendidaa sélo los espacios cilindricos de bases 048, OAC, OBC
y altura /, pero asignando a Q(x, y, z) el valor que le correspon-
deria si las caras del triedro se supusiesen indefinidas en todas di-
recciones. O sea, llamando f,, f;, /., respectivamente, a las 4reas de
las caras limitadas del triedro es:

J[feaxdy dz=rl(f, + /s + Jy). (10]

Repitiendo un razonamiento parecido en cada vértice de un
cuerpu poliedro convexo, tendremos demostrada la férmula 2] para
este caso del cuerpo poliedro.

Como un cuerpo convexo se puede siempre aproximar por cuer-
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pos poliedros convexos inscritos, cuya 4drea tiende a la del cuerpo
convexo y el dngulo Q varia también, de una manera continua
queda establecida (2} en el caso general.

Queremos terminar, finalmente, enunciando otros resultades algo
mds generales, cuya demostracion geométrica no parece posible por
los procedimientos anteriores, pero que por otro camino (en un tra-
bajo que tenemos en preparacion) hemos obtenido también sin di-
ficultad. Son los siguientes:

En el plano:

En el caso de ser [ igual o mayor que el didmeiro de la figura
convexa K, el dngulo o puede descompoiacrse en dos, a saber: el
o, que ilenan lus radios de centro P y longitud / tales que, cor-
tando a K, lienen el otro extremo también exterior, y el o, que
llenan aquellos radios cuyo otro extremo es interior a K. Entonces

se verifica:
ffw, dxdy=2IL— 2= F

ffm, dxdy=2=xF

siendo F eldrea de K y estando las integraciones extendidas al
exterior de esta figura.

En el espacio:

Con la misma condicion de ser ! igual o mayor que el didmelro
del cuerpo convexo K*, se puede hacer con el dngulo Q una des-
composicion andloga en el , que forman los radios de longitud /
y centro P que atraviesan al cuerpo convexo y el Q, que forman
aquellos otros radios cuyo segundo extremo queda interior a él.
Entonces vale:

. /ij,d.rdydz:zlS—4xV

fffu,dxdydz=4xv

siendo V el volumen de K*.
L. A. SANTALG.



