L. A. SanTALO

CUESTIONES DE GEOMETRIA DIFERENCIAL E INTEGRAL
EN ESPACIOS DE CURVATURA CONSTANTE

INTRODUCCION.

Uno de los resultados mas notables de la Geometria Dife-
rencial obtenidos en los ultimos afios ha sido la generalizacion
de la formula de Gauss-BONNET a variedades multidimensiona-
les hecha por ALLENDOERFER-WEIL [2], de la cual una demos-
tracion simple y clegante utilizando los métodos de k. CARTAN
fué¢ dada poco después por CHERN [5]. Para el caso particular
de hipersuperficies en espacios de curvatura constante los ele-
mentos que intervienen en la formula toman significado geomé-
trico bien preciso y el resultado fué obtenido, casi en la misma
fecha pero independientemente de los autores anteriores y por
camino muy diferente, por HERGLOTZ [9].

Lo demostracion de CHERN es intrinseca, es decir, no supone
a la variedad sumergida en un espacio de mayor numero de
dimensiones. Sin embargo, para el caso particular de una
hipersuperficie de un espacio de curvatura constante, el mismo
camino de CHERN conduce al resultado de HERGLOTZ de manera
simple y natural, apareciendo claramente el significado geomé-
trico de ciertos invariantes, significado que c¢n el caso general
queda un poco obscuro. Es por esto que creemos puede ser
util insistir sobre dicha demostracion, adaptindola al caso
particular mencionado de las hipersuperficies en espacios de
curvatura constante. Esto es lo que hacemos como primera
parte de este trabajo.

Como segunda parte hacemos aplicacion de la formula obte-
nida al cilculo de ciertas expresiones duales (n° 3) y a algu-
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nas cuestiones de geometria integral. Asi, en el n® 4 obtenemos
las formulas integrales (4.10) y (4.11) que generalizan a n
dimensiones unos resultados de BLASCHKE para n=2,3. En los
n° 6 y 7 se obtienen las formulas (6.7), (7.2), (7.7) y (7.9) que
anAlogamente generalizan a espacios n dimensionales férmulas
conocidas para n=2 y n=3.

1. FORMULAS FUNDAMENTALES,

Como espacio de curvatura constante K entendemos el
espacio no-euclidiano, eliptico si K >0 e hiperbélico si K <0.
Es decir, suponemos en el espacio proyectivo n-dimensional la
hipercuddrica fundamental (no reglada)

(1.1) D(xy) = Zayxr; =0 (4,7 =0,1,1,...,0)

con los coeficientes a, reales. Si & es imaginaria tomamos el
signo de los a,; de manera que para todo punto real sea &(x;)>0
y el conjunto de todos los puntos no pertenecientes a P(z,)=0
constituye el espacio eliptico; si @ es real, el espacio hiperbé-
lico es el conjunto de puntos para los cuales es P (z;) <0. En
ambos casos, los movimientos del espacio son las proyectividades
que dejan invariante la hipercuéddrica fundamental.

Las coordenadas homogéneas z; se pueden normalizar de
manera que para todo punto no perteneciente a la hipercua-
drica sea

(1.2) O (x) =

siendo K una constante (curvatura del espacio), positiva en el
caso eliptico y negativa en el hiperboélico.

Dados dos puntos A (zgy T,y ..., T,)y, B(¥ey Y1y +++y ¥s) 8 define
su «producto escalar» por la expresién

P

(1.3) (4,B) = (B, 4) = 5 Zy Y om, = 5 25, 22

2 1/,

con lo cual la condicién (1.2) de normalizacién se escribe

1

(1.4) (4,4)= % -
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La condieion (4, B)=0 expresa que 4, B son conjugados
respecto de &. Sean A4, 4,, ..., A, n puntos que sean vértices
de un simplex autoconjugado, es decir

1

(1.5) (4, 4)= % » (449 =0 (T ))
de donde, por diferenciacion,
(].“) (A(, dA‘) == 0 ) (A‘, dA,) —+ (A” dA‘) = 0 .

Consideremos un movimiento elemental que lleve los puntos
A; a los 4; +dA,; Los desplazamientos d4; pueden expresarse
en la forma

$
(1.%) dA, = 2 w; Ay

siendo los coeficientes »® formas diferenciales lineales (compo-
nentes relativas del movimiento segin E. CARTAN) cuyo valor
se obtiene multiplicando escalarmente (1.7) por el A, corres-
pondiente, resultando segin (1.5)

(1.8) ol = K (A,d4,)

y por tanto, seguim (1.6),

(1.9) olf=0, olrwi=0.

Iistas componentes relativas no son independientes. Escri-
biendo las condiciones de integrabilidad de (1.7), o sea, anu-
lando la diferencial exterior del segundo miembro teniendo en
cuenta las ecuaciones mismas, resultan las «ecuaciones de
estructura»,

(1.10) dol = ,Zo[w"w;"J

donde los paréntesis cuadrados indican multiplicacién exterior.
La distancia s entre dos puntos A, B se define por la

relacion

cos VK s

(1.11) ' (4,B)= M
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de manera que si B est4d sobre la recta que une los puntos
conjugados A, y A, y s, es su distancia a A, serd

(1.12) B =cos(YKs) Ay + sen (YK ) A; .

De aqui, manteniendo fijos 4, y 4; y bhaciendo variar B
gsobre la recta que los une,

(1.13) dB = VK (— sen (VK 8;) Ay + cos (VK 8;) A;) ds; .

En particular, para $,=0, o sea B = A, resulta dAo=V‘IfA‘da,-
y por tanto el elemento de arco sobre A A; a partir de A, vale

)

VK

y el elemento de volumen del espacio, correspoudiente al
punto A, se escribird

(1.14) ds; = VK (4:,d4,) =

1
(1.15) dV = F—z [wolwoz ...a)o"] .

Para definir el dngulo ¢ entre dos rectas que pasan por 4,
se toman los puntos 4, B; conjugados de 4, sobre estas rectas
y entonces ¢ se define por

{1.16) cosp = K (Aq, By) .

De aqui se deduce, de manera andloga a la anterior, que
el elemento de dngulo sobre el plano A AA; a partir de la recta
AA; estd dado por

(]17) d?ﬂ = K (A,, d.i() = w;’ .

Por tanto, el elemento de dngulo sdlido correspondiente a
la direceiéon A,4; sera

(118) d.Q{ = [w;l(ui’... w;"‘ wf“... w{’] .

2. La rorMuLA DE Gauss-BoNNET.

En el espacio n-dimensional de curvatura constante K consi-
deremos una hipersuperficie cerrada, orientable 8 de clase = 3,
que sea el contorno de un cuerpo Q.
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En cada punto A, de § consideremos el simplex autocon-
jugado Ay 4,, ..., 4, tal que el hiperplano determinado por
Ay, A, ..., A, sea el hiperplano tangente a S y por tanto 4,4,
la normal a S y, ademas, las direcciones 4,4,(=1,2,..,8—1)
sean las direcciones principales de § en el punto 4, Segun
las notaciones (1.14), (1.17) y la definicién de los radios de
curvatura principales, seri

(2.1) wn‘ = dp= — R—t

siendo R, el radio de curvatura principal segin la direccion 4,4,
(f6rmula de O. RODRIGUES para espacios de curvatura constante).
Segin (1.18) es también

a1 (d8,d8y ... ds ] [— 1 4F
RIR’ .eo Rn—l - Rle coe I{ﬂ—l

(2.2) a8, =(—1)

siendo dF el elemento de drea de S en el punto 4,.
Siguiendo a CHERN [5] consideremos ahora las formas dife-
renciales, definidas para valores de & tales que 0= 2h=n-—1,

0
(2.3) Pp=Zeau,...0_, [Wa 0] [0y 03] ... [0y, , 03]
n n ) n
(@ag 4 1 Wagyy g +o» Wa,_,]

donde faagent, vale cero si hay algin indice «; repetido y -+1

o —1 seglin que la permutacion (a,aq ... a, ;) sea par o impar
respecto el orden natural 1,2, .., n—1. La sumatoria estd
extendida a todas las permutaciones de los indices 1, 2, ..., n—1.

Para ver la interpretaciéon geométrica de estas formas dife-
renciales, observemos que segin (2.1), (1.14) y (1.9) se tiene

ds,, ds,, ... ds,
[2.4] & =(—1"K* Ze, ..., [ i)

- R“2h+l Rﬂzh 42" Rﬂn-l
Introduciendo las curvaturas medias
1 1 1 1 '
2. = — e — =
(2.0] ™ 3R"1 Raz If":' ' o !

"3
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donde el paréntesis indica la funcion simétrica elemental de
orden ¢ formada con los 1/R, (i=0,1,2,..,n—1) y teniendo
1

en cuenta que dF=[ds, ds,...ds,_,], se tiene también
(2.6) @y = (— 1) (n—1)! KPmp_gp-r dF .

Por otra parte, consideremos también las formas diferen-
ciales (para valores de h tales que 0- - 2h-<n—2),

0 N (U (4
(2.7) Py =2(h + 1) Zey,...qp_, [0, 0] [wa, 05'] ... [Way, ., 00]
n n
[@ay, +2 0 Wa,_,]

cuya significacion geométrica, procediendo igual que antes re-
sulta ser

(2.8) P =2 1"+ 1) K™Y —1)! mpgp0dV

siendo dV el elemento de volumen del espacio, o sea, dV =
=[ds, ds; ...ds,].

Teniendo en cuenta las ecuaciones de estructura (1.10) y
las reglas de diferenciaciéon exterior, de (2.3) y (2.7) se deduce
la relacion fundamental siguiente (debida a CHERN [5])

Ny _ n— 2/1_~l ’
(2.9) do, Yyt + YT 31 h
(] sea.

2(h +1)

D) ys _ Y

(2.10) Vs P S (dD, V1)

formula recurrente que permite escribir
(2.11) Wy = dby
siendo

(2h + 2) ... (24 2) _
(n—24A—1) ...(n —2h—1) *

A
(2.12)  Op= X (—1)"*
Am0

para valores de . tales que 0-=<"2h-"n—2.
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Distingamos ahora dos casos segiin la paridad de =.

1° n par. - Pongamos n="2p. Queremos aplicar la formula
de STOKES

(2.13) /0,,_1= [(10,,-, - /w,,_,

§ 9 Q

a la hipersuperficie § y al cuerpo @ que ella limita. Para
ello observemos que el campo de las normales 4,4, a § se
puede prolongar por continuidad al interior de § excepto para
un numero finito de puntos cuyo numero es precisamente
igual a la caracteristica de EULER-POINCARE x(Q) del cuerpo Q(}).

Rodeando estos puntos por esferas de radio ¢ y haciendo
luego «- 0, la parte correspondiente a estas esferas en la inte-
gral del primer miembro de (2.13), segia (2.12) y (2.6) se
reduce a

2p (2p—2)...2
@1g) (=1t REEE Dt 1)1 0, 5(Q)

giendo O, _; el Area de la esfera euclidiana (n—1)-dimensional
de radio unidad, o sea, en general

2”(i+l)/2
L1 +1)
! (—2—)

El signo menos en (2.14) es debido a que estas esferas
de radio ¢ limitan a @ por su parte exterior.
Introduciendo las integrales de curvatura media

(2.15) 0; =

(2.16) M = ( mid P

K8

() Recordemos que si Q estda descompuesto en simplices y a es el nimero de
ellos de dimensién i, es

1@ =ay—a,+a—..+(— "V an .
Para el contorno S de Q es

7(S) =0 (n par) . 72(8 =27(Q) (n impar)
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segun (2.12), (2.6), (2.8) la férmula (2.13) se escribe por tanto

-1 2 20(2p—2) e (PA+2) L.
w1 2p(2p i
{.:o< b (n—24—1)..3.1 A (0 — 1) Myogiy

_ 20(2p —2)... 2
— (= 1) l(n—pl()f)n—;) 23 (n— 1)1 Op1 2(Q) =

=2(—1)’pKP(n—1)!V,

giendo V el volumen de Q.

Introduciendo las dreas O, definidas por (2.15), simples trans-
formaciones de los coeficientes permiten escribir esta formula
en la forma

Pl (p- 1 O, LA . 1
: . S —— 4‘ Y L4 E
(217 Afo( 24 ) Op-1-22 O A M pogios + BTV 2 On2(Q)

que es la férmula generalizada de GAUSS-BONNET para » par.
20 n {mpar. - Pongamos n=2p + 1. En este caso de (2.9)

se deduce d®,=¥,_, y por tanto, de (2.11),

(2.18) d(0py— Pp) =0 .

La formula de SToKEs aplicada a la hipersuperficie S y al
cuerpo Q que ella limita, nos da ahora

(2.19) fo,,-, - fqb,, =0
S

8

o bien, teniendo en cuenta, como antes, que para llenar el
cuerpo @ con un campo de normales continuo, debemos aislar
un numero de puntos igual a x(Q) y rodearlos por esferas de
radio ¢ que luego puede tender a cero, resulta

o pr 222 2) .. (224

2) ,
10 (mn—24A—1)..4.2 K (n—1)! Mngier

2p(2p—2)..2

-1
—(-1)’Kp(”_1)!F_(——1)p (n——l)(’n ——3)--.

5 (0~ 1)1 004 1(Q) = 0

donde F es el 4rea de S.
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Simplificando y transformando los coeficientes de manera
que aparezcan las dreas O, resulta

Pzl (-1 On 1 1
e20) (") gy K M= 5 0n2(@)

donde debe entenderse que es JM,=F, de acuerdo con (2.5)
y (2.16). En resumen:

La férmula generalizada de GAUSS-BONNET para espacios de
curvatura congtante K se escribe

2.21)  naMas + ncgMucg + oo+ 0 M+ K™V = -;- On 7 (@)
para n par, Y
(2.22) CastMpor + CnaMps+ .o + ey My + coF = % On 2(Q)

para n impar. En ambos casos M, son las integrales de curvatura
media defintdag por (2.5) y (2.16) ¥y

_(n— 1 On >(n-1-1)/23
(2.23) Cs ( ; ) 0:0nas K .

Para n impar puede sustituirse (@)= 1; 2(8).

3. FORMULAS DUALES EN EL ESPACIO eLiPTICO.

Consideremos el espacio eliptico (K > 0) y, por gimplicidad,
el caso K=1.

Dada la hipersuperficie orientable y cerrada §, la paralela
a distancia /2 se llama la «dual» o «polar» de S; la repre-
sentaremos por S*. Si @ es el cuerpo limitado por 8, el cuerpo Q*
limitado por 8* por el lado que no contiene a @ serd el dual
polar de Q.

Entre las integrales de curvatura media M, de Sy las M*
de 8* existe la relacion [11]

(3.1) M* = Mpget - (i=0,1,2,..,0—1)

Por tanto, escribiendo (2.21) para S*, teniendo en cuenta
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(3.1) y que x(@*) =x(¢)), resulta (poniendo J,=F),

(S

(3.2) Cnea P+ enaMg + oo+ e Mug + V=2 0 7(0)
que permite calcular el volumen V* del cuerpo polar de ¢,
para n par.

La misma (2.21), teniendo en cuenta (3.1) y que M,*=F"*
(irea de S*) nos da

(33)  epaF* b ensdlns e v e My £V = S 0, 7(0)

de la cual se deduce el drea F* de la superficie polar S*
para n par.
Para n tmpar, la formula dual de (3.22) es

1
(3.4) CactFt eng Myt oo+ @ Must cl'* = 7 Ony(8)

donde se ha aplicado la relacion (@) = -1; 2(8).

Para n impar, el volumen V'* del cuerpo polar no se puede
obtener por dualidad de la formula de Gauss-BONNET. En este
caso V* se puede calcular restando al doble del volumen
total del espacio eliptico (o sea (),) el volumen del cuerpo para-
lelo exterior a @ a distancia =/2, dado por la firmula gene-
ralizada de STEINER y aplicando luego (2.22) para simplificar
el resultado (ver ALLENDOERFER [1]). Se obtiene asi, para =»
impar

1
(3.H) Cn-g Mg+ Cnu .1[,,_4+...+cl.1[,+ V4+V*= (1-——_—) Z(Q))U“

donde también se puede sustituir 7 (@) por su igual _];z(S).

Ejemplos. - Para n=2, (3.2) y (3.3) nos dan las férmulas
elementales L -+ F*=2ax(Q), L* + F=2ay((), habiendo llamado
en este caso L a la longitud del contorno de ¢ y F al drea.

Para n=3, (3.4) da '

P+ F* =27y (8)

relacion debida a BLASCHKE {3] y (3.5) da
M+ V4 V*=2n%— a2y (Q)
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Para n=4, (3.2) y (3.3) dan respectivamente

2F + 3, + 3V* = 4n24(Q)
2F*+ 3M, + 3V = 4a2y(Q)

Para n=>5, segin (3.4) se tiene

Fo2lly+ Be= 3 2 (8)

y segun (3.5)

My+ M4V Vo= (1—% x(Q)) 7.

4, UNA APLICACION,

Consideremos el espacio eliptico n-dimensional (K=1) y en ¢l
el cuerpo @ limitado por la hipersuperficie § del niimero anterior.

Recordemos que si dos normales a S en puntos consecu-
tivos de una misma linea de curvatura (por ejemplo la tan-
gente a la direccion 4,4, n° 2) se cortan en el punto C; tal
que Cid=o; y el elemento de arco sobre la linea de cnrvatura
ex ds;, se tiene ds;=sen o dy, siendo d¢; el dngulo entre las
dos normales. Por tanto el elemento de drea dF de S se
puede expresar

n-1
(4.1) dF = [IT sen g;de;] .
b}

Por otra parte, entre los o, y los radios de curvatura
principales R; introducidos en el n® 2 existe la relacion (6,
pag. 214},

(4.2) | Ry = tgo; .

Tomemos ahora a partir de los puntos A, de § y sobre
las normales, segmentos de longitud A(— /21" na/2). 8Si1>0
tomaremos el segmento en la direccién positiva €4, y s8i 1<0
en la direccion negativa A,C,. El lugar geométrico de los
extremos de estos segmentos constituye la hipersuperficie S,
paralela a 8 a distancia 4. El elemento de éarea dF, de 8,
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segin (4.1), sera

n~-1
(4.3) dF; =[1I sen {o: + A) d¢g]
1

o bien, segin (4.1) y (4.2)

n~-1

(4.4) dF, = 11 (cos;. 4 fend
1

E;

)aF

y el elemento de volumen del espacio correspondiente a un
punto P de §;, serd

(4.5) dP = [dF,dA] .

Veamos el signo de este elemento de volumen. Cada factor
sen (o, + A)dp; de (4.3) es positivo para — ¢, <Z 7= a2 y nega-
tivo para --n2-<-1<-—p;; en el primer caso la distancia PA4,
es un minimo de las distancias de P a los puntos de la linea
de curvatura tangente a la direccion 4,4, y en el segundo
caso un mdximo. Para cada punto P de la normal 4,4, a §
y cada linea de curvatura A,4; definimos el niimero 4, igual
a +1 si la distancia PA, es un minimo e igual a—1 si es un
maximo; si no es ni maximo ni minimo pondremos é,=0. El
signo del dP correspondiente a P seri el signo del producto
v(P, A,) = 0,04 ... 8,_,. Por tanto, integrando (4.5) a toda la
superficic # de § y a todo 4 entre —n2<<A-<x 2, en el pri-
mer miembro el elemento de volumen dP aparece factor comin
de la suma de los coeficientes » correspondientes a las distintas
normales trazadas desde P a 8. Es decir, si estas normales son
PA,,y PAgy,, ... poniendo N=f’v(P,Ao,,), resulta

n|3
n-1
(4.6) [ NdP = [ / T (cos}. + s—e#) dFda .
R Jo. 1 (O

8 -x/%

Teniendo en cuenta que

w2 0 si 7 es par
(4.7) cos™ilsent-14dA = ? 20,

——— Bi ¢ es impar
Op-i Oi1 ’

-7/3

segiin la definicién (2.16), (2.5) de las integrales de curvatura
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media y la notacion (2.23), resulta

(1.8) [ NAP = 2(co Mg + €My + oo + oy Mp_g)

gi n es impar, y

(4.9) j NAP = 2(coMy + &My 4 ... i CngMpg)

si n es par.
Teniendo en cuenta (2.22) y (3.2) estas formulas toman la
forma simple (puesto que para K =1 es ¢=¢,_;_;),

(1.10) deP = On2(Q) para » impar
(4.11) [NdP= Ony(Q) —2V* para n par

En el primer miembro las integrales estin extendidas a
todo el espacio eliptico. Para n=2,3 estas formulas son debidas
a BLASCHKE [4].

5. DENSIDAD PARA CONJUNTOS DE RECTAS.

Para determinar una recta G en el espacio de curvatura
constante K (o sea, una geodésica del espacio), supongamos
una hipersuperficie § fija que corte a G; sea dF el elemento
de area de S correspondiente al punto P de interseccion, dO,,_,
el elemento de Area sobre la esfera euclidiana unidad de centro P
correspondiente a la direccion de la recta y ¢ el 4ngulo entre G
y la normal a S8 en P. Entonces la densidad para medir
conjuntos de rectas es [12]

(5.1) dG = | co8 @ | (dOp_1 dF] .

De aqui se deduce inmediatamente, por ejemplo, que la
medida del conjunto de rectas que cortan a una hipersuperficie

convexa y cerrada es igual a 41—7'0,,1«‘ [12].
Sea t el arco sobre G. Si dt es el elemento de este arco en

19
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el punto P de (7, de (5.1) se deduce

{5.2) [dG dt}] = jdt),_ d P}

siendo dP=|cos ¢ [dF di] el elemento de volumen del espacio
correspondiente al punto /. Integrando ambos miembros de (5.2)
a todos los puntos / interiores al cuerpo ¢ limitado por 8,
en el primer miembro el arco t podria variar dentro de la

; . . i .
cuerda /4 que (/ determina en () y el segundo miembro da O, 1

{tenicndo en cuenta que a direcciones opuestas corregponde la
misma geoddsiea). Se tiene asi la formula integral

. 1 '
(5.3) [4d6G = 5 Opy)

que es independiente de ' v vale aun para espacios de RIEMANN
cualesquiera {12]. En (5.3) la integral esti extendida a todas
lag rectas ¢ que cortan a ().

6. FORMULA INTEGRAL DE LAS CUERDAS.

I'n el espacio euclidiano (A =0) de » dinrensiones, genera-
lizando una conoeida formula de CROFTON para n=2, HADWIGER
ha obtenido la formula integral {7},

(6.1) /lﬂﬁdGrln(n +1) V2

(2]
-

donde, como en e] nimero anterior, i significa la longitud de
la cuerda que la recta «(/ determina en el cuerpo @, supuesto
ahora convero, de volumen V. La integracion estia extendida a
todas las rectas del espacio.

Nuestro objeto es generalizar esta formula al caso de los
espacios de curvatura constante.

Sean P,, P, dos puntos de la recta G y sean ¢, t; los
valores de ¢ correspondientes a los mismos. En un sistema de
coordenadas polares de origen P, ¢l clemento de volumen
correspondiente a I3 vale como se sabe

L
sen" VK |t,—1,|
PERE

(6.2) ap, = [dt,d0n1]
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Multiplicando exteriormente por d/, y teniendo en cuenta (h.2)
resulta
sen™ VK |t

by
(6 3) (A1 dP,) = A*iﬁﬁi*“"l [dt,dt,dG )

formula obtenida por otro camino por HAIMOVICI {8].

Sea ahora @ un cuerpo convexo e integremos (6.3) a todos
los pares de puntos I, P, interiores a (). Kl primer miembro
vale V2, siendo V" el volumen e Q. En el segundo micmbro,
si 7 es la longitud de la cuerda que G determina e¢n @ apurece
la integral

, . F sen™! 'Kt ¢
(6.4) Gony (8, Ky [T
0o
que vale
- oo 2 1 ne1 5
(6.5) Pa-1 (4, A) = 1) KO \;I—— — sen VYR A

Bz (- 2) (e 2i)

Ty (B 1=z

(n 2) .31
(n1)..412

sen™ MY K l\ 1 KAz,

para n impar, y
)

(n—1 )'}1 (n+1)/2

w2z (n o 2) .0 - 20)

(“.6) (Dn-l (;'9 l\-) = l;“;"i Sen"—l V i\" }-

n—2)...14.2

sel n-1-2i "/I' 7 \w- ' > i
e Y KA gy Ty VRA

hal ]

=1 (n— 3) o (n--1—2i)2

o 3
para n par. Para n=2 resulta P, (4, K)=2(/Ki—senyHKi) K ?.
La integracion de ambos miembros de (6.3) nos da por tantc

(6.7) [ ®uer 2, Ky =1

donde en ¢l primer miembro la integracién estd extendida a
todas las rectas G que cortan a @.
Por ¢jemplo, para n=2 se tiene

p [ e



—~ 202 -

siendo I el drea del dominio convexo ¢. Para n=23.

1 7 | -
B 2 h 2y ;o= 212
K / (). j; sen VK ).) d( 1

Y para n=4,

1 ( 1 -, 1 —~ 3 ..
e A i S(‘\na l A - se I 1 d(' =- 1 2 .
K‘j T7 LY Sl Jd6 =4

Obhsérvese que para KA -0 resulta siempre el resultado de
HADWIGER (6.1).

7. FORMULAS DUALES DE LAS INTEGRALES DE LAS CUERDAS.

En el espacio eliptico, K=1, a las formulas del niimero anterior
corresponden otras formulas duales.
a) Consideremos primero la féormula (5.3). Por dualidad, a
una recta @ corresponde un espacio lineal L, _g de dimension »— 2.
La densidad para conjuntos de estos espacios la indicaremos
por dL,_, y su valor es igual a la densidad 4G de su recta
dual. Supongamos ¢ convexo. A la longitud % de la cuerda que ¢
determina en ¢ corresponde el dngulo 7 — ¢, siendo ¢ el dngulo
formado por los hiperplanos tangentes a ¢ trazados por L, _,.
Por tanto, la féormula dual de (5.3) es

On_l V‘ .

™

(7.1) [(n ~-@)dL,_g == :

Como la medida total de los L, , exteriores a @ es igual a
la medida de las rectas que cortan a su dual Q* y por tanto

igual a [%O,J‘*, (7.1) se puede escribir

1 .
(7.2) fquu,,._gz l OnF* 5 OpgV

donde la integracién esti extendida a todos los L, ; exteriores
a @, ¢ es el Angulo formado por los hiperplanos tangentes a ¢
trazados por L, ,, F* es el &rea de la hipersuperficie §* del
cuerpo dual de @ y V* es el volumen de este cuerpo dual.
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L.os valores de F* y 1"* pueden sustituirse por invariantes
cuerpo @ aplicando las formulas del no 3,
Por ejemplo, para n=2, (7.2) gse excrihe del

(7.3) / @dP = n(L — F)

siendo ¢ el angulo de las tangentes a la figura convexa () tra-

zadas desde el punto P, L la longitud y F el drea de Q; la

integracion extendida a todo el plano eliptico exterior a ¢).
Para n=3, resulta

(i) [ @i =2y ¥) L b

De aqui se deduce, por ejemplo, que para todo cuerpo
convexo del espacio eliptico se cumple la desigualdad

o
(7.5) bl

(M, + V).
Para los casos particulares (7.3) y (7.4) ver [10), [12)].
b) Consideremos ahora la férmula dual de (6.7). Observemos
que para 7 par es, segun (6.6),
2(n- N ... 4.2_
(n—1)(n—3)..31

(7.6) Pna(a @ lj=Pp,y(g 1)+ n
C4(n--2)..42
m-1)..31 %

y por tanto, teniendo en cuenta la medida total de las rectas
que cortan a @ y la formula (7.2), resnita que la férmula
dual de (6.7) para n par es

(n—2)y(n—4)...2
2(n 1)(n—3)...1

(7.7) / Ppr(@p, 1)dLng = V*2+ (OaF* — 40,1 V%)

donde la integracion estd extendida a todos los L, , exteriores
a (), ¢ representa el dngulo formado por los hiperplanos tan-
gentes a  trazados por L, ., @, (¢, 1) es la funcién (6.6),
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F* y V* son el direa y el volumen del cuerpo Q* polar de ¢,
que pueden calcularse a partir de los invariantes de @ por medio
de las formulas del n° 3,

Por ejemplo, para n="=2 resulta

L aF

1o —

/ (g — sen@)dp =

que es la clasica formula de CROFTON para el plano eliptico.
Si n es impar, segiin (6.5) resulta
! (n—2)...3.1 .
.8 Dy (7 - = b, _ P TR gt
(7.8) a1 (@) = Puoaie 1) (n—1) (n—3)... 427
2(n—2)...3.1 x
m—1)(n-—3)..42 "%

v la formula dual de (6.7), aplicando (7.2), resulta

) e (M—2)(n-~-4)..3.1 a , ,
. 2 — - *
(le¢pﬁﬁlwwmzl*fullﬂn m"424(mm 40,_41'*)

donde los distintos térininos tiemen el mismo significado de
antes.
Por ejemiplo, para n=3, resulta

3

{(qﬂ— sen2 @) dG = (M, + V)2 — 1 r

o/

I —

.

-

como ya obtuvimos en otro lugar [12].
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