
Sur quelques problemes de probabilités geomètriques, 

par 

L. A. SANTALÓ à Rosario, Rép. Argentina. 

Si on jette au hasard sur ]e plan oú ii y a un réscau uniformo 
(§2, par exemple figs. 6 ,7 ,8,9) une ligiie do longueur et forme 
quelconque on peut obtenir dans tous ]es cas la valeur mbyenne du 
nombre de points d'intersection avec le réseau( ' ) . Mais dans le cas 
oü la ligne est simplement un segment de droite pas trop long peut 
obtenir, dans beaucoup de cas, non seulement la valeur moyenne si 
non la probabilité d'avoir un certain iiombre de points d'intersection. 
L'objet de ce travail ost do déterminer cette probabilité dans quel­
ques cas particuliers, c'est à diré, de déterminer la probabilité de ce 
qu'un segment jeté au hasard sur un rosean do la forme des figures 
6 ,7 ,8 ,9 et I I ait un nombre determiné de points d'intersection. 

§ 1 . Mesure de quelques ensembles de segments. 

1. Densité cinématique. La position d'un segment de droite 
orienté sur le plan est déterminée par les deux coordonnées x, y de 
Tune de ses extremités et l'angle gp qu'il forme avec uno directiou 
fixe. 

Pour mésurer des ensembles des seg-
jnents de la méme longueur on prend 

(1) m^fdxdydcp, 

O 
Ï 

c'ést à diré, l'intégrale sur l'ensemble ^ ,\j ̂  
consideré, de l'expression differentielle 
dK=clxdydçp qu'on appelle densité ci--
nématiqueC''). p¡g ^ • , ., 

Par un changement de variables on voit que cette densité cine-, 
matique peut ètre exprimée aussi par 

(2) dK=dpd9dt, • 

oü (fig. 1) p et d sont les coordonnées norm^Lles. de la droite qui 

(^) L. A. S a n t a lo : Gi'ometria Integral 31. Sobre A'alorèa medica y proba­
bilidades geométr cas, Hamburg Abliàndlungen 1939. • , 

(2) W. B l a s c h k e : Vorlesungen über Integralgeometrie. I, 1936, pag. .2. 
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contient Je iségment et t est la coofdonnée qui fixe l'origine du seg­
ment sur cette droite. 

2 . Mesure des segments qui coupent une figure convexe. 
En prenant l'expressiou (2) de la densité cinématique, pour mesure 
de l'enscmble des segments de lougueur í.qui coupent la í3gure con­
vexe K on trouve 

(3) m = fdpdedt = Ua + l)dpde, 

ou o- représente la longueur de la corde que la droite du segment 
determine sur K (fig. 2). En appliquant deux formules connues(^): 

(4) ía-dpde = 2TrF, 

dpd.e = 2 L , • 

on obtient la mesure clierchée 

(5) m=%ivF^iL) 
Fig. 2. 

oú F est l'aire, L k longueur de la figure convexe K. 
3 . Mesure des segments or ientés to ta lement conterius dans 

une figure convexe. Soit une figure convexe K et un segment 
orienté S de longueur 1. Nous voulous calculer l'integral (1) sur 
tout l'ensemble des segments de longueur I qui sont contenus dans 
li. 

Prenone la forme (2) de la densité cinématique. E n appeJlant 
-> 

cr la longueur de la corde que la droite contenant le segment 8 de­
termine sur K., on puut intégrer dt et on obtient 

(6) W i = fdpdedt= f (a--i)dpde. 

Pour chaqué valeur de 6, si AB et CD (fig. 
3) sont les cordes de longueur I correspon dan tes 
à cette direction, on aura 

(7) f<Tdpd9= ['"(aire ÁBEDGF)d6, 

¡Ídpd6=Ç\a,\TQ ABGD)d9. 

Si on représente par ^ l'aire de la part 
couverte de bachures dans la figure, c'est à diré, Fig. 3. 
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l'aire comprise entre la figure K et lo parallélogramme ABGD,on 
a done 

(8) 
J n 

me 

L'intégration du deuxième membre de cette égalité n'est pas en 
general facile. Nous alJons la calculer dans quelques cas particuliers. 

4 . Cas du cercle. Nous voülons calculer l'intégrale (8) dans 
le cas oü la figiire K est un cercle de rayón r. Si la longueur du 
segment est ZS;2r, la mesure ÜJÏ, de l'eñsemble des segmeiits qui sont 
à l 'intérieur du cercle est evidemmeut nuUe. Si Z<2r, ou voit que 
Taire ^ de (8) est constante et égale à 

I 
(9) <?=7rr^ —2r·^arc sen-J-_,|/, 

2r y 4 

On a done, pour inesure des segments de longueur Z(í<2r) qui 
sont à l 'intérieur du cercle de rayón r : 

(10) 3K, = 27r(7rr '- - 2r° are sen— — Z1/ ?•' — — | 
2r y 4 y 

5 . Cas du para l lé logramme. Pour pouvoir calculer facilement 
l'intégrale (8) dans le cas ou la figure K est u n parallélogramme, 

il faut supposer que la longueur I du segm"nt orienté S est égale 

ou inférieure à la plus petite hauteur du parallélogramme. Dans 

ees conditions il y aura dans chaqué direction segments S contenus 
A 

dans K. En posant P(S=:a, PQ = b, pour chaqué valeur de 6<P on 
pèut calculer (fig. 4) 

M Q 

Fig. 4. 

PM^b-lcose + I 

(11) 
tang P •seni 

PN=a — 
s e n P 

sen 6. 
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L'aire í? de la formule (8)' est égale à déux fois l'aire du tri­
angle NPM, c'est à diré, 

(12) ^^PM • PN sen P = F-~ Ib sen B-la seu ( P - 0) 

+ í'' sen Q cos 0 • 
tang P •sen 

d'oü 

(13). r ^dd=P' F+{a + b)l cos P - ( a + 6)Z + — ( 1 - P c o t P), 
Jo 2 

P représente l'aire du parallélpgramme.. , 

En faisant de lüéme pour 0 variant dé P à TT on trouve 

(14) f " me=(-7r-P)F-{a + b)l cos P-ia + b)l 

+ - ^ [ 1 + ( T T - P ) cot P ] . 

E n faisant la somme de (13) et (14) et en> multipliaút par deux 
pour obtenir l'intégration de í? à 2TT, on a 

(15) 3«,=z2 T T P - 2(a + ò)Z + —(2 + ( T T - 2P) cot P)^ 

Dans le cas oü le parallélogramme est un rectangle de còtés c 
et b et tonjours dans l'iiypothède de l-<a, l<b on a 

(16) 2«i=2[7ra6-2(a + ò)? + r ] 

5. Cas du triangle. , Nous supposons que I est inférieur o\ 
égal à la plus petite des hautcurs du triangle. . .Pour chaqué 6 -Íi 
valeur de J'aire $ de (8) est l'aire du triangle AMN de la figure í 
On aura 

(17) $ : ~ÁM'AN^&nA = ~ • í sen ( 5 + 0)1, . 
1— ^—•—-\bc sen A. c s enP 

L'intégration de 0 à TT, on pe.ut la supposer divisée en trois partit 
de 0 à 4 , de 0 à J5 et de 0 à C, correspondantes aux trois angle 
du triangle. On aura • 

(18) r ' ' $ d 0 = - l 6 c s e n j U + ^ 
2 L ' 2c ' sen-£ 

X (A + sen C cos C+senP cos B) •^. 21 
c seu B 

(cosB + cosC) 
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MaiSjdans le triangle ÁBG on a , • . , ...^ 

• , 2T = bc sen A —ac.SQnB 

=ab sen C, 

(19) \ a — h eos C + c eos i?, 

b = c eos A + a eos C, 

c==a eosB + b eos J , 

oü iẐ  représente l'aire du triangle. Avec 
ces égalités, (18) s'éerit: 

(20) f''^d6=TA+—r\ 
Jo 4 I 

a A , acosC , acosB 
H : 1-

c seu B b 

— al (cos B + cos 0) 

Les relatious (19) douueut en outre 

aA 
' (21) 

dono, fina i eme nt 

c sen B 
= A cot C + vlcot JB, 

(22) f 
•Jo 

^de = TA+ r AcotB + A cot C 

aZ(cos i ' + cos G). acosB . g cos C 

De mème 

(23) 
JJ A 72 

f $de=TB+— 
Jo 4 

(24) 
Jo 4 

i ? c o t C + 5 e o t ^ 

— òí(cosO+cos A), 

CcotA + GcotB 

— cl (cos A + cos B). 

b cos G b cos A 
a c 

, c cos A. . c cos B 
H ; 1 

En faisant la somme do (22), (23) et (24) et en multipliant par 
deux puisque l'intégration (8) doit s'étendre de 0 à "¿rr, on trouve: 

(25) Tli=27rT-2lL + ~ ^ ((7r-u4)cot^ + l ) 
^ A, J), O 

oú L=a + b + c. 
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Comme chaqué segment non orienté dónne lieu à deux- segment; 
orientés, si on veut la mesure des segnaents non. oríeníés contenu 
dans une figure coiivexe, on doit diviser par 2 les expressions an 
térieures (10), (15) et (25). 

§2 . Réseaux uniformes. 

Nous dirons que le plan est couvert par un réseau uniforme d 
lignes, dans le cas oü il est subdivisé par figures finites congruente 
qui remplissent tout le plan. L'aire de cette figure fondamental 
nous la representons par c et la longueur de la partie de ligne qu 
Ini appartient par u. Les figures 6, 7, 8 ,9 ,11 sont des exemples d 
réseaux uniformes. Deux positions d'une mème figure sur le pla 
d'un réseau sont dites différentes dans le cas' oú elles ne peuvec 
ètre ammenées l'une sur l 'autre par une translation du plan qv 
laisse invariable le réseau. Le nombre de positions différentes qu 
peut prendre un segment de longueur I placé sur le plan d'un résea 
uniforme, a une mesure finite. Pour l'obteuir il suffit de considere 
l'expression (1) de la. mesure et laisser occuper à l'extremite• a;, ; 
tous les poiuts de l'aire fundaméntale c et daus chaqué position fair 
varier g?, de O à 2Tr. On aura done pour mesure totale des positioE 
d'un segment orienté sur le plan d'un réseau uniforme 

(26) 3ftt= í dxdyd<p = 2^0 

Ón demontre . auss i ( ' ) comme généralisation dans le cas d( 
réseaux unifoi'mes d'une formule de P o i n c a r é de la Géométri 
Intégrale que, si n est le nombre de points d'intersection du segmei 
S avec les lignes du réseau on a 

(27) X ndK=4ul 

oü, comme toujours, I est la longueur du segment et u la longuev 
de la part du réseau intérieur à chaqué aire fondamentale c. L'ii 
tégration de (27) est étendue sur toutes les positions différentes c 

S. 
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§3 . Probabilités geomètriques. 

1. Reseau de cercles. Soit le réseau de la fig. 6. Les cercles 
ont le rayón r et lents centres sont places sur les sommets des 
parallélogrammes de cotes a et b. Pour ce réseau est 

(28) c = a6 sen a, u=27rr. 

O o 
o o 

o o 
• Fig. 6. 

Supposons un segment de loiigueur I tel qu'il ne puisse couper 
qu'un seul des cercles du réseau. Répresentons par 91li la mesure 
des positions du segment dans lesquelles 11 a un seul poin d'inter-
section avec les circónf eren ees du réseau. Par ^2 la mçsure des 
positions dans lesquelles il a 2 points d'intersection. Par 3Jíi la me­
sure des positions dans lesquelles le segment reste complètement 
intérieur à une circonférence et par 3Jíe la mesure des positions oü 
le segment est extérieur à tous les cercles, 

Nous allons calculer ces mesures. 
La formule (26) nous donue la mesure totale des positions dif-

fèrentes, c'est à diré, selon (28): 

(29) g«,=9JÍ1 + g)Í3 + aii, + 9)ïe=27ra& sen a. 

La formule (27) donne 

. (30) 9Jfi + 2W2 = 4í-27rr. 

La formule (5) s'écrit 

. (31) m,+Tl, + ̂ t = 2i'7rV+27rrl). 

; Finalement (10) nous donne 

(32) 3Jl, = 27r TTí- — 2r are sen ~-l]/r' 
2r . V 

il 
4 
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Moyennaut ces 4 éqimtjpqs on peiit détermiuer Jes 4 mesures 
chercliées. On Irouve 

aJÍ ,^47rV-2W(, 

3J?2=47rrZ-'27rV + 3)ï„ 

• (33) 

(34) • 

(35) 1m, = 27rabíiencc-27r'V~47rrl. 

Ces mesures nous donuent Jes soJutions de probabilités suiA^antes: 
" Un segment de longueior I est placé au hasard sur le plan du 

rcseau des cercles de la fig. .6. En supposant que ce segment ne 
puisse couper qu'un seul des cercles du rdseau, les probabilités respec­
tives de ce qu'il ait un point d'intersection, ou deux, qu'il soit 
totalement intérieur à un des cercles, ou bien soit extérieur, sont 

Tl,^27rV-mt 

'Síit 'rrab sen a, 

m, 47rrl-27rS-'-^m, 

(36) 

p,--

P2--

pi­

pe = 
^e 

2'7rab sen « 

2iTab sen « 

2'irab son «— 2TTV—4.irrl 

m, 2-jrab seu « 

Dans ces formuJcs 2)í¡ a Ja vaJeur exprimée par (32) et si l^2r 
est a)ï<=0. 

Si J'on veut seuJement avoir Ja probabiJité de ce que Je segment 
coupe queJqu'un des cei'cJes du pJan, iJ sera' 

m, + m^ 2irV-\-4-n-rl-'m, 
(37) p-- m, 2iTab sen a 

2 . Réseau de parallélogrammes. Soit Je réseau de Ja fig. 7 
ou ceJui de Ja fig. 8. Pour ees réseaux Ja figure fondamentaJe est 
un paralJéJogz-amme et on a 

(38) c ^ a ò s e n a , u — a + b. 

Suppnsons qu'on jette au Iiagard sur Je pJan un segment de Iqi^gueiir 
1. Faisons l'hypothese que I est suffimmment petit pour ne poüvoir 
posséder avcc le r.'seau que 2 points d'intersection au máximum. 

En appeJant Mi(i=0,1,2) Ja mesure de J'ensembJe de positions 
du segment dans JesqueJJes 11 a t points d'iíatersectiou avec Je réseau, 
Ja formuJe (26) donne 

(39) , 3)ï, = a}i„ + a»i + 5DÏ3 = 27raò'se.na. 
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D'autre part (27) s'écrit 

(40) a)íi + 2a)Ï2=4Z(a + 6). 

Finalement (15) est 

(41) .m=.2 
72 -1 

7 r a o s e n a - 2 ( a + 6)¿ + —(2 + (7r-2cí) cot a) . 

Avec ees 3 équations on trouve 

(42) m, = 4(a + Ò)Z - 2[2 + (TT - 2a) cot a]^^ 

(43) 3)Í2 = [2 + (TT - 2a) cot c¿\f. 

Ainsi, les probabilités respectives de ce qv,e le segment ait aucun, xin 
ou deiix points d'intersection sont 

I ^„=m,^i_J(a±6)^^ • r 

(44) px--

pi--

SJit Traí» sena 27ra/jseaa 

3«i ^ 2^a 4- ò)Z [2 + (TT - 2a) cot a]¿ 
2)ït nrah sen a irah sen a 

g)?2_[2+(7r-2a) 'cota]¿ ' ' 

[2+(7r —2a)cot a] , 

9ïïí ^irab sen a. 

3. Réseau de triangles équilatéraux. Considérons le réseau 
de triangles de la fig. 9. La figure fondamentale de ce téseau est 
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Je Josange de Ja fig. 10 et on a 

(45) u — Sa. 

Un segment de Jongnenr I plus petite que la hautenr de ees 
triangles ne peiit avoir avec le réseau que O, 1, 2 ou 3 points d'in-
tersection. Nous voulons cherclier la probabilité dans chaqué cas. 

Rcprésentons par aW¡(i —0,1 , 2) Ja mesure de J'ensembJe de posi-
tions dans lesqnelles Je segment a i points d'intersection avec les 
cótés d'un triangle particulier du réseau. 

La formule (25) nous don ne: 

(46) .-f,ra^-6a¿ + ( M - . o \ ¿ ^ V + 3 72' 
oú a est lo cóté des triangles du réseau. 

La mesure D̂?! est égal à la mesure (15) des segments intérieurs 
au losange de cóté a moins deux fois la mesure de ceux intérieurs 
au triangle, c'est h diré, 

(47) m, = i3-rra"-8al + 2l^ + ^Trl^-2'3no 
9 

=4al-ll + ^7r 

.P/g. 10. 

Fig. 9. ' Fig. 11. 

Pour trouver la mesu re 2)Í2'des segments qui coupent seulement 
deux cótés d'un triangle equilateral de cóté a. du réseau iJ suflfit de 
considérer (fig. 11) Je iriaugle de cóté 2a dont la mesure des seg­
ments de longueur I que Jui sont intérieurs, par (25), est: 

2i/37ra'-12aZ + C ^ T T + 3 ) - ^ 

c'est à diré, 
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(48) 4Tio + Sm, + san, = 2 ys-n-â  - 12al + (f-^)l' 
et en tenant compte' de (46) et (47) 

(49) m. \ 9 2/ r -TT-

9 2 , 
Dans (46) Wo est ]a mesure des segments intérieurs à u n triangle 

de réspau. Puisque chaqué aire fondameutale se còmpose de deux 
triangles, on doit prendre 22)io. D'une facón analogue 3íii est la 
mesure des segments qui coupent un cóté du t r iangle; il faudra 
prendre 32)ïi pour avoir la mesure complete de ceux qui ont un 
point d'intersection avec le réseau. Puisque chaqué figure fouda-
mentale a 6 angles on doit prendre aussi Gïlïz. Alors si ^a est la 
mesure totale des positions oú le segment a trois points d'intersection 
avec le réseau, la formule (27) donne 

(50) 3a}?i + 12a», + 3a«3=12aí, 

d'oü 

(51) m,^U-i^\i\ 

En divisant ces niesures partiales pour la mesure totale (26) 

(52) a « , = 2 7 r · ^ V 3 a ' = V37ra'', • ' ' 

on aura: '' 

"Les probabüiiés de ce qu'une tige de longueur I, jetée. au hasard 

sur un réseau, de triangles équilateraux de cotó a (l^X^a\aitJjO,r'l, 

S ou 3 points d'intersection sont, rèspectivement: 

(63) 

Po= 
23«„ =i-4vii^.2r#+AK-, 
M, . -TV a V27r 3 / a ' 

_3^_4V3_1 

63«, 

TT > a • ( -

"U -rrJa^' 

V3^A\il 
^)a^ 

m's 

On peut constater que 

(54) Po+pi-hp2 + ps = l-
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Si Ton veut seuleineut la probabilité de couper ]e i-éseau, ou 
aura: 

(55) ^ = l-p„=áL3A_2(i3-,-i)ü. • • 
TT a ' \ zrr o / a 

4. Réseau d 'hexagones réguliers . Considérons le réseau de 
la fig. 12 et un segment de lougueur I que peut seüleinent couper 
le réseau daiis 2 points au máximum, c'ést à diré, I est plus petite 
quC' le cóté a des laexagoiies. 

Fig. 12, 

Dans ce cas la figure foiidamoutale sera l'hexagone 
aA'ec de la fig. !• 

(56) 
2 11=óa. 

Pour trouver la mesure 9)ío des segments qui sont à ^̂ ' 
l'intérieur d 'un hexagone du réseau il sufifit de prolonguer deux 
paires de cótés oppos^s jusqu'à former un losange de cótés 2a. 
Alors 3}io sera égal à la mesure des segmejits intérieurs au losange 
(15), moins deux fois les segments intérieurs à un triangle equilateral 
de cóté a (46) moins deux fois la mesure des segments qui coupeut 
un seul segment du réseau de triangles équilatéraux (47), moins 
quatre fois las mesure (49) des segments qui coupeut deux cótés du 
méme réseau. Ainsi on trouve 

(57) a)ï„=Sisara' - 1 2ÍIÍ + (̂ 3 - ">'V ̂  l\ 

La formule (27) donne 

(58) 

et selon (26) et (56) on a 

m,+2m^=^l2al, 
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(59) : . m,>.a«o + 3«i + ÏÏÍ2=3V37ral . • ,. 

De (57), (58) et (59), on dédiüt 

(60) ^i = 12al-(6-^-Al\ 

(61) m 3 
( S - J ^ T T U 

Done: "Les probahilités de ce qií'une tige de longueur I jetee 
au liasard sur le plan dio rcseau hexagonal de la fig. 12 ait O, 1 ou 
2 points d'intersection avec le rcseau sónt 

3n„ I „ _ 3 J Í „ _ 4V3,Í , / V 3 _ l \ P 

(62) pi 
_ ^ i ^ 4 V 3 I _ /2V3._ 2\l' 

m, STT a \37r Q Ja^' 

V -̂ ^ m, VSTT dJa:'' 

On suppose I plus petité que le cote a des liexagones. 
Si l'on veut seulement avoir la probabilité de ce que le segment 

coupe les ligues du réseau, il sera 

(63) 
^ ^ BIT a VSTT 9 / a ' 

R o s a r i o . (Rép. Argentina), 
• Instituto de- Mathemàtiças, enero 1940. 

(Reçu le 5, Mars 1940.) 


