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Sur quelques’ problemes de probabilités géométriques,
par

L. A. Sanrars & Rosario, Rép. Argentina.

Si on jette au hasard sur le plan ot il y a un réscau uniforme
(§2, par exemple figs. 6,7,8,9) une lighe de longueur et forme
quelconque on peut obtenir dans tous les cas la wvaleur mo yenne du
nombre de points d’intersection avec le résean('). Mais dans le cas
ol la ligne est simplement un segment de droite pas trop long peut
obtenir, dans beaucoup de cas, non seulement la valeur moyenne si
non la probabilité d’avoir un certain nombre de points d’intersection.
L’objet de ce travail est de déterminer cette probabilité dans quel-
ques cas particuliers, c’est & dire, de déterminer la probabilité de ce
qu’un segment jeté au hasard sur un reseau de la forme des figures
6,7,8,9 et 11 ait un nombre déterminé de points d’intersection.

§1. Mesure de quelques ensembles de segments.

1. Densité cinématique.- La position d’un segment de droite
orientd sur le plan est déterminée par les deux coordonnées =, 4 de
l'une de ses extremités et 'angle ¢ qu’il forme avec une direction
fixe. . ' ' '

Pour mésurer des ensembles des seg-

ments de la méme longueur on prend | 5
; : Lo
(1) sm:fdxdydgo, B \
¢’ést A dire, l'intégrale sur Dlensemble | rvg

consideré, de l’expression differentielle x

dK =dzdyde qu'on appelle densité ci-- : Cdy

nématique(®). Fig. 1L '
Par un chanwement de variables on voit que cette densité -ciné-

matique peut étre exprimée aussi par

@) " dK=dpdodt, |
ot (fig. 1) p et O sont les coordonnées normales de la droite qui

(1) L. A. Santalo: Geometria Integral 81. Sobre valores medios y proba-
bilidades geométr cas, Hamburg -Abhandlungen 1939.- - - - o
(2) W. Blaschke: Vorlesungen iiber Integralgeometrie. I, 1936 pag. 2
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contient le ségment et ¢ est la coprdonnée qui-fixe Forigine du seg-
ment sur cette droite.

2. Mesure des segments qui coupent une figure convexe. -
En prenant l'expression (2) de la densité cinématique, pour mesure
de P’ensemble des segments de longueur ! qui coupent la figure con-
vexe I on trouve

3) M= f dpd6dt = f (o +1)dpds,

ol o représenté la longueur de la corde que la droite du segment
détermine sur X (fig. 2). En appliquant deux formules connues(?):

v (4) ] odpdf=2nF,

f dpd =2L, -

on 'obtient la mesure cherchée .

) ‘ M= 2w I+ LL)

Fig. 2.

ot I cst 'aire, L la longueur de la figure convexe K.
.~ 8. Mesure des segments orientés totalement contenus dans
une figure convexe. Soit une figure convexe K et un seginent

orienté § de longueur !. Nous voulous calculer l'integral (1) sur
tout 1’ensemble des segments de longueur I qui sont contenus dans
K.

Prenons la forme (2) de la densité cinématique. En appellant
o la longueur de Ja corde que la droite contenant le segment § dé-
termine sur K, on peut intégrer d¢ et on obtient

©) W= [dpdbde= (o —1)dpde.
o=l

Pour chaque valeur de 8, si AB et CD (fig.
3) sont les cordes de longueur I correspondantes
a cette direction, on aura

2w
7) f odpdf= [ (aire ABEDCF)dS,

o=l

N . ar .

ldpdf= f (aire ABCD)dS.
. a>l 0 .

Si on représente par & l'aire de la part
couverte de hachures dans la figiire, c’est A dire,
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laire comprise entre la figure K et leo para]]elogramme ABCD, on
a done

® mi= [ " Bd0

L’intégration du deuxiéme membre de cette égalité n’est pas en
général facile. Nous allons la caleuler dans quelques cas particuliers.

4. Cas du cercle. Nous voulons calculer Pintégrale (8) dans
le cas ol lu figure K est un cercle de rayon r. Si la longueur du
segment est [=2r, la mesure M, de I'erisemble des segments qui sont
a Pintérieur du cercle est evidemment nulle. Si [<2r, on voit que
Paire @ de (8) est constante et égale & ‘

(9 OP=mr*—2riarc sen—l——ll/'rz—~£.
2r 4

On a donc, pour mesure des segments de longueur I(I=<27) qui
sont & I'intérieur du cercle de rayon s

(10) My=2mr <7r'r"' —9r* arc sen -1 l/,?"" — l_z>
) 2r - 4

5. Cas du parallelogramme. Pour pouvoir calculer facilement
I'intégrale (8) dans le cas ou la figure K est un parallélogramme,

il faut supposer que la longueur I du segmrnt orients S est égale
ou inférieure & la plus petite hauteur du paral]élocrramme Dans

ces conditions il y aura dans chaque direction segments S <,ont(>nus
dans K. En posant PS=a, PQ=>, pour chaque valeur de 9<P on

peut calculer (fig. 4)
/ /// :

@
Fig. 4. )
PM=5b—1cosb+ sen 0, .
tang P
(11)
’ PN=a— sen 6.

sen
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L’aire @ de la formule (8) est égale ‘4 deux fois l'aire du tn-
angle NPM, c’est & dire, .

A
(12) @=PM - PN sen P=F—1bsen 0 —la sen (ﬁ—0) o

2

sen®d

+lzsen00030-
. . . tang [
d’oux.

(13). f Fdo=P. P+(a+b)lcosP (a+b)l+——(1 PcotP),

[}

r represente Paire du parallélogramme.

En faisant de méme pour 6 variant de P 4 or on trouve
(14) f Qd@:(w——P)F-—(a+b)lCOsP'—(a+b)l
P R .
: A
4+ [1+('7r P) cot P).

En fdcant la somme de (13) et (14) et en: mu]tlphaut par deux
pour obtenir Pintégration de 6 & 2w, on a

15) 9)2,:2[w1542(a+b)l+§(2+(&r—zﬁ)cotﬁ)] ‘

Dans le cas-oll le parallélogramme est un rectangle de cotés ¢
et b et toujours dans I’hypothdse de I<a, I<b on a :

1 | M= 2Amab—2Aa+ D)+ 1]

"5.. Cas du triangle, . Nous supposons que- ! est inférieur ot
égal A la plus petite des hauteurs du triangle. . Pour chaque 6 -k
valeur de Yaire @ de (8) est Paire du triangle AMN de la figure &
On aura : .

an (P——AM AW sen A= 2[ ‘ M]bc sen A.

¢ sen B
L’intégration de 0 & 7, en peut la supposer divisée en trois partie
de 04 4, de 0 &4 B et de 0 & C, correspomiantes aux trois angle
du triangle. On aura . :
: . ZZ .
18 f do="L1pc enA[A+~—-——~
(18) 0 2 ° 2¢*sen’ B

21 B(cosB +cos0)

X (A +sen C cos C+senB cos B) =
e ¢ sen
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Mais, dans le triangle ABC on a

o, 2T'=0be sen A=ac.sen 3
J =ab sen C,

(19) a=0 cos C+ccos B3,
l b=ccos A+acosC, .
¢=a cos B+b cos A, :
olt 7' représente Paire du triangle. Avec
ces égalités, (18) s'écrit: '

(20) fdspd9=Tffl\+llz[ ad +acosC+ac0sB]
[1]

Fig. 5.

4 [csen B b c
~—al (cos B+ cos 0).
. Lies relations (19) donnent en outre
(21) ad =4 cot C+ 4 cot B,
¢csen B ' : '

done, finalement

A K A 2 ‘ '
e @d&:TA+%[AcotB+A cot C
: 0

+aCOSBl+“ CZS ¢ ~al(cos B+ cos C).
.¢ A ’

De méme
B A ) '
(23) f Bdf= TB+Z[B cot C+ B cot 4

+b cosC+b cos A
a c

] —bl(cosC+cos 4),
. ¢ A I '
- (24) f @d@:TC"—}-Z[OcotA-i-GcotB
0

¢ ch)s A_+c cos B
)

En faisant la somme de (22), (23) et (24) et en nmltip]‘iémt par
deux puisque lintégration (8) doit s’étendre de 0 & 2w, on trouve:

+

] —cl (cos A+ cos B).

2 . . :
- (25) A 9)?;:27TT—QZ_L+"% > ((r—A)cotd+1) ’

A B, €

ot L=a+b+e.
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Comme chaque segment non orienté donne lieu & deux. segment
orientés, si on veut la mesure des segments non orientés contenu
dans une figure convexe, on doit diviser par 2 les expressions an
térieures (10), (15) et (25). ’ ' '

§2. Reéseaux uniformes.

Nous dirons que le plan est couvert par un réseav, uniforme d
lignes, dans le cas ol il est subdivisé par figures finites congruente
qui remplissent tout le plan. L’aire de cette figure fondamental
nous la representons par ¢ et la longueur de la partie de ligne qu
Iui appartient par u. Les figures 6,7,8,9, L1 sont des exemples d
réseaux uniformes. Deux positions d’'une méme figure sur le pla
d'un réseau sont dites différentes dans le cas ol elles ne peuver
étre ammenées I'une sur l’autre par une translation du plan qu
laisse invariable le réseau. Le nombre de positions différentes qu
peut prendre un segment de longueur ! placé sur le plan d’un résea
uniforme, a une mesure finite, Pour l'obtenir il suffit de considére
Vexpression (1) de la. mesure. et - laisser occuper & l'extremité z,
tous les points de Iaire fondamentale ¢ et dans chaque position fair
varier ¢ .de 02 27, On aura donc pour mesure totale des position
d’un segment orienté sur le plan d'un réseau uniforme

(26) M= | dadyde=2me

On démontre .aussi(') comme généralisation dans le cas de
réseaux uniformes d’une formule de Poincaré de la Géométri
Intégrale que, si » est le nombre de points d’intersection du segmer
-> .

S avec les lignes du réseau on a

B

@en f ndK =4ul

. I
Ty

oll, comme toujours, I est la longueur du segment et w la longuet
de la part du réseau intérieur & chaqué aire fondamentale ¢. L1
tégration de (27) est étendue sur toutes les positions différentes ¢
Y !

S.

’
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S §3. Probabilites ‘géometriques.

1. Reseau de cercles. Soit le réseau de la fig. 8. Les cercles
ont le rayon ¢ et leurs centres sont placés sur les sommets des
parallélogrammes de cotés a et b. Pour ce résean est

(28) c=ab sen ¢, w=27r.

« Fig. 6.

Supposons un segment de longueur ! tel qu'il ne puisse couper
qu'un seul des cercles: du.résedu. Répresentons par M, la mesure
des positions du segment dans lesquelles il a un seul poin d’inter-
section avec les circonférences. du réseau. Par M, la mesure des

. positions dans lesquelles il a 2 points d’intersection. Par P la me-
sure des positions dans lesquelles le segment reste complétement,
intérieur & une circonférence et par M, la mesure des posmons ol
le segment est extérieur & tous les cercles

Nous allons calculer ces mesures.

La formule (26) nous donne la mésure totale des posmons chf-
férentes, c'est 3 dire, selon (28): :

(29) W=, + Pt I, + 51]2,,_27rab eI ¢l

La formule (27) donne
(30 ' D+ 2M =41 « 2.
La formule (5) s’écrit ‘ '
(31) D + Dy My = Q%+ 2arrl).
Finalement (10) nous donne '
(82) 33?;:271'[77'”—-27’2 arc sen Bl——l »9"245_].

- 2 -
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Moyennant ces 4 Lquamons on peut déterminer les 4 mesures
cherchées. On trouve

33y o Dmdatto oW,
(84) o My = darrl —2m%% 4 W,
(35) ' M, = 2rab sen a— 2rty? — 4yl

Ces mesures nous donnent les solutions de plobablhtes suivantes:

“Un segment de¢ longuewr 1 est placé au hasard sur le plun du
réseaw des cevcles de la fig. 6. ILin supposant que ce segment ne
puisse couper quun seul des cercles du réseau, les probabilitis respec-
tives de ce qu'il ait un point d’inlersection, ou deux, qu’il sotl
totalement intérieur o un des cercles, ou bien soit extérieur, sont

( . Wt) _ At — ED?:
P=EmmEm o,
M, wrabsen «
_Wy  Awrl =27+ W,
(36) = M, 2mabsen «
. m o m
= M, 2wabsen o’

_ M, _ 2mab sen a—27**—4wrl

k pe~gl;—. 2mab sen o ’

Dans ces formules M, a la valeur e‘{pumee par (32) et si =2
est M, =0 '

Si Yon veut seulement avoir la probabilité de -ce que le seﬂment
coupe quelqu'un des cercles du plan, il sera

WM, + D, 2a%? +47r7'l—§))?‘
37 = == .
(37) p M, 2mrab sen oa

2. Reseau de parallelogrammes. Soit le réseau de la ﬁv 7
ou celui de la fig. 8. Pour ces réseaux la ﬁgure fondamex;tale esh
un parallélogramme et on a

(38) c=absena, u=a+b.

Supposons qu’on jette aun hasard sur e plan un bevment de longueur
l. Faisons Uhypothése que 1 est sufficamment petit pour me pouvotr
posséder avec le r.'sean que 2 points d’intersection au mazimuim.
En appelant PM;(4=0,1, 2) la mesure de 'ensemble de positions
‘du segment dans lesquelles il a 4 points d'intersection avec le réseau,
la formule (26) donne '

(39) ) th—':é)n,,-{- ED?Il -+ m2£2wa6 sg.n; .

"y
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Fig. 7

B
////7

////

a

Flg. 8.
D’autre part (27) s’écrit ,
(40) M, +2M=4i(a +b).
Finalement (15) est

. : 2 '
(41) “-D?o=2[7rab seri t_x—2(a+b)l+%(2+ (o — 26:) cot a)].

Avec ces 3 équations on trouve

(42) M =4(a+b)l—-2[2+ (7 —2e) cot ce]l?,
(48) My =2+ (7 —2e) cot )i,

Ainsi, les probabilités respectives de ce que le segment ait aucun, un
ow deuxr points d'intersection sont

§mo 2a +b)1 -2 -

0= =1— + 2 -2 t e,

o= awm, wab seno  2mab sen 0{.[ + (Wj of) oot o

: A M 2%a+b)l  [2+4 (7w —20) cot ] .
44 = l= —
.( ) 1P M, arabsen o . aabsen e
'~ p;:__: [2 + (7 — 2ex) cot oc]l2

TOMm, 27ab sen o

3. Réseau de trlangles ‘equilatéraux. Considérons le réseau
de triangles de la fig. 9. La figure fondamentale de ce réseau est
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le losange de la fig. 10 et on a

(45) c= !é‘a” u=3a.

s

Un segment de longueur ! plus petite que la hauteur de ces
triangles ne peut avoir avec le réseau que 0, 1, 2 ou 3 points d’in-
tersection. Nous voulons chercher la probabilité dans chaque cas.

Représentons par M(i=0, 1, 2) la mesure de I'ensemble de posi-
tions dans lesquelles le segment a 4 points d’intersection avec les
cotés d'un triangle particulier du réseau.

La formule (25) nous donne:

(46) S.)Jzo:}; 6al+< 293, )5

ou a est lo cOté des triangles du réseau.

La mesure M, est gal & la mesure (15) des segments intérieurs
au losange de c¢oté o moins deux fois la mesure de ceux intérieurs
au triangle, c’est & dire,

(47) Eml:]/§7ra'“'— 8al + 212 +y9§ﬁl2—29no

=dal — <1+5$‘3/3 )12.

NINONNININ

A
\/W/\/\/\A/\A/ AVAN

Fig. 11

Pour trouver la, mesure M, des beﬂmems qui coupent seulement
deux cdtés d’'un triangle équilatéral de coté a. du résean il suffit de
consgidérer (fig. 11) le triangle de.cHté 2a¢ dont la mesure des seg-
ments de longueur [ que lui sont intérieurs, par (25), est:

— o 3
9y3ma’— 12al +<2‘“7r+3> ;

H
il
i
2
4
;
:
!
1

_¢’est A dire,
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, ) - 2
’ (48) . 4mo -+ 3%’21 + 3%2= 21/3'#0, 12al + <2§3 T+ 3> l2
et en tenant compte de (46) et (47)

(49) - - Wtz:(%qr—l)za
- N9 2 o

Dans (46) M, est la mesure des segments intérieurs & un triangle
de réseau. Puisque chaque aire fondamentale se compose de deux
triangles, on doit prendre 2%, D’une facon analogue M, est la
mesure des scgments qui coupent un coté du triangle; il faudra
prendre 3MM; pour avoir la mesure compléte de ceux qui ont un
point d’intersection avec le réseau. Puisque chaque figure fonda-
mentale a 6 angles on doit prendre aussi 6M,. Alors si M, est la
mesure totale des positions ol le segment a trois points d’intersection
avec le réseau, la formule (27) donne

(50) 3P, 4 12M; 4 3 Me=12al,
d’on '
(51) (a0
En divisagp ces mesures partiales pour la mesure totale (26)
(52) M=o - L 50" 5mat |
on aura: |

“ Les probabilités de ce qu'une tige de longueur 1, jetée au hasard
sur un réseau de iriangles équilateraux de coti a (lS%’a) ait 0 1

2o0u 8 po'mts d’intersection sont, 'respectwement'

2M, . 431 B .
~+2 S o
im, ™ a <27r ‘3>a2 . ’

_41/_5_1__ V3 _)_
pl_ M, 7 a <7r + 3/a?

e e, (-5

Do=

3 972, s w/a’
_ Y3 1\
p3"" %L ('IT 3)@2. 5

On peut constater que : .
(54) : po+p1+pz+pa——1 o
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Si Pon_veut seulement la -probabilité de couper le réseau, on -

aura:
4B 2
(55) p=1—p,= —4V8 L —2(—\& +%>L
‘ ™ a " \2r  3/a-

4. Réseau d’hexagones réguliers. Considérons le réseau de
Ia fig. 12 et un segment de longueur [ que peut seilement couper
le réseau dans 2 points an maximum, c'ést & dire, { est plus petite
que- le c6té .a des hexagones. :

Dans ce cas la figure fondamentale sera 'hexagone  ~----
de la fig. 13 avec o e .

p=4 \
(56) c= 353 Cbz, u=3a. U

Fig. 18.

Pour trouver la mesure M, des segments qui sont 2
Vintérieur d’un hexagone du réseau il suffit de prolonguer deux
paires de c¢btés opposés jusqu’d former un losange de- cdtés 2a.
Alors M, sera égal &4 la mesure des segments intérieurs au- losange
(15), moins deux fois les scgments intérieurs & un triangle équilatéral
de cdté a (46) moins deux fois la mesure des segments qui coupent
un seul secgment du réseau de triangles éqiii]atéraux (47), moins
quatre fois las mesure (49) des segments- qu1 coupent deux cotes du
méme réseau. Ainsi on tI‘OllVe

La formule {(27) donne o B
(58) Wy + 2, = 12al, ‘

et selon (26) et (56) on a oL ' .
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89 - . .o mq'ﬁ;%o+§u?1+m?2=3vg7raz- -
De (57), (58) et (59)..on déduit '
(60) M, =120l — (6—_2_!3#)12,
. (o]
(61) %:(3—ﬁw)z“.

Done: ““Les probabzlztes de ce quune tige de longuewr U jetée
au hasard sur le plan du reseau " hevagonal de la fig. 12 ait 0, 1 ou
2 points d’intersection avec le riseau sont

( po=Zomy ABL (5 _1yE

po_—ﬁn;—l 37ra+<37r 9 az'
B M _4y3 1 <2¢§_3>}j'

62) .. * pl_ M, 3mra 3r 9/a*

:.ﬁ??_z_<ﬁ_i)ﬁ
P M, \87r 9/a*

On suppose ! plus petite que le c6té a des hexagones.
Si Yon veut seulement avoir la probabilité de ce que le segment
coupe les lignes du réseau, il sera-

(63) p=1— p_4v‘5l <V‘§—_;_>_ll_

ST o« 3 a?

Rosal ia (Rep Argentina), . .
Instltuto de. Mathematicas, enero 1940

(Recu le 5, Mars 1940.)
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