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Homenaje al profesor Dr. Lothar Koschmieder en su septuagésimo cumpleafios.

SUMMARY. The main purpose of this note is to prove that with a conve-
nient definition of parallel surfaces, the Steiner’s formula which gives the volu-
me bounded by a closed surface S* parallel to a given orientable and closed sur-
face 8 may be generalized to the affine unimodular geometry, and takes the sa-
me form (4.5) that in the metrical case (8, M, ¢ being now the affine area, in-
tegrated affine mean curvature and integrated affine total curvature respective-
1ly). From this result certain inequalities, dues to Blaschke, (n? 5), follows by
direct application of the Brunn-Minkowski theorem on mixed volumes.

In n® 6 we consider the family of affine invariants J, (64) and certain in-
equalities (6.8), (6.10), (6.11) between the affine area, volume and maximal af-
fine width of a convex body.

" In n? 7,8 analogous questions for the case of the plane are considered.

Introduccion.— El objeto principal de esta nota es generalizar a la
geometria afin unimodular la férmula_'de STEINER que, en el caso mé-
trico, da el volumen limitado por una supefficie paralela a otra super-
ficie cerrada S en funcién del volumen V limitado por S, el irea F, la
curvatura media total M y la curvatura total C de esta Gltima super-
ficie.” Ver, por ejemplo, Hapwieer [10, p. 31], BrascukEe [2, p. 107],
BoNNESEN-FENCHEL [6, p. 49]). '

Con una conveniente definicién de superficies paralelas (n° 4) y
utilizando unas férmulas integrales (n® 3) en parte debidas a GROTE-
MEYER [9], el resultado toma la misma forma que en el caso métrico
(férmula (4.5)). El interés de este resultado radica en que, para el caso
de cuerpos convexos, basta luego aplicar el teorema general de BRUNN-
MINKOWSKI sobre haces de cuerpos convexos, para tener las desigualda-
des del n°® 5 entre los invariantes afines de un cuerpo convexo, desigual-
dades debidas a BLASCHEE [4] pero que aqui aparecen de manera natural.

Aprovechamos también las. férmulas del n°® 3, que tienen cierto in-
terés por si mismas, para obtener algunos invariantes afines de los cuer-
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pos convexos (n® 6) y ciertas acotaciones entre ellos, las cuales conducen
a la obtencién de desigualdades (6.8), (6.10), (6.11) en las que interviene
la ““‘anchura afin méxima’’ del cuerpo convexo, desigualdades que gene-’
ralizan al caso afin otras conocidas del caso métrico. En esta direceién
guedan todavia varios problemas para resolver, como indicamos al final
del n° 6.

En los n® 7 y 8 resolvemos el mismo problema para el caso de curvas
planas.

En todo el trabajo nos referimos a la geometria afin unimodular, es
decir, a la geometria correspondiente al grupo de las afinidades uni-
modulares. Como tratados fundamentales de referencia estin los de
BrascHrE [1], SaLkowsky {[11] y Favarp [8].

1. Formulas fundamentales de la Geometria afin unimodular de su-
perficies.— Utilizaremos el método del triedro moévil de E. Carran, de
manerd anédloga a como lo hace Favarp [8, Seccién II, cap. 1].

Para nuestro objeto, sin embargo, es méas cémodo utilizar un triedrro
fundamental distinto del empleado por Iavarp. Vamos a utilizar el
triedro formado por el veetor normal afin I, y dos vectores I,, I, tan-
gentes h las lineas de curvatura afin correspondientes a cada punto X

de la superficie. Los tres vectores fundamentales estin ligados por la
relacién

(1.1) (I, I, I,) = 1
donde el paréntesis iﬁdica el triple producto vectorial.

En este caso, haciendo un cambio del triedro fundamental en las
férmulas de Favarp [8, pigs. 398 y 399] o bien directamente como hemos
hecho en otro lugar [12], para una superficie 8 de ecuacién vectorial
X = X (u,v), de clase (% se obtienen las siguientes férmulas de
FRENET

dX = oI, + oI,

dIl - wllll + U)iIg -+ m113

(1.2)
(lIg = m1211 + wiI; + u)213

AL, = —ko'l, — koL
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donde k,, k. son las curvaturas principales afines y o', w’: son formas

de Pfaff invariantes (*). Como o', o® son independientes, las restantes
pueden escribirse en la forma

0} = ao' T B’ , m;:ywl-l' 8 w?
(1.3) 0)11 — a)i — p u)l + q w'.!
existiendo las relaciones '
1 1
(14) p=—5B+8 , g=5 (aty).

Los invariantes p, g _estin ligados con el invariante J de Pick
(BrasceHEE [1, p. 123]) y con el invariante ¥ que FavarD llama ‘‘cur-
vatura afin’’ ([8, p. 397]) por las relaciones

1 1
15 2 4 g2 = - :
(1.5) PPt og sJ =Tk

Escribiendo que las diferenciales exteriores de los primeros miem-

bros der(1.2) son nulas y aplicando las reglas de diferenciacién exterior,
se obtienen las condiciones de integralidad

(1.6) dot = o A m";l , dmi = o7 A m’:”

i
donde los indices repetidos se entienden sumados de 1 a 3, siendo, segin
(12), &®* =10, o’ =o', &* =, o' = -k o', o® = -k, o =0.
Si para cualquier funcién f se definen las derivadas parciales co-
variantes f;, f; por la relacién
(17) . df = fl o + fzmz

las condiciones (1.6), teniendo en cuenta (1.3), (1.4) se escriben

2(¢1—P2) = as + y2 + B+ 8 = 3(ad—Bv)

2(Br—az) = — 3 (a2+8%) — (ay+B8) — 2k
(1.8) 2(81—vy.) = 3(8*++2) + (B8 +ay) + 2k
ki = "‘Y(kl'—‘kz)

k').l = ﬁ (kl'—‘kz) .

(*) Para seguir la costumbre general, aqui tomamos kl, k2 con signo distinto
del tomado en el trabajo anterior [12].
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Definidas por (1.7) las derivadas covariantes, el primer paridmetro

diferencial de BELTRAMI (respecto de la métrica d s> = (o')? + (0?)?),
se escribe )
(1.9) Vi=f+f o -

y el segundo parametro diferencial de BELTRAMI ¢ laplaciano de f (siem-
pre respecto de la métrica ds® = (o) + (0®)?) se escribe (ver
BrascHKE [3, p. 70])

2 _ 1
(110) af = St o)

0! A o2 <

donde en el numerador se entiende diferenciacion exterior.

2. Los invariantes fundamentales— Como es costumbre pondremos

dQ = oA 0¥ = elemento de 4rea afin

1
(2.1) H = 5 (k1 + k2) = curvaturz media afin

K = ki k; = curvatura total afin.

Conviene también definir la ‘‘distancia afin’’ de un punto Z al
punto X de la superficie S, la cual, siguiendo a BrascuHgr (1, p. 110]
se define por el producto mixto

(2.2) w=(Z—X,1I,L)
o bien, si Z es el origen de coordenadas
(2.3) w=—(X1I,L).

El elemento de volumen, que también es invariante afin por tratar-
se de afinidades unimodulares, formado por la pirdmide elemental de
vértice el origen y base el paralelogramo determinado por los vectores
oLy, o? I, vale

(24) ' dV:-——%—(x, Il: 12)‘031/\!02:%Wdﬂ
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y por tanto, si S es una superficie orientable y cerrada, el volumen del
‘cuerpo que limita vale

. 1
2. V = — Q.
(2.5) 3wad

Observemos que segn la definicién (1.7) las derivadas parciales
eovariantes de w son
(2.6) w, = — X I, L) ; w, = — (X,I,1,)

y por tanto el laplaciano, segin (1.10) y teniendo en cuenta (1.3) y
(1.4), resulta ser

(2.7 Aw = 2(1—Hw).
3. Formulas integrales— Sea C una curva cerrada sobre la super-

ficie S que limita un dominio simplemente conexo D. Para cualquier for-
ma de Pfaff 6 vale la férmula de STOKES

(3.1) . Jfo = fdo.
[4 D -
Vamos a aplicar esta férmula a dos casos particulares:
a) 0 = w" (X, I, d X), siendo » un nimero entero cualquiera.

Un caleulo facil, teniendo en cuenta (2.6) y la notacién (1.9) da

(3.2) fw” (X,I;,dX) = 2 fw" (—1+Hw) dQ —
C D
fnw”“ledQ.
D

Si S es una superficie orientable y cerrada, descomponiéndola en
celdas, aplicando a cada una de ellas la férmula anterior y sumando,
resulta

(33) 2fw (—1+Hw)do — fnw'~* vwdn =0,
8 8

o bien, teniendo en cuenta (2.7),

(34) f(wAw+an) w*—1dQ =0.
b4 .
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La identidad (3.3), para » = 0, nos da
(3.5) Q= fHwdQ
8

férmula debida a GROTEMEYER [9], la cual generaliza al caso afin la
férmula andloga del caso métrico, en la cual w es la funcién de apoyo.

Para n = 1, teniendo en cuenta (2.5} y (3.4), la identidad (3.3) da

1 1
(3.6) 3 !( w 5 w)

ll

1 1
b) 6 = w"(X,I;,dI,). En este caso, tras un caleulo facil, la fér-
mula de STOKES da
(3.7 Jf w (X LdlL) =
C

= 2fw" (H— Kw)da + f’nw”—‘(kzwzl—i- klwz)dﬂ;
D

D

o bien, si 8§ es una superficie orientable y cerrada,

(38) 2fw'(H—Kw)d2 + (nw"~*(k,w + kw)da = 0.
s s

Para n = 0, resulta

(3.9) M= fHdoa=fKwda
8 8

férmula también debida a GROTEMEYER [9] y que generaliza al caso afin
un resultado clisico de MINKOWSKI de la geometria métrica de los cuer-
pos convexos. M es la llamada curvatura media total afin.

4. Superficies paralelas. Formula de STEINER. Definicién: llamare-

mos superficie paralela afin a la superficie 8§ : X = X (u,v) a toda
superficie 8¢ de la forma
4.1) X#* =X — I

con la condicién de que los planos tangentes en puntos correspondientes
sean paralelos.
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Debemos observar que esta definicién no es reciproca; es decir, si .

8% es paralela a S, no necesariamente es S paralela a S* (*).

De (4.1) se deduce
dX®* = dX — d)\Ia - )ﬁd}:* ,?

= (1 4+ Ak)w'l + (1 + Ak)w?l, —dal,.

Para que los planos tangentes sean paralelos debe ser dA = 0, o

sea A = constante. En este caso tenemos
(4.2) dX* = (oV)*I, + (?)*1,
con

(43) (o)* = (1 + Ak o'  (02)® = (1 + Ako) o2,

Si 8 es una superficie orientable y cerrada, el volumen limitado por
8%, tomando el origen en el interior de S, seri segin (2.4)

L ye = _%f(x*, d, X*, d. X*)
8
- ..%f (X%, (1 + Ak o' L, (L + Aks) 0? L)
8
1
= — = f(X —ALLL) (L + Ak) (1 + Ak do
8
=%f(w+)\) 1+ 2AH + 2EK)do
S
L fwde + XA + 2Hw da +
e EA w)

Az A3
+ = f(K 2 S fKda.
3sf( w+ 2H)do + = f

8

Teniendo en cuenta (2.4), (3.5), (3.9) y poniendo

(4.4) ¢ =fKde
8

(*) No es dificil ver que la reciprocidad ocurre Gnicamente en el caso en que
& es una esfera afin.

ey}
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resulta
3
(4.5) V*=V+/\Q+/\2M+%C

que es la formula generalizada de STEINER que queriamos obtener.

5. Destgualdades. Supongamos que S sea una superficie cerrada y
convexa (siempre de clase C®). En este caso se demuestra (BLASCHKE
[1 p. 161]) que llevando a partir de un origen los vectores I, los ex-
tremos de los mismos forman también una superficie convexa (‘‘Kriim-
mungsbild’’ = indicatriz de ecurvatura). Por tanto, si S* representa la
superficie X — I; paralela a S correspondiente al valor A = 1, las su-
perficies (1 — A) § + A 8* son los contornos de un haz lineal de cuer-
pos convexos. Por tanto, segiin el teorema de BRUNN-MINKOWSKI, la raiz
clbiea del volumen V (A) dado por (4.5) es una funcién eéncava de A,
que es lineal si y solamente si § y S* son homotéticas (Ver, por ejemplo,
Brascuke [2], Buseman~ [7 p. 48], HapwiceEr [10]),

Por tanto, andlogamente al caso métrico, resultan las desigualdades
chbicas

(5.1) > 9ViC, MP S 3VCr
v las desigualdades cuadraticas
(5.2) o >3VM, M:>QC

las cuales no son independientes, pues de las (5.2) se deducen las (5.1).
En (5.1) los signos de igualdad valen Gnicamente si S y su directriz de
curvatura son superficies homotéticas. En este caso, eligiendo para am-
bas superficies el mismo origen, es X = «I, econ « = constante. Por
tanto, diferenciando y teniendo en cuenta que I,, I, son independientes,
resulta 1 + ak, = 0, 1 + ak, = 0; es decir, ks, k. son constantes
¥y en consecuencia, siendo S convexa, debe ser un elipsoide.

Para las desigualdades cuadraticas (5.2) se comprueba directamente
de manera fécil que la igualdad vale para el elipsoide. Sin embargo del
teorema de BRUNN-MINKOWSKI no se deduce que esta superficie sea la
Ginica para la cual valen los signos de igualdad en (5.2). Por un camino
un poco diferente BLASCHEE ha probado que efectivamente es asi [4],
apareciendo por consiguiente una diferencia con el caso métrico, en el
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cual la igualdad en la primera acotacién de (5.2) vale también para los
cuerpos que MiNgowsKI llamé ‘‘Kappenkorper’ de la esfera.

6. Anchura afin de un cuerpo convexo. Otros invariantes afines. Sea
X un punto del cuerpo convexo limitado por la superficie convexa S y
sea Y el punto de § en el cual el plano tangente es paralelo al plano tan-
gente en X. La distancia afin de Y a X se llama, siguiendo a SUss [14],
la anchura afin de S correspondiente al punto X, o sea

(6.1) A (X) = (Y — X, I, L) =
(Y — X, d, X, d; X) (Y —X) N
= — = do
o'Ao aQ

donde N es el versor normal métrico de S en X y d o es el elemento de
area métrica en el mismo punto. Como (¥ —X) -N es, precisamente,

la anchura métrica A, de S correspondiente a la direccién normal N,
resulta

(6.2) : A, dQ = Apdo

o bien, teniendo en cuenta que dQ = K'/+d o, siendo K, la curvatura
de Gauss métrica de S en X, resulta

(6.3) A KM = A

m m -

La relacién (6.2) permite dar una interpretacién métrica a los in-
variantes afines

(6.4) J, = f ArdQ
8
a saber, 1 — pts
(6.4)* J, = A"K, * de = f A*K * do
8 s

siendo d o el elemento de area sobre la esfera de radio unidad E.

Los mas simples de estos invariantes afines son

(6.5) Ji = f A dQ = f Ando
8 8
' dQ do
(6.6) J_3=éf o =Ef 5
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en cuya interpretacién métrica no intervienme la curvatura K. y por
tanto estin definidos para cualquier cuerpo convexo, independientemen-
te de las condiciones de regularidad de su superficie.

Si p (o) indica la funcién de apoyo correspondiente al elemento o
y p* (o) la de su punto opuesto, se tiene

Jy = [ [p(e) + p*(e)]do =3V + 3V*

siendo V* el volumen mixto del cuerpo convexo y del cuerpo simétrico
del msimo respecto de un punto. Teniendo en cuenta la desigualdad de
Minkowskr V* > V, resulta

(6.7) J. > 6V

donde la igualdad vale Unicamente para los cuerpos con centro de
simetria.

De aqui, si &, representa la maxima anchura afin,

(6.8) 2,0 > 6V

donde la igualdad vale Gnicamente si A, = cte., o sea, segn SUss [14],
para el elipsoide. ’

Para (6.6), en otro lugar [13}, hemos demostrado que

2 2
(6.9) T <I V<5
de donde

(6.10) 272A > 3VaQ

o bien, combinando con (6.8),
(6.11) Al > 9V

donde la igualdad, lo mismo que’ aﬁtes, solamente vale para el elipsoide.

Estas desigualdades (6.9), (6.10), (6.11) generalizan al caso afin
resultados conocidos de la geometria métrica de los cuerpos convexos,

en cuyo caso la anchura méxima coincide con el didmetro del cuerpo.
Asi (6.11) corresponde, en el caso métrico, a la desigualdad de BIEBER-
BACH que relaciona el didmetro con el volumen (BONNESEN-FENCHEL
[6], p. 76).
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Problemas no resueltos. Seria interesante encontrar en (6.7) una
acotacién superior para J, y también en (6.9) una acotaciéon inferior,
mejor que la indicada, para el producto J_, V. Con ello se podrian ob-
tener desigualdades entre Q, V y la ‘‘minima.anchura afin’’. Queda
también por hacer la generalizacién al caso afin de los maximos y mi-
nimos en que intervienen a la vez varios invariantes afines de un cuerpo
convexo, al estilo de los mencionados en BONNESEN-FENCHEL ([6], n°
45, p. 80) para el caso métrico.

Seiialemos, finalmente, que también podria tener cierto interés el
ver si existen desigualdades mejoradas de las (5.1), (5.2) al estilo de
las encontradas por BONNESEN para el caso métrico [5].

7. Caso del plano.— En el caso” de curvas planas, las formulas de
FrENET en la geometria afin unimodular para una curva I': X = X (u)
de clase €%, son

(7.1) dx=w11 y dIl"—"mIz, dlzz——kwll

donde I, es el vector tangente, I, el vector normal afin, o el elemento
de arco afin y k la curvatura afin (¥Favarp [8], p. 382). Se cumple,
ademds, la relacién

(7.2) ILAL =1
Una curva paralela afin T'® serd, por definicién, de la forma
(7.3) X+ =X — L
con la condicién de que las tangentes en puntos homoélogos sean parale-
las. Se tiene iX* = '(i F AR ol — dAlL

y por tanto, para que las tangentes sean paralelas, debe ser A = cons-
tante. En este caso queda

CdX* = (1+ k) dX.

Si T es una curva cerrada, el area limitada por I'™ se expresa por

(14) F* = -i— fX*AdX® = % f (X—AL)AQ+Ak)dX
r r

1 1 1
= - (XAdX+ —2(({k(XAdX)y —-LAdXY—_—+2 kIL.AdX.
2r{ 5 ff( ( ) ) 5 Y lj'

i e Pt e
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‘Observemos ahora que, aplicando (7.1), se tiene
(7.5) d(I.AX) =dLAX + IL,AdX = -kdXAX + LAdX

y como la integral de esta expresién a lo largo de una curva cerrada es

nula por tratarse de una diferencial exacta, resulta "™ -~

(7.6) JEXAAX = — fLAIX = [ o =1L
r r r

siendo L la longitud afin de T.

Con esto (7.4) queda
(1.7) F* = F + AL + % A2C
habiendo puesto

(7.8) C=fho
. r

La férmula (7.7) es la generalizaciéon al caso afin de la férmula de
STEINER que da el area limitada por una curva paralela a otra.

Si T es una eurva convexa, también lo es la descrita por el extremo
del vector I, supuesto llevado a partir de un origen fijo y por tanto
el haz de curvas (1—A)X + AL es un haz lineal (0 < A 1) ¥y
el teorema de BRUNN-MINEKOWSKI da la desigualdad

(7.9) L? > 2CF

ya obtenida por BLASCHEE [4]. Bl signo de igualdad vale tinicamente
si X = al, (« = constante), o sea, diferenciando, oI, = —akol,, lo
que implica k& = constante, y por tanto que I' sea una elipse.

8. Anchura afin y otros tnvariantes afines de una curva conveze
plana— La distancia afin del origen de coordenadas al punto X de la
curva T se define por

XAdX
(8.1) w=XAI == )

«

Por tanto, el drea F se puede expresar por la férmula

(8.2) F=1fwa
T
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y la longitud afin, segin (7.6),
(8.3) L=flwo.
r
Sea ahora I una curva convexa. Se llama anchure afin de T corres-
pondiente al punto X, a la expresion

(X—Y)AdX

@

(8.4) A, = (X—Y) AL =

donde Y es el punto de T en el cual la tangente es paralela a la tan-
gente en X,

Llamando A,, a la anchura métrica de T segin la direccién de la
tangente en X e indicando por ds al elemento de arco métrico, se tiene
(X —Y)AdX = Ands, y por tanto vale la relacion

(85) ) Do = Amds.

Como, por otra parte, se sabe que es

(8.6) o = «ds

siendo « la curvatura métrica de I en X, resulta que los invariantes afines
—_— n

(8.7) J,=fAre

equivalen, en términos métricos, a

1~ n n -2
27 -

(8.8) J = A"k * ds= (D% * dg.
K

n m m
(1)

De esta familia de invariantes afines los méis importantes, por no
depender de la curvatura de I y por tanto estar definidos para figuras
convexas cualesquiera, independientemente de las condiciones de regula-
ridad de su contorno, son

(8.9) Ji= f Ao = [ Ands
T T
_ ® . 27T dso
(810) J—‘.: _—I‘f A2 - f A2
a 0 m
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Como J, = 2F + 2 F* siendo F* el irea mixta de MINKOWSKI
del conjunto limitado por I' y su simétrico respecto de un punto, resulta

(8.11) J, > 4F

AY

donde la igualdad vale Gnicamente para las figuras con centro de simetria.
Para J_,, en [13] hemos demostrado que

(8.12) 1 J_F <

donde, en la segunda acotacién, la igualdad vale tnicamente para las
elipses. Si 4, es la anchura afin maxima de T, de (8.11) se deduce

— _ 4F
(8.13) B>

v de (8.12), _
: mAE > 2FL

que, junto con (8.13), da
n* A3 > 8 F*

donde el signo de igualdad vale tnicamente para las elipses.
Los problemas no resueltos indicados al final del n° 6, se plantean
de manera andloga en el plano.

9. Valores de los principales invariantes afines para la elipse y el
elipsoide.— En muchas cuestiones es interesante tener a mano los valo-
res de los principales invariantes afines de la elipse y del elipsoide. Lios
reunimos a continuacién: '

Elipse. A partir del area F, se tiene

L =2+0F), O =2xNF, | = «1F, A, = 2aF/s,

Ademés de las desigualdades probadas en este trabajo, hay las si-
guientes (con igualdad solamente para la elipse) :

L} 872 F , C*F 8+, CL 4=

(Ver BrascHiKE [1], [4]).
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Elipsoide. A partir del volumen V se ‘tiene
Q= 127V, M =4z, C: =

K = 4 A* . 9V -- o
T3V’ o T2

Otras desigualdades para cuerpos convexos, ademis de las del n? 5,

son

M<ar; <122V

con igualdad solamente para el elipsoide (BrascHXE [1], [4]).

[

14.
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