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•LA FORMULA DE STEINER PARA SUPERFICIES PARALELAS 
EN GEOMETRIA AFÍN 

L. A. SANTALO 

BUENOS AIRES 

(Recibido el 25 de julio de 1960) 

Homenaje al profesor Dr. Lothar Koschmieder en su septuagésimo cumpleaños. 

8UMMARY. The main purpose of this note is to prove that with a conve­
nient definition of parallel surfaces, the Steiner's formula whieh gives the volu-
me bounded by a closed surface S» parallel to a given orientable and closed sur-
face S may be generalized to the affine unimodular geometry, and takes the sa­
me form (4.5) tha t in the metrical case (S2, M, G being now the affine área, In-
tegrated affine mean curvature and integrated affine total curvatura respectlve-
ly). From this result certain inequalities, dues to Blaschke, ( n ' 5), foUows by 
direct appllcation of the Brunn-Minkowski theorem on mlxed volumes. 

In n"? 6 we consider the family of affine invariants J^ (6.4) and certain in­
equalities (6.8), (6.10), (6.11) between the affine área, volume and máxima! af­
fine wídth of a convex body. 

In n ' 7,8 analogous qüestions for the case of the plañe are considered. 

Introducción.— El objeto principal de esta nota es generalizar a la 
geometría afin unimodular la fórmula de STEINER que, en el caso mé­
trico, da el volumen limitado por una superficie paralela a otra super­
ficie cerrada S en función del volumen V limitado por S, el área F, la 
curvatura media total M y la curvatura total C de esta última super­
fície. Ver, por ejemplo, HADWIGER [10, p. 31], BIJASCIIKE [2, p. 107], 
BONNESEN-PENCHEL [6, p. 49]. 

Con una conveniente definición de superficies paralelas (n' 4) y 
utilizando unas fórmulas integrales (n ' 3) en parte debidas a GROTE-

METER [9], el resultado toma la misma forma que en el caso métrico 
(fórmula (4.5)). El interés de este resultado radica en que, para el caso 
de cuerpos convexos, basta luego aplicar el teorema general de BRUNN-

MINKOWSKI sobre haces de cuerpos convexos, para tener las desigualda­
des del n ' 5 entre los invariantes afines de un cuerpo convexo, desigual­
dades debidas a BLASCHKE [4] pero que aquí aparecen de manera natural. 

Aprovechamos también las. fórmulas del n° 3, que tienen cierto in­
terés por sí mismas, para obtener algunos invariantes afines de los cuer-
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pos convexos (n" 6) y ciertas acotaciones entre ellos, las cuales conducen 
a la obtención de desigualdades (6.8), (6.10), (6.11) en las que interviene 
la "anchura afin máxima" del cuerpo convexo, desigualdades que gene-, 
ralizan al caso afin otras conocidas del caso métrico. En esta dirección 
quedan todavía varios problemas para resolver, como indicamos al final 
del n» 6. 

En los n ' 7 y 8 resolvelnos el mismo problema para el caso de curvas 
planas. 

En todo el trabajo nos referimos a la geometría afin unimodular,, es 
decir, a la geometría correspondiente al grupo de las afinidades uni-
modulares. Como tratados fundamentales de referencia están los de 
BLASCHKE [1], SALKOWSKY [11] y FAVARD [8]. 

1. Fórmulas fundamentales de la Geometría afin unimodular de su­
perficies.— Utilizaremos el método del triedro móvil de E. CARTAN, de 
manera análoga a como lo hace FAVARD [8, Sección II , cap. 1]. 

Para nuestro objeto, sin embargo, es más cómodo utilizar un triedrro 
fiuidamental distinto del empleado por FAVARD. Vamos a utilizar el 
triedro formado por el vector normal afin I3 y dos vectores Ii, I2 tan­
gentes á las líneas de curvatura afin correspondientes a cada punto X 
de la superficie. Los tres vectores fundamentales están ligados por la 
relación 

(1.1) ÍK h, I3) 

donde el paréntesis indica el triple producto vectorial. 

En este caso, haciendo un cambio del triedro fundamental en las 
fórmulas de FAVARD [8, págs. 398 y 399] o bien directamente como hemos 
hecho en otro lugar [12], para una superficie S de ecuación vectorial 
X = X( í t , t;), de clase C^, se obtienen las siguientes fórmulas de 
FRENET 

d X = 0.^1 -f «)=l2 

(1.2) 

CZIl == (Ü^Il -f 0 ) ^ , -f 0,^3 
1 1 

d I2 = 0)̂  I i + u)̂  I2 "i" tt)" I3 

íí I3 = ki ta^Ii k 2 Ci) 
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donde fcj, ks son las curvaturas principales afines y ÍO' , <•)* son formas 
de Pfaff invariantes (*). Como <i>^, <»- son independientes, las restantes 
pueden escribirse en la forma 

(1.3) 
u)\ = — o)̂  = p u)^ + q 

(0̂  — y o)̂  + S I 
2 ' 

existiendo las relaciones 

(1.4) P - ~ (P+8) Y (" + y) • 

Los invariantes p, q ^ están ligados con el invariante J de PICK 
(BLASCHKE [1, p. 123]) y con el invariante k que PAVARD llama "cur­
vatura af in" ([8, p. 397]) por las relaciones 

(1.5) p^ + q^ = Ij = Lk' 

Escribiendo que las diferenciales exteriores de los primeros miem­
bros de (1.2) son nulas y aplicando las reglas de diferenciación exterior, 
se obtienen las condiciones de integralidad 

de <Ú ' » W , (1-6) " - - ~ . 

donde los índices repetidos se entienden sumados de 1 a 3, siendo, según 
( 1 . 2 ) , O)' = O, 0)=", = a ) \ «)8„= 6)S 0)̂  = -k o>\ ü)= = -k <o% 00̂  = 0 . 

X tm O 1 3 2 3 

Si para cualquier función / se definen las derivadas parciales co­
variantes / i , 2̂ por la relación 

(l-.7) cü/ = /lo.^ + /2<o= 

las condiciones (1.6), teniendo en cuenta (1.3), (1.4) se escriben 

¿ ( 3 i —P2) = ai + yi + /?2 + 82 = 3 ( a 8 — j 8 y ) 

2 (j8i —«2) = — 3 («2 + ;S2) — ( « y + j8 8) —2k. 

2 (Si —ya) = 3(8^ + y2) + (j8 S + a y) + 2 fci 

fci2 = — y (fci —fca) 

¡til = i8 (fci —fca) . 

(1.8) 

i 

(*) P a r a seguir la costumbre general, aquí tomamos U^, 7c^ con signo distinto 
del tomado en el trabajo anterior [12]. 
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Definidas por (1.7) las derivadas covariantes, el primer parámetro 
diferencial de BELTRAMI (respecto de la métrica ds^ — (o>̂ )̂  + (w^)^), 
se escribe 

(1.9) Vf = fi + f 

y el segundo parámetro diferencial de BELTRAMI O laplaciano de / (siem­
pre respecto de la métrica ds^ = (<fl̂ )" + (<a )̂̂ ) se escribe (ver 
BLASCHKE [3, p. 70]) 

d (A 0= — f, <oi) 
(1.10) A / = 

(ü ' \ (ú 

donde en el numerador se entiende diferenciación exterior. 

2. Los invariantes fundamentales.— Como es costumbre pondremos 

dn = (0̂ , A <•)- = elemento de área af in 

(2.1) H = — (ki + ki) = curvatura media afin 
¿i 

K — kiki = curvatura total afin. 

Conviene también definir la "distancia af in" de un punto Z al 
punto X de la superficie S, la cual, siguiendo a BLASCHKE [1, p. IlOJ 
se define por el producto mixto 

(2.2) w = {Z — X, I„ I,) 

o bien, si Z es el origen de coordenadas 

(2.3) w = — (X, Ii, I,) . 

El elemento de volumen, que también es invariante afin por tratar­
se de afinidades unimodulares, formado por la pirámide elemental de 
vértice el origen y base el paralelogramo determinado por los vectores 
u)' Ii, <ô  I2 vale 

(2.4) dV = —— {X, Ii, I,)<ói A .0̂  w dCl 
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y por tanto, si 8 es una superficie orientable y cerrada, el volumen del 
cuerpo que limita vale 

(2.5) V = — Ç w dü 

Observemos que según la definición (1.7) las derivadas parciales 
covariantes de w son 

(2.6) w. — (X, I3, I2) ; W2 = — (X, Ii, I3) 

y por tanto el laplaciano, según (1.10) y teniendo en cuenta (1.3) y 
(1.4), resulta ser 

(2.7) A w = 2 (1 — ff w) 

3. Fórmulas integrales.— Sea C una curva cerrada sobre la super­
ficie S que limita un dominio simplemente conexo D. Para cualquier for­
ma de Pfaff O vale la fórmula de STORES 

(3.1) ¡ 9 = f d9 
C D 

Vamos a aplicar esta fórmula a dos casos particulares: 

a) O = w" (X, I3, d X ) , siendo n un número entero cualquiera. 

Un cálculo fácil, teniendo en cuenta (2.6) y la notación (1.9) da 

(3.2) / w" (X , l3 ,dX) = 2 / w» (—1 + Hw) da — 
C D 

Çnw"~^Vivdü. 
D 

Si 8 es una superficie orientable y cerrada, descomponiéndola en 
celdas, aplicando a cada una de ellas la fórmula anterior y sumando, 
resulta 

(3.3) 2 f w" (—1 + Hw) da — j nw"-^ vwda = 0, 
8 S 

O bien, teniendo en cuenta (2.7), 

(3.4) f{wAw + nVw)w"-^da = 0. 
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La identidad (3.3), para n — O, nos da 

(3.5) Q = j HwdCl 
s 

fórmula debida a GKOTEMEYEB [9], la cual generaliza al caso afiu la 
fórmula análoga del caso métrico, en la cual w es la función de apoyo. 

Para n = 1, teniendo en cuenta (2.5) y (3.4), la identidad (3.3) da 

(3.6) y = Í - J ( i Í M , 2 _ l . V w) da = 

= — j (Hw + — Aw) w da . 

b) 6 = to" (X, I3, CZI3). En este caso, tras un cálculo fácil, la fór­
mula de STOKES da 

(3.7) / w-{X,lsdh) = 

c 

= 2 J w" {H — Kw) dn •+ j nw"- ^ (fc^ w\ + k^ wp díl , 
D D 

0 bien, si 8 es una superficie orientable y cerrada, 

(3.8) 2 jw'* {H — Kw) do, + jnw"-'^ {k.w\ + k^w'J da = 0. 
s s ' ' 

Para n = O, resulta 

(3.9) M = fHda = jKwda 
s s 

fórmula también debida a GROTEMEYER [9] y que generaliza al caso afin 

un resultado clásico de MIÍJKOWSKI de la geometría métrica de lo.s cuer­

pos convexos. M es la llamada curvatura media total afin. 

4. Superficies paralelas. Fórmula de STEINER. Definición: llamare 
mos superficie paralela afin a la superficie S :X = X («,<;) a toda 
superficie S* de la forma 

(4.1) X* = X — \ I3 

con la condición de que los planos tangentes en puntos correspondientes 
sean paralelos. 
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Debemos observar que esta definición no es recíproca; es decir, si 
(S** es paralela a S, no necesariamente es S paralela a S* (*). 

De (4.1) se deduce 

d X* = d X — d A I3 — A día = 

= (1 + A fci) w ^ i + (1 + A fcj) w212 — d \ I3 . 

Para que los planos tangentes sean paralelos debe ser d A = O, o 
sea A = constante. En este caso tenemos 

(4.2) d X * = (a,^)*Ii + (a.= ) * l 2 

con 

(4.3) (ü)^)* = (1 + A / f i ) " ' ; (<«')* = (1 + A/C2)<-'-

Si <S es una superficie orientable y cerrada, el volumen limitado por 
S*, tomando el origen en el interior de S, será según (2.4) 

y* = f (X*, diX*. d ,X*) . 

= — — / (X*, (1 + A /ci) 0,̂  Ii, (1 + A fcs) <«' I2) 

= — ^ f (X — AI3, Ii,l2) (1 + A fci) (1 + A fc^) d íi 

— / (w + A) (1 + 2AIf + A^/f) d a 

— / w d a + — / ( I + 2Hw)da + 

+ -— f (Kw + 2H) díl + — j KdQ . 

Teniendo en cuenta (2.4), (3.5), (3.9) y poniendo 

(4.4) C = J K dCl 

(•) No es difícil ver que la reciprocidad ocurre únicamente en el caso en que 
£( es una esfera afín. 
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SI resulta 

(4.5) 

que es la fórmula generalizada de STEINER que queríamos obtener. 
ó 

lor 

5. Desigualdades. Supongamos que S sea una superficie cerrada y 
convexa (siempre de clase C^). En este caso se demuestra (BIJASCHKE 

[1 p. 161]) que llevando a partir de un origen los vectores I3, los ex­
tremos de los mismos forman también una superficie convexa ("Krüm-
mungsbild" = indicatriz de curvatura). Por tanto, si ÍS* representa la 
superficie X — I3 paralela a S correspondiente al valor A = 1, las su­
perficies (1 — \) S + kS* son los contornos de un haz lineal de cuer­
pos convexos. Por tanto, según el teorema de BRUNN-MINKOW^SKI, la raíz 
cúbica del volumen V (A) dado por (4.5) es una función cóncava de A, 
que es lineal si y solamente si S y S* son homotéticas (Ver, por ejemplo, 
BLASCHKE [2 ] , BusEMAjsTN [7 p . 4 8 ] , HADWIGER [ 1 0 ] ) . 

Por tanto, análogamente al caso métrico, resultan las desigualdades 
cúbicas 

(5.1) n= > 9 F 2 C 

y las desigualdades cuadráticas 

(5.2) n^- > S F M 

iP > 3FC= 

M- > ac 

las cuales no son independientes, pues de las (5.2) se deducen las (5.1). 
En (5.1) los signos de igualdad valen únicamente si /S y su directriz de 
curvatura son superficies homotéticas. En este caso, eligiendo para am­
bas superficies el mismo origen, es X = a I3 con a = constante. Por 
tanto, diferenciando y teniendo en cuenta que Ii, I2 son independientes, 
resulta 1 + «fci = O, 1 -)- «¿2 = 0; es decir, k^, k^ son constantes 
y en consecuencia, siendo 8 convexa, debe ser un elipsoide. 

Para las desigualdades cuadráticas (5.2) se comprueba directamente 
de manera fácil que la igualdad vale para el elipsoide. Sin embargo del 
teorema de BBUNN-MINKOWSKI no se deduce que esta superficie sea la 
única para la cual valen los signos de igualdad en (5.2). Por un camino 
un poco diferente BLASCHKE ha probado que efectivamente es así [4], 
apareciendo por consiguiente una diferencia con el caso métrico, en el 
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cual la igualdad en la primera acotación de (5.2) vale también para los 
cuerpos que MmKOWSKi llamó " Kappenkorper" de la esfera. 

6. Anchura afin de un cuerpo convexo. Otros invariantes afines. Sea 
X un punto del cuerpo convexo limitado por la superficie convexa S y 
sea y el punto de S en el cual el plano tangente es paralelo al plano tan­
gente en X. La distancia afin de Y a X se llama, siguiendo a Süss [14], 
la anchura afin de S correspondiente al punto X, o sea 

(6.1) Aa (X) = (Y — X, I„ L) -

(Y — X, di X, (¿2 X) (Y — X) • N 
(ü^A, do, 

d I 

donde N es el versor normal métrico de S en X y cZ o- es el elemento de 
área métrica en el mismo punto. Como (Y — X) -N es, precisamente, 
la anchura métrica A,„ de 8 correspondiente a la dirección normal N, 
resulta 

(6.2) Aa díl = Amd <r 

o bien, teniendo en cuenta gue dü = JC'/* d<r, .siendo £ ,̂„ la curvatura 
de Gauss métrica de S en X, resulta 

(6.3) A K'/' 
a ni 

La relación (6.2) permite dar una interpretación métrica a los in­
variantes afines 

(6.4) 

a saber, 

(6.4)* 

j A^dQ. 

» + 3 

J = C A» K 
n J m fi 

d, í A« K 
J m n 

d o 

siendo d o el elemento de área sobre la esfera de radio unidad E. 

Los más simples de estos invariantes afines son 

(6.5) J i = / A a d a = / A„.d<r 

(6.6) 
__ . díl _ do 

J ^3 ~" J ^3 
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en cuya interpretación métrica no interviene la curvatura Km y por 
tanto están definidos para cualquier cuerpo convexo, independientemen­
te de las condiciones de regularidad de su superficie. 

Si p (ir) indica la función de apoyo correspondiente al elemento a 
y p* (CT) la de su punto opuesto, se tiene 

Ĵ i = / [p («T) + P * (a) ] CZ CT = 3 F + 3 y* 
s 

siendo V* el volumen mixto del cuerpo convexo y del cuerpo simétrico 
del msimo respecto de un punto. Teniendo en cuenta la desigualdad de 
MiNKOwsKi F* > V, resulta 

(6.7) A > ey 
donde la igualdad vale únicamente para los cuerpos «on centro de 
simetría. 

De aquí, si Aa representa la máxima anchura afin, 

ira 

(6.8) A„n > 6 y 

donde la igualdad vale únicamente si Â  = cte., o sea, según Süss [14], 
para el elipsoide. 

Para (6.6), en otro lugar [13], hemos demostrado que 

(6.9) 

de donde 

(6.10) 

< J-J < 

2 77̂  A' > 3 y n 

o bien, combinando con (6.8), 

(6.11) r= A* > 9 y= 

donde la igualdad, lo mismo que antes, solamente vale para el elipsoide. 
Estas desigualdades (6.9), (6.10), (6.11) generalizan al caso afin 

resultados conocidos de la geometría métrica de los cuerpos convexos, 
en cuyo caso la anchura máxima coincide con el diámetro del cuerpo. 
Así (6.11) corresponde, en el caso métrico, a la desigualdad de BIEBEB-

BACH que relaciona el diámetro con el volumen (BONNESEN-FENCHEL 

[6 ] , p .76 ) . 
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Problemas no resueltos. Sería interesante encontrar en (6.7) una 
acotación superior para Ji y también en (6.9) una acotación inferior, 
mejor que la indicada, para el producto J_^ V. Con ello se podrían ob­
tener desigualdades entre n, F y la " mínima_ anchura a ñ n " . Queda 
también por hacer la generalización al caso afin de los máximos y~ïní-
nimos en que intervienen a la vez varios invariantes afines de un cuerpo 
convexo, al estilo de los mencionados en BONNESEN-FENCHEL ([6] , n'' 
45, p. 80) para el caso métrico. 

Señalemos, finalmente, que también podría tener cierto interés el 
ver si existen desigualdades mejoradas de las (5.1), (5.2) al estilo de 
las encontradas por BoNNESEN para el caso métrico [5]. 

7. Caso del plano.— En el caso' de curvas planas, las fórmulas de 
PRENET en la geometría afin unimodular para una curva T: X = X («) 
de clase C^, son 

(7.1) d X = (üli , d l i = <ül2 , d ía - — fcwlj 

donde Ii es el vector tangente, I2 el vector normal afin, ¡a el elemento 
de arco afin y A; la curvatura afin (PAVARD [8], p. 382). Se cumple, 
además, la relación 

(7.2) Ii A I , = 1. 

Una curva paralela afin r** será, por definición, de la forma 

(7.3) X* =:: X — Ala 

con la condición de que las tangentes en puntos homólogos sean parale­
las. Se tiene 

dX« (1 -1- kk) o>Ii — dxh 

y por tanto, para que las tangentes sean paralelas, debe ser A, = coas-
tante. En este caso queda 

• dX* - ( H - \k) dX. 

Si r es una curva cerrada, el área limitada por r* se expresa por 

(7.4) F" = ^ f X» A d X « = — / (X —A.I.) A (1 + \k) dX 

= l.ÇX\dX + —\f(kiXAdX) —I,AdX) — ~y^- Jkh^dX. 
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Observemos ahora çfue, aplicando (7.1), se tiene 

(7.5) d ( laAX) = dUAX + UAdX = - f c d X A X + hAdX 

y como la integral de esta expresión a lo largo de una curva cerrada es 
nula por tratarse de una diferencial exacta, resulta " 

j kXAdX = — ¡ hAdX = / « . = L 
r r r 

(7.6) 

siendo L la longitud afin de r. 

Con esto (7.4) queda 

(7.7) 

habiendo puesto 

(7.8) 

F* = F + XL + Vz^^C 

C ^ S ^' 

La fórmula (7.7) es la generalización al caso afin de la fórmula de 
STEINER que da el área limitada por una curva paralela a otra. 

Si r es una curva convexa, también lo es la descrita por el extremo 
del vector !«, supuesto llevado a partir de un origen fijo y por tanto 
el haz de curvas (1—^A.) X + Ala es un haz lineal (O ^ A, ^ 1) y 
el teorema de BRUNN-MINKOWSKI da la desigualdad 

(7.9) L^ > 2CF 

ya obtenida por BLASCHKE [4]. El signo de igualdad vale únicamente 
si X = al2 (a = constante), o sea, diferenciando, *)Ii = - a fcml i , lo 
que implica k = constante, y por tanto que T sea una elipse. 

8. Anchura afin y otros invariantes afines de una curva convexa 
plana.— La distancia afin del origen de coordenadas al punto X de la 
curva r se define por 

(8.1) w = X A Ii = 
XAdX 

Por tanto, el área F se puede expresar por la fórmula 

(8.2) F = Vz f wm 
r 
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y la longitud afin, según (7.6), 

(8.3) L = j kW(o. 
r 

Sea ahora T una curva convexa. Se llama anchura afin de T corres­
pondiente al punto X, a la expresión 

(8.4) A,, = (X — Y ) A l i 
(X — Y) A d X 

donde Y es el punto de T en el cual la tangente es paralela a la tan­
gente en X. 

Llamando A,„ a la anchura métrica de T según la dirección de la 
tangente en X e indicando por ds al elemento de arco métrico, se tiene 
(X — Y) AdX = Amds, y por tanto vale la relación 

(8.5) Aao) — A,„ ds . 

Como, por otra parte, se sabe que es 

(8.6) o. = K'/'ds 

siendo K la curvatura métrica de T en X, resulta que los invariantes afines 

(8.7) «̂ n = / A > 

equivalen, en términos métricos, a 

1 — n n -\- 2 

(8.8) J = C A^K ^ ds = ( A^K 
n J in J m 

d, 

De esta familia de invariantes afines los más importantes, por no 
depender de la curvatura de F y por tanto estar definidos para figuras 
convexas cualesquiera, independientemente de las condiciones de regula­
ridad de su contorno, son 

(8.9) 

(8.10) 

Jl = / A„(i) = J Amds 
r r 

O) '^'^ da 

J = ( = f —^. 
- 2 J ^ 2 J ^ 2 



— 207 — 

Como Jx = 2F + 2F'^, siendo F* el área mixta de MINKOWSKI 

del conjunto limitado por r y su simétrico respecto de un punto, resulta 

(8.11) J i > 4 2?" 

donde la igualdad vale únicamente para las figuras con centro de simetría. 
Para / _ „ , en [13] hemos demostrado que 

(8.12) 1 < J _ , F < ^ 

donde, en la segunda acotación, la igualdad vale únicamente para las 

elipses. Si Aa es la anchura afin máxima de r , de (8.11) se deduce 

ÍF 
(8.13) 

y de (8.12), 

que, junto con (8.13), da 

Aa > 

TT̂ Â  > 2FL 

TT^A^ > 8 í ' 2 

donde el signo de igualdad vale únicamente para las elipses. 
Los problemas no resueltos indicados al final del n ' 6, se plantean 

de manera análoga en el plano. 

9. Valores de los principales invariantes afines para la elipse y el 
elipsoide.— En muchas cuestiones es interesante tener a mano los valo­
res de los principales invariantes afines de la elipse y del elipsoide. Los 
reunimos a continuación: 

Elipse. A partir del área F, se tiene 

L = 2n'^'F'/' , C = 2 7rV3Í'-V3 ^ k = TfV'í'-Va ^ A» = 2 n''/'F'/' . 

Además de las desigualdades probadas en este trabajo, hay las si­
guientes (con igualdad solamente para la elipse) : 

L' < 8 TT̂  JP , 

(Ver BLASCHKE [1], [4]). 

C^í ' < STTS C L < 4 7r= 
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Elipsoide. A partir del volumen V se tiene 

Q'- = 12 7TV , M = érr • 

47r 
K- A* 

c-

9V^-

6 4 7r=' 

3y 

Otras desigualdades para cuerpos convexos, además de las del n ' 5, 

son 
ilí < 4 TT ; n^ < 12 77 y 

con igualdad solamente para el elipsoide (BLASCHKE [1], [4]). 
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