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SUMMARY. A classical theorem of Jacobi says that the indicatrix of the vorin-
¢ipal normals of a closed space curve bisects the surface of the unit sphere [5).
We prove the following reciprocal of this theorem: The only lines jnvariably at-
tached to every point of a closed space curve I, such that its spherical indicatrix
bisects the surface of the unit sphere “for every I'", are the principal normals.

More precisely we consider a unit vector Y = «T 4+ BN 4+ vB (T, N, B ==
trihedral of Frenet of I' and a, B, ¥ constants such that ez -+ A2 4 ¥2 = 1) and
prove that the area of the domain on the unit sphere bounded by the closed curve
"x: Y = Y (9), Is given by the formula F = 27 — a § — v K, where 8 — total
torsion and K — total curvature of I We deduce some consequences of this for-
mula. At the end we consider the case that @, 8, ¥ depend on &. If « := 0 and B8, ¥
are functions of 8, we get the formula (4.6) which holds good for any closed apsace
curve I'. If T is the boundary of a simply connected domain of a surface and Y
1s the normal to this surface along I, then (4.6) colncides with the formula «f

Gauss - Bonnet for surfaces.

1. INTRODUCCION.— Jacobi demostré ¢l notable teorema siguiente re-
ferente a curvas cerradas del espacio cuclidiano de tres dimensiones E,
(curvas que en todo lo que sigue suponemos de clase C?):

La indicatriz ¢sférica de las normales principales de una curva co-
rrada 1" de E;, divide a la csfera unidad en dos partes de tgual drea.

Este antiguo teorema de Jacobi [5] se encuentra citado en muchos
textos de Geometria Diferencial (BLascnke [1 p. 49] GUGGENHEIMER [4
pag. 288]) y de él se han hecho varias aplicaciones y dado distintas de-
mostraciones (FENCHEL [2], [3]; ScHERRER [6]). Nuestro objeto es con-
siderar el teorema reciproco: ;existirin otras rectas, ademas de la nor-
mal principal, invariablemente unidas al triedro fundamental de Frenet
en cada punto de una curva cerrada del espacio, cuya indicatriz esférica
divida a la superficie de la esfera en dos partes de igual 4reat

El resultado a que se¢ llega es el siguiente:

a) Si la recta debe estar unida de manera invariante al triedro de
Frenet de manera ‘‘universal’’, es decir, de la misma manera para cual-
quier curva cerrada que se considere, entonces la normal principal es

Gnica.
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b) Si se admite que la recta, siempre unida de manera invariante al
triedro de Frenet, puede depender de cada curva particular (més exae-
tamente, dicha manera invariante puede depender de la curvatura total
v de la torsién total de la curva), entonces hay infinitas rectas con dicha
propiedad, las cuales estdn en un plano que determinaremos.

Los enunciados precisos y algunas generalizaciones y complementos
constituyen los teoremas 1 y 2. En el n® 2 daremos una demostracion
clemental del teorema de (iauss-Bonnet para la esfera, la cual natural-
mente, puede omitirse si solamente interesa la parte que consideramos
nueva del trabajo.

2. FORMULA DE GAUSS-BONNET SOBRE LA ESFERA.— Sea 3 la esfera
de radio unidad. El drea de un triangulo esférico A, 4. A; vale

(2.1) T3:A)+A3+A3—TT,

indicando por A; tanto los vértices como los angulos interiores corres-
pondientes del tridngulo.

Para un poligono esférico de n lados, no necesariamente convexo, por
descomposicién en tridngulos resulta analogamente que su érea vale

(2.2) Th =34 — (n—2) =

: M-

Si se introducen los angulos exteriores ai = = — A, resulta

1
(2.3) T, =2r — 3 a;

Sea ahora sobre 3 una curva cerrada T, : ¥ = ¥Y(o) de clase C?
siendo o su arco. Considerando a T, como limite de poligonales inscriptas
cuyo namero de lados n crece infinitamente, el drea F de la regién limi-
tada por T, serd el limite de las areas poligonales T.. Los éngulos a
tienden a los dngulos entre los cireulos maximos tangentes a Ty. Es decir,
se tiene la férmula

(2.4) F=2n~fd¢
I

que no es otra que la férrmula de Gauss-Bonnet para curvas esféricas. En
ella d ¢ indica el clemento de angulo entre dos circulos méximos tangentes.
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Para calcular d ¢ a partir de la ecunacion Y(o) de la curva, consi-
deremos la curva dual, que por definicién es

(2.5) Y* =YAY

donde Y’ = dY/do es el versor tangente. El elemento de dngulo dy, for-
mado por dos planos tangentes a I, que pasan por el centro de 3, es
igual al angulo formado por las normales a estos planos (que son preeci-
samente Y*(o), Y*(o + do)) y por tanto es d¢ = do*, siendo o* el
arco de la curva dual (2.5). Por tando d ¢ es el médulo de d ¥* y por
consiguiente igual al producto escalar de d Y* por un vector de médulo
unidad que tenga la misma direccién del vector dY* =Y A d¥Y' =
Y A Y”ds. Pero Y” tiene Ia dircccién de la normal principal a T, y el
versor Y también es normal a T,; en consecuencia ¥ A Y” tiene la di-
reccién de la tangente Y’. En cuanto al sentido si consideramos que Y’
debe estar dirigido de manera que el drea limitada por I'y quede a la
izquierda del sentido de recorrido correspondiente a Y/, resulta que
Y A Y” tiene la direccién y sentido de —V¥’. Es decir, el triedro ¥,
Y/, ¥” debe ser un triedro directo. Por tanto se tiene d¢ = do* =
(YAY")  (-Y¥)do=(YY'Y")do, con lo cual la férmula (2.4) se
eseribe

(2.6) F =2z~ ((YYY")do

I

El producto mixto (¥ ¥’ ¥”) ¢s la curvatura geodésica de I'y, con lo
cual (2.6) toma la forma usual de la férmula de (auss-Bonnet para
curvas sobre la esfera de radio unidad.

3. INDICATRIZ ESFERICA DE VERSORES INTRfNSECAMENTE UNIDOS A LOS
PUNTOS DE UNA CURVA CERRADA DEL ESPACIO. Sea ahora una curva cerrada
I' : X = X(s) del espacio, supuesta de clase C? y sea s el arco de la
misma. Sean T, N, B los versores tangente, normal principal y binormal
de T' y sean a, 8, y tres constantes tales que

(3.1) a® + B+ =1,
El vector
(3.2) Y=Y(s) =aT + BN + yB

es de mbdulo unidad y pro tanto la curva I';: ¥ = Y(s), al recorrer s la
curva T, serd una curva cerrada de la csfera unidad: se llama la indi-
catriz esférica de los versores Y.
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Para hallar ¢l drea F del dominio limitado por Ty, aplicaremos la
férmula (2.6) por lo cual debemos caleular el producto mixto (Y ¥’ ¥”)

Aplicando las férmulas de Frenet, tenemos

(3.3) ¥ = —BxT 4+ (ax~y7)N +8:B

ds

siendo , 7 la curvatura y la torsién de I'. Por tanto el elemento de arco
de la eurva Iy es

(3.4) do = Ads, con A = \/Bx* + (ax — y7)* + B212

Por consiguiente se tiene

1Y
(3.5) Y = ‘d =pT + gN + rB
'3
siendo
B« ak —yT B
3.6 = - , = —_ , =
(3.6) P 2 q A r A

Una nueva derivacién da

daY 1
Y” = = —[(p-xq) T+ (¢ +px—rr)N+( + qr)B]
d o A

’

donde los acentos en p’, ¢. r
la eurva I

indican derivadas respecto del arco s de

Por tanto, la curvatura geodésica de T, es

« B Y
1

(3.8) (YYY”) = N p q r

Y¥—xq ¢ +px—rr ¥ +tgqr

Haciendo operaciones, teniendo en cuenta los valores (3.6) y orde-
nando convenientemente, resulta (tras un caleulo un poco largo),

B(xs —«7)

89) (YYY')do = [/gz,‘2+ (ax —y7)2+ B2+2

+ar+ yx]ds.
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Se observa que el primer sumando dentro del paréntesis, poniendo
7/x = ¢ equivalente a
Bd¢
Bt (a—y0+FF

(3.10)

¥y por tanto es una diferencial exacta, cuya integral a lo largo de la
curva cerrada I', es nula, quedando

{3.11) JYYY)do = aS + yK
M
habiendo puesto
(3.12) S =frds , K= S xds
r r
siendo S la torsién total y K la curvatura total de la curva T.

Resulta asi que, segin (2.6), el arca limitada por la indicatriz de
los vectores Y, vale

(3.13) F =2 — a8 — yK.
Esta féormula demuestra los dos teoremas siguientes:

TEOREMA 1. Para que el drea F sea independiente de la curva (y por
tanto de 8 y de K) debe ser a =0, y =0, en cuyo caso F =27 = drea
de la semiesfera. O sea: El unico vector cuya indicatriz esférica divide
a la esfera en dos partes de igual drea y estd unido al triedro de Frenet
de una curva de manera invariante, la misma cualquiera que sea la curva,
es el vector normal principal (reciproco del teorema de Jacobi).

TeoREMA 2. Dada una curva cerrada particular T, los vectores inva-
riantemente unidos a la misma (a, B, y constantes) cuya indicatriz es-
férica divide a la superficie de la esfera en dos partes de igual drea, son
los vectores del plano

a8 + yK = 0.

Este plano cs el dcterminado por el vector normal principal N y el
vector —KT + S§B.

En particular: para las curvas de torsion total nula, 8 =0, como
son por ejemplo las curvas esféricas, la indicatriz esférica de todo vector
del plano osculador invariantemente unido a la curva divide a la superficie
de la esfera en partes de igual drea.
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4. CAS0 EN QUE a, f, y SON FUNCIONES DEL ARCO s.— Puede interesar
ver eémo se generaliza la formula (3.13) para el caso en que a, 8,y son
funciones de arco s de la curva T.

En este easo, en vez de (3.4) se tiene do = Ads, con
(41) A = (¢ —«kB)* + (B +tax—y1): + (Y + B1)¢

e indicando ahora con acentos las derivadas de Y respecto del arco s de
la curva T, resulta

dY &*Y (YY Y”)
(4.2) Y, —, ydo = ————ds
de do* Al

Haciendo el edlculo bastante largo pero directo y teniendo en cuen-
ta la relacién (3.1) y las

aa’+ﬂﬂ’+77, , a12+ﬁl2+yl‘_’+aall+ﬂﬁfl+yyll=0
que de ella se deducen, se tiene

(Y Y Y”)

1
(4.2) =a'r"r-yx-F;{(a*r+yx)[2a’2+2ﬁ”+2y"+

t(Fa=Ba)xt+ BY — Byl + Y kta’r—ar—yx+
TR =w1) ta(fy —B'Y) TR (Y — ') +
+y (o« B” — a” )b,

Esta expresion toma una forma simple introduciendo los siguientes
vectores (donde I,, I, I, es una base ortonormal fija del espacio),
z = aI, + ‘BI;_ + YIJ
(4.3) V=r+I +«I
D=2 -2 A V.

Con estos vectores, la expresién (4.2) queda

(YY) _ (ZD D)
(4.4) — = er t vkt


ba.se
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Por consiguiente, la formula general para el area F limitada por la
indicatriz esférica de los veetores Y(s), segin (2.6), es

ZDbD
kP

(4.5) F=2x—fards — Jyxds — | Y

I 1 I
Para a, B, y constantes, la tltima integral toma la forma (3.10) y
es nula, quedando la féormula (3.13).

Para a =0, B y y funciones de s, la Gltima integral de (4.5) resul-
ta igual a

1 T+ By By
I T (1[ ]
l.1+[7+,3;; By )* B«

y por tanto es también nula, quedando

(4.6) F =2z~ fycds.
2

Si I' es una curva cerrada que limita un casquete de superficie cuya
normal en los puntos de T sea el vector Y, F es el drea de la imagen
esférica del casquete y y«x es precisamente la curvatura geodésica de T,
de manera que (4.6) coincide con la férmula de (lauss-Bonnet para su-
perficies. En este sentido, la férmula (4.6), que vale para cualquier curva
cerrada T, limite 0 no un casquete regular de superficie, puede conside-
rarse como una generalizacién de la férmula de Gauss-Bonnet para
superficies.
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