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SUMMARY

A set of points Q in the hyperbolic plane s said to be h-convex (convex with
respect to horocycles) if for each pair of points A, B belonging to @, the entire
segments of the two horocycles determined by A, B belong to Q. In this paper we
give the following properties for h-convex sets: 1. If ¢ i3 h- conveX, the whole horocy-
clic lentil bounded by the horocycles O, ' determined by two points A4, B of Q belongs
to Q and we get the inecqualities (2. 8) bhetween the length I of the boundary ¢Q, the
area F, the width A and the diameter I) of Q. 2. If x denotes the geodesic curvature
of the boundary ?Q of a set @, then Q is h-convex if and only if «>1.3. For each
point A of the boundary “Q of a h-convex set ( we consider the two tangent horocy-
cles O- and O+ and define the breadth of ¢ with respect to each of them. These h-bre-
adths a-, e+ gatisfy the formulae (65.3) and (5.4). 4. The sets of constant breadth are
considered specially. For them the formula (6.1) holds The last theorem states that
the Reuleaux trlangle has minimal length and minimal area among all the sets of the
same constant breadth of the hyperbolic plane.

1. INTRODUCCION

En el plano hiperbdlico hay dos familias de curvas que en cierto modo
tienen las propiedades de las rectas del plano euclidiano, a saber: las rectas
propiamente dichas (o geodésicas) y los oriciclos. La principal analogia de
los oriciclos con las rectas del plano euclidiano es que ellos son trayectorias
ortogonales de un haz de rectas paralelas o bien, en otras palabras, que las
rectas del plano hiperbélico ortogonales a un mismo oriciclo son paralelas en-
tre si. La diferencia esencial es que por dos puntos del plano hiperbélico
pasan dos oriciclos, los cuales forman lo que llamaremos un ‘‘huso oriciclico’”.

Interpretando el plano hiperbélico como superficie de curvatura cons-
tante K = —1, las rectas estin caracterizadas por tener la curvatura geodésica
nula, x; (rectas) =0 y los oriciclos por tener esta curvatura, en valor ab-
soluto, igual a la unidad, o sea |«, (oriciclos) | = 1.

La definicién usual de convexidad es la siguiente: un conjunto de puntos
@ del plano hiperbélico se dice que es convero si para todo par de puntos
A, B pertenecientes a Q, los puntos del segmento de recta de extremos 4 y
B pertenecen todos a Q.
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Al sustituir las rectas por oriciclos tendremos la siguiente

Definicion. Un conjunto de puntos @ del plano hiperbélico se dice que
es h-convezo (o convexo respecto de oriciclos), si para todo par de puntos
A, B pertenecientes a Q, todos los puntos de los dos segmentos de oriciclo
determinados por . y B pertenecen a Q. El contorno de un conjunto h-con-
vexo acotado se llama una curve h-convera cerrada.

Los dos arcos de oriciclo de extremos 4, B determinan un huso orici-
clico el cual, si @ es h-convexo, deberd estar totalmente contenido en Q y
como el segmento de recta AB es interior al huso (es eje de simetria), resul-
ta que todo conjunto h-convexo es convexo. El reciproco no es cierto: basta
considerar un conjunto convexo que contenga en su contorno un Segmento
de recta (por ejemplo un poligono geodésico) para ver inmediatamente que
es convexo pero no h-convexo.

Por consiguiente, todas las propiedades de los conjuntos convexos sub-
sisten para los k-convexos, pero hay algunas propiedades exclusivas de estos
Gltimos, algunas de las cuales queremos estudiar en este trabajo. En un tra-
bajo anterior ya vimos algunas de ellas [7] y recientemente H. Larcher [4]
ha dado otras que mencionaremos més adelante.

Tanto los conjuntos convexos como los h-convexos los supondremos siem-
pre acotados y cerrados, vale decir, con el contorno incluido. Ademds, puesto
que la curvatura geodésica de una curva convexa tiene signo constante, su-
pondremos que cste signo es positivo.

2. ALGUNOS VALORES REFERENTES A ‘‘HUSOS ORICICLICOS”

Sean A, B dos puntos del plano hiperbélico y sea D, su distancia, o sea,
la longitud del segmento AB. Por A y B pasan dos oriciclos, los cuales for-
man el huso oriciclico de extremos 4 y B. Queremos calcular el perimetro,
el érea y el espesor de este huso.

Una manera elemental consiste en utilizar la representacién de Poincaré del
plano hiperbélico, como los puntos con y > 0 y métrica ds* = (dz + dy?)/v>
Como el huso depende tnicamente de D, podemos suponerlo colocado en la
posicién de la fig. 1, con A y B de la misma ordenada 8. Introduciendo los
angulos ¢y = AOY, ¢p = BOX es sabido (y se calcula facilmente) que es

(2.1) D, = log [tan (¢s/2) :tan (pa/2)]
¥y como ¢ = 7™ — pa resulta también

(2.2) D, = log cot® (pa/2)
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Fig. 1
de donde

(2.3) tan 2 = exp (—Do/2).

Obsérvese que en la representacién de Poincaré el segmento AB es el
arco de la circunferencia que pasa por AB y tiene el centro en el eje z.

Por otra parte, la longitud del arco de oriciclo AB, siendo A(a, B8),
B(),B) es

[

e dx e b _ 1 — tan® (g4/2)
L =§ y Tt B 2
b Y B an gy tan (¢4/2)

o sea, segiin (2.3)

D,
(24) Lo = QSenh—z— .

Por simetria, la longitud del otro arco de oriciclo AB tendrad el mismo
valor. Por tanto: la longitud del huso oriciclico de didmetro D, vale

(2.5) L, = 4 senh (D,/2)

Para calcular el drea podemos utilizar las mismas notaciones de la fig. 1.
Seré

1 dr ~ dy reospa ] 1
—F == (= ————)da
4 ¥ 0 B Vre— i

= ot g4 — A&rcsen cos ¢;.

Teniendo en cuenta (2.3), de donde se deduce cot ¢ = senh (D,/2) ¥
are sen cos g4 = /2 — g4 = ar tan cot ¢4, resulta que el drea del huso oriciclico
del didmetro D, vale



(2.6) F, = 4senh (D,/2) — daretansenh (D,/2).

A veces interesa también el espesor o anchura minima del huso, o sea, el
segmento MV de la fig. 1. Llamando m a la longitud ecuclidiana de MN es

B+ m
P ——

Ay, = ll—\~ = log 3 = log (1 + cot® ¢.)

y seglin (2.3) resulta que el espesor del huso oriciclico de didmetro D, vale
(2.7) A, = 2logcosh (D,2).

Puesto que todo conjunto h-convexo contiene el huso determinado por los
extremos de un didmetro, de (2.5), (2.6) y (2.7) resulta el sizuiente teorema:

Entre la longitud L del contorno, el drea F y el ecspesor A de un con-
Jjunto h-convero y €l didmetro D del mismo, valen las siguicntes desigualdades

L > 4senh (D/2)
F > 4senh (D/2) — 4are tan senh (D/2)
A > 2logcosh (D/2).

donde las igualdades valen twnicamente para los husos oriciclicos.

3. CURVAS h-CONVEXAS (CON CURVATURA GEODESICA CONTINTA

Sea Q@ un conjunto h-convexo y A un punto de su contorno ¢@. Su-
pongamos que en .4 la curva convexa ¢@ tenga curvatura x,(A) continua.
En un entorno de A, los dos oriciclos tangentes a ¢@ en A deben quedar
exteriores a @ o coineidir, uno de ellos, con ¢Q.- En efecto, si un arco de
oriciclo quedase interior a @, considerando un oriciclo paralelo suficiente
mente proximo, se podria temer un arco de oriciclo con los extremos en @
v no contenido totalmente en @, contra la hipétesis de ser @ h-convexo. Esto
hace que la curvatura x;(A) deba ser igual o mayor que la curvatura de!
oriciclo en A, cuyo valor absoluto es 1. Una demostracion precisa de estc
hecho puede verse en H. Karcher [4]. Reciprocamente, si una curva convexs
estd compuesta de arcos con curvatura continua x, > 1, ella es h-convexa.

Por tanto:

Una condicion necesaria y suficiente para que una curva convexra y ce-
rrada dcl plano hiperbdlico con curvatura conlinua sea h-convcra, cs que sea

(3.1) K > 1

en todo punto.

-
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Obsérvese que consideramos la curvatura geodésica de una curva l-convera
siempre positiva. Iin caso contrario habria que poner en (3.1) el valor absoluto.

Si R representa el radio del eirculo oseulador a una curva (' en un punto
A (= posicién limite del circulo geodésico determinado por tres puntos 4,
A, A, de C, cuando 4, y A. tienden a A), su relacién con x, (suponiendo
la existencia de x; continua) es

(3.2) kg, = coth R,

Esta igualdad se obtiene aplicando la férmula de Gauss-Bonnet a un
cireulo de radio R y teniendo en cuenta que su longitud y area estan dados
por las formulas (ver Coxeter [3])

(3.3) L = 2zsenh R ; F = 27 (coshR ~ 1)

La econdicion (3.1) equivale por tanto a la siguiente:

['na condicion mecesaria y suficiente pare que une curva convera con
curvatura continua en todo punto, sea h-convexa, es que el radio R de sus
circulos osculadores sca finito en todo punto (R < o).

Hay varias propiedades referentes a curvas convexas o /i-convexas y sus
circulos inseritos y circunscritos. Algunas de ellas son las mismas que para
el plano euclidiano. Otras son diferentes. Por e¢jemplo, en el plano euclidiano,
si C es una curva convexa v cerrada con curvatura continua, el cireulo os-
culador a C de radio minimo esti contenido en el interior de C (Blaschke
[1]). Para curvas convexas del plano hiperbdlico esta propiedad puede dejar
de valer. En cambio sigue valiendo para las curvas h-convexas Este estudio
ha sido hecho por H. Karcher [4].

4. h-CURVATURA

Sea una curva C del plano hiperbdlico que tenga curvatura continua no
nula en un punto 4. Se sabe que esta curvatura x, puede definirse por

(4.1) dr = xyds

siendo ds el elemento de arco y dr el elemento de angulo entre dos rectas
tangentes a C (ambos elementos tomados en el punto A). Ademds, si C es
una curva cerrada que limita un érea F, vale la férmula de Gauss-Bonnet



— 178 —

Fig. 2

(42) f‘Kg(lS =2z 4+ F — }:"lm;

C

donde o; son los angulos exteriores de los puntos angulosos, si existen. Si la
curva tiene curvatura continua en todo punto, esta suma no aparece en la
féormula (4.2).

Si en vez de rectas (geodésicas) se toman oriciclos tangentes, se tienen
dos posibilidades: o bien se toman los oriciclos con la concavidad del mismo
lado de C (figura analoga a fig. 2) o bien se toman los oriciclos con la
concavidad en sentido opuesto (fig. 3). Aplicando el teorema de Gauss-Bon-

Fig. 8§

net al triingulo AMA’ y teniendo en cuenta que en el primer caso la curva-
tura de los oriciclos tangentes es +1 (considerando la curvatura de C como
positiva) y en el segundo caso es —1, resulta, para el primer caso la relacién




(4.3) de7 = dr — ds
r para el segundo caso

(4.4) d=' = dr -+ ds

H

siendo dr;,, dr; los clementos de dngulo, en cada caso, de los oriciclos tan-
gentes. Para obtener (4.3) y (4.4) se ha tenido en cuenta que el area del
trifngulo AMA’ es infinitésimo de orden superior al de los elementos que
figuran en (4.3) y (4.4).

Las variaciones totales de los dngulos 77, T, Para una curva cerrada C

que limita un drea F y tiene longitud L, resulta valer (aplicando (4.2))

(4.5) fdrl‘lf—?n—-i- rF - L | fd.—;l=21r+F+L

c C

5. h-ANCHURA DE UNA CURVA CONVEXA

Sea 0@ una curva convexa cerrada, contorno del conjunto convexo Q.
Sea A un punto de 9Q. De los dos oriciclos tangentes a 0@ en A, represente-
mos por O (A) el que tiene la convexidad del mismo sentido que ¢@Q y por
0 (4) el que tiene 1a convexidad de sentido eontrario. Sean g la recta normal
a 0@ en A. Consideremos los oriciclos ortogonales a ¢ que tienen el mismo

Fig. 4

punto impropio que O~ (A). De estos oriciclos sea O-(A’) el extremo superior
de los que tienen punto comun con @ (A’eQ). Si A, es el punto de g co-
rrespondiente a 0-(A4’), se llama h-anchura (—) de @ correspondiente al
punto A, a la distancia AA,. Se representa por a (4). Obsérvese que 4, y
A’ seréin en general puntos distintos (A’ es el punto de apoyo de 0-(4’)),
fig. 4.

Para las curvas convexas del plano euclidiano, el valor medio de la
anchura, salvo un factor constante, es igual a la longitud de la curva. Que-



— 180 —

remos obtener algo analogo para las curvas h-convexas del plano hiperbélico.
Para ello debemos recordar que la densidad para medir eonjuntos de ori-
ciclos vale

(5.1) dO~ = exp (—r)dr ~ dy

siendo r su distaucia a un punto fijo P, situado en la regién convexa, no
acotada, cuyo contorno e¢s O y ¢ el angulo de la normal por I’ al oriciclo
con una direceién fija (ver [7]). Ademads, se sabe que la medida de todos
los oriciclos que cortan a una curva convexa cerrada es igual a dos veces su
longitud. Como la densidad (5.1) es independiente del punto P, tomemos
por un momento el ecentro de curvatura de € en A. Si R es el radio de cur-
vatura y dr, ds tienen los significados de antes, aplicando el teorema de
Gauss-Bonnet al triangulo elemental P, A(s), A(s + ds) y teniendo en cuen-
ta (3.2) resulta
dr ds

,—_2 ]! - fd
(5:2) a cosh R senh B

Cuando los oriciclos ortogonales a g estén entre el centro de curvatura
I’ y A,, hay que tomar por densidad exp (r) dr X dy. Por tanto, fijando ¢ o
integrando r, se tiene

A A4
f exp(—r)dr + f exp(r) dr = exp(—R) (exp{a—) —1).
P r

Teniendo en cuenta (5.2) resulta que la medida de los oriciclos que cor-
tan a @ vale

f exp (—R) (expa — 1) dy = f (expa — 1) (cosh B —senh R) dy
= f (expa = 1)dr — § (expa — 1) ds,
y como fdr =2z -+ F, {ds = L = longitud de ¢Q , resuita
Jexpadr, — 27 — F + L.
Como este resultado debe ser igual a 2L, resulta

(5.3) f exp (a’) dr;{ =22 + F + L
Q

Si el centro de curvatura P es exterior al segmento A4, el razonamiento
es completamente andlogo y se llega a la misma férmula (5.3).

En el punto A se puede tomar también el oriciclo 0*(A) que tiene su
convexidad en sentido contrario a la de 9Q. Se puede entonces definir de ma-
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nera analoga la anchura «' y un razonamiento anélogo al anterior conduce a
ta féormula
- Yy —_ ot + — ) —_
(5.4) Jexp(—a)de, =2z + F — L
9

En resumen:

Sea @ un conjunto h-convero del plano hiperbélico. Llamando o« y o' @
las anchuras respecto de los oriciclos tangentes en cada punto, valen las for-
mulas (5.3) y (d.4).

Una férmula andloga para curvas convexas (no necesariamente h-conve-
xas) fue dada en [5].

6. CONJUNTOS CONVEXOS DE ANCHURA CONSTANTE

Si a” es constante, ¢l mismo razonamiento conocido del caso del plano
euclidiano prucba que A’== A, (notaciones de la fig. 4). Por tanto 4 y A’
son puntos tales que también las rectas tangentes en ellos y los oriciclos O*
son ortogonales a la recta AA’. Es decir: st « es constante también lo es a*
y su valor comin cs la anchura ordinaria del conjunto Q. En otras palabras.
todo conjunto de h-anchura constante es también de anchura constante.

Ademis, igual gue para el plano euclidiano, resulta que si @ es de an-
chura constante a, los radios de curvatura en puntos opuestos cumplen la
condicion R(A) + B(A’) = «. Por tanto R es finito, o sea: todo conjunto
convero de anchura constante c¢s h-convezo.

Si @ es de anchura constante a, de (5.3) y (4.3) se deduce

6.1) 22+ F + L
. ex = ——
( pa 24+ F — L

Es decir: para todo conjunto convezo del plano hiperbilico de anchura
constante a, vale la igualdad (6.1). Una férmula equivalente a la (6.1) ya
fue obtenida en [5].

7. POLIGONOS DE REULEAUX

Los conjuntos convexos de anchura constante mas simples son los poli-
gonos de Reuleaux. Igual que para el caso del plano, se obtienen dividiendo
una circunferencia en 2n + 1 partes iguales por los puntos Ao, A, ..., Asn ¥
uniendo cada dos vértices consecutivos por un arco de circunferencia cuyo
centro es el vértice opuesto. Asi, los vértices As y A, se unen por un arco
de circunferencia de centro A,. Resulta asf el poligono de Reuleaux de
2n + 1 lados. La distancia 4o Ax = a es la anchura constante del poligono.


h-cunvc.ro
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Llamando 6 = dngulo An,4,4,.: la longitud del poligono es
(7.1) Lp = (2n -+ 1) ¢ senh a
y la longitud del contorno del eirculo de la misma anchura vale
(7.2) L¢ = 2xsenh (a/2)
Vamos a demostrar que Lp < L¢ para cualquier n. En efecto, si O es el
centro de la circunferencia que pasa por los vértices Ay, A, ..., A.a, el tridn-

gulo A, O A, es isésceles y por una formula elemental de trigonometria hiper-
bolica se tiene

(7'3) cosh - =

De aqui, o por simple observacion de la figura, se deduce que a crece a
medida que n—> o0 y 6 = 0. Para 6 muy pequeilo y n grande es

nsw T n
cos ——— _ -
(14 2n+1 2 2n + 1 7
{1, ~ = :
) 0 o (2n+1)4¢
sen - — —_—
2 2

Por otra parte, segin (7.1) y (7.3)

L o 4+ 1) 0
(15) R Cn D0 e
L(; kis

De (7.1), (7.2), (74) y (7.5) se deduce que Lp/Lc < 1.

Recordando que en geometria eliptica (equivalente en pequefio a la geo-
metria esférica) los poligonos de Reuleaux tienen la longitud mayor que los
circulos de igual anchura [6], y que en el plano euclidiano la longitud es la
misma, resulta:

Entre la longitud Lr de un poligono de Reulecaux de cualquicr nitmero
de lados y la longitud L¢ del circulo de la misma anchura, vale Ly = L¢ en
el plano euclidiano, Lg > Lo en el plano eliptico y Lp < Lc en ¢l plano
hiperbdlico.

Un teorema de Blaschke afirma que todo conjunto convexo de anchura
constante se puede aproximar en tanto como se quiera por poligonos de
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Reuleaux [2] (aunque Blaschke se refiere al caso del plano euclidiano, la
demostracién es facilmente trasladable al plano hiperbélico). Segin esto y
observando que Lg crece con n y por tanto es minima para el tringulo, se
puede enunciar:

Entre los conjuntos convexos del plano hiperbslico de anchura consiante,
el tridngulo de Reauleuz tieme longitud minima.

Debiéndose cumplir la relacién (6.1), se tiene también, como consecuencia:

Entre los comjuntos convexos del plano hiperbélico, el tridngulo de
Reaulcaur es cl que ticne drea minima.

Para comprobar algunos resultados anteriores puede ser 1til tener a ma-
no los valores de la longitud y el érea de los poligonos de Realeaux de
2n + 1 lados. La longitud estad dada por (7.1). En cuanto al area, un céleulo
facil conduce a la expresién

Fpr = (2n+1)60coshat+ Cn+1)8 — 2=
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