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SUMMARY. GouDSMrr [2] and more rccently R. E. MILES [4], [5] , P. I. R I ­
CHARDS [6] and M. O. KBNDALL-P . A. P. MORAN [3] have consldered the problem 
of flndlnK the mean number o( sldes, the mean perlmeter, the mean área, the 
mean area-&quared and many other averages of the convex poty^ons Into whlch 
the eucUdean plañe Is divlded by a system of stralght Unes dlstrlbuted at random 
homogeneously throughout the plañe. The flrst reault of aouDSMrr was generallzed 
to the S-dtmenslonal space In [8], and many other Interesting results for polyto-
pes determined by random hyperplanes In n-dlmenslonal euclidean space have been 
obtalned by R. E. MILBS (unpublished papers). 

In the present paper we generalize the problem of OOUDSMFT to the hyperbo-
Uc plañe. The straight Unes are assumed glven at random In the sense o( the 
Integral Geometry [9], [10]. Flrst, we obtaln some mean valúes for a flnlte con­
vex set K Intersected by a flnlte number n of random straight Unes (the meen 
number of vértices Inside K (2.6), the mean number of regions In whlch K is 
dlvided (2.8), the mean number of sldes of each reglón (2.10), the mean perl­
meter (2.12) and the mean área (2.13). Then, we constder that f Is a circle 
whlch expands to all the hyperbolic plañe. If the density for Unes Is normallzed 
tuch that the mean área Is E(A) =; 1, then we get for the mean valúes of the 
number of sldes N, the perlmeter S and the area-squared A'¿ the followlng valúes 

1 
E(N) — 4 , E(S) = 1 M = 3,683.. . , E(A2) — 13,02.. . 

( 
where £ = 0,3726... Is the positivo root of 4T{S — 2£ — 1 =: 0. The exact valué 
of E(A2) Is glven by (4.14). 

INTRODUCCIÓN Y RESULTADOS.— El problema que queremos 
resolver es el siguiente: 

"Consideremos el plano hiperbólico dividido en polígonos por rectas 
dadas al azar, con una densidad uniforme tal que el valor medio E(A) 
del área de estos polígonos sea igual a la unidad, E{A) = 1. Se piden 
los valores medios del número de lados N de cada polígono, del perí­
metro 8 de cada polígono y, especialmente, del cuadrado del ¿rea de 
cada polígono". 

Para el plano euclidiano el problema fue considerado y resuelto por 
S. A. Qoudsmit [2]. Luego fue generalizado al espacio por nosotros [8] 
y recientemente ha sido nuevamente objeto de estudio y generalización 
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en diversas direcciones por R. E. Miles [4], [5], P. I. Richards [6] y 
D. G. Kendall (ver M. G. Kendall-P. A. P. Moran [3]). Algunos resul­
tados nuevos de Miles todavía no han sido publicados y debemas agra­
decerle su gentileza de habernos proporcionado la redacción preliminar. 
Estas generalizaciones se refieren a nuevos valores medios para el caso 
del plano y su extensión al espacio euclidiano de n dimensiones. 

La generalización al plano hiperbólico presenta cierto interés como 
nuevo ejemplo del diferente comportamiento de este plano respecto del 
euclidiano, en cuanto a sus subdivisiones en dominios poligonales. 

Vamos a resumir los resultados obtenidos y su comparación con el 
caso euclidiano. Llamando: N = número de lados de cada polígono; 
S = perímetro de los polígonos; A ~ área de las polígonos, e indi­
cando con E(...) al "valor medio" según la ley de probabilidad uni­
forme que especificaremos, se tiene: 

Plano euclidiano (resultados conocidos [2]): 

E(N) = 4 , E{S) = 2 ^ T = 3,5448... , E(A) = 1 , 

E(A^) = î TT» = 4 , 9 3 4 . . . 

Plano hiperbólico: 

E(N) = 4 , E{8) = 1 -I- — = 3,683... , E{A) = 1 , 

E{A*) =• 13,02... 

donde f es la raíz positiva de la ecuación 4ir¿* — 2¿ — l = O y e l 
valor exacto de i?(A') está dado por (4.14). 

2. VALORES MEDIOS PARA UNA FIGURA CONVEXA K DEL 
PLANO EUCLIDIANO.— Vamos a dar una nueva demostración de los 
resultados conocidos para el caso del plano euclidiano, que servirá para 
mejor comprender el camino que seguimos para el caso del plano hiper­
bólico. Obsérvese que la demostración original de Goudsmit, así como las 
variantes posteriores, no parecen ser fácilmente generalizables al plano 
hiperbólico. 

Vamos a recordar primero algunos resultados ya obtenidos por nos­
otros en otra oportunidad [7]. Sea K una figura convexa del plano, de 
perímetro L y área F. Consideremos n recta.s G, (t = 1,2, . . . , n ) que 
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cortan a K. Si Pi, OÍ son las coordenadas de OÍ (pi = distancia de 
Oi al origen; 6i = ángulo de la normal a OÍ con una dirección fija del 
plano), tomamos como densidad para medir conjuntos de rectas a la 
forma diferencial dGi = (dpidOi), [10], [3], El valor medio del lime­
ro de puntos V de intersección de las n rectas, que son interiores a /' será 

f dO, dO,... dGn 

donde la integral del numerador está extendida a todas las rectas del 
plano y la del denominador a aquellas que cortan & K, y por tanto vale 

(2.2) fdG,dG2 ...dGn = L" , 

puesto que se sabe que para cada recta, la medida de aquellas que cor­
tan & K es iguel a L, o sea, 

(2.3) §dGi = L 

(ver [10], pág. 13; [3], pág. 58). 

Para calcular la integral del numerador de (2.1) llamemos Va a 
la función de Cj, G) que vale 1 si OÍ, 0/ se cortan dentro de K y vale 
O si se cortan fuera (para completar la definición pondremos Vn = 0). 
Para cada pasición de las n rectas es F = 2 Va y el número de las 
Vi¡ es i/^« (n — 1) . Llamando Si a la longitud de la cuerda que OÍ 
determina en K, se tiene 

(2.4) fVijdGidOi = 2fsidGi = 2nF, 

puesto que la medida de las rectas que cortan a un segmento es igual 
al doble de su longitud ([10], pág. 13; [3], pág. 58) y además es 
conocida e inmediata la fórmula 

(2.5) J Si dGi = trF. 

Por consiguiente, tenemos 

JVdG,dG,...dGn = 1/2 n (n - 1) f Vi, dO^ ... dO» = 

= nin - 1) nFL'-\ 
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De aquí: 

a) El valor medio del número de puntos de intersección de n rectas 
que cortan a K, que son interiores a K, vale 

(2.6) h\iV) = n{n-l)7rFL-''. 

Sea ahora P el número de regiones en que las n rectas dadas al 
azar dividen a la figura convexa K. Las posiciones de las n rectas en 
que pasan más de 2 por un mismo punto, son posiciones excepcionales 
de medida nula respecto de las integrales que figuran en (2,1). Ex­
ceptuando estas posiciones, vale la fórmula 

(2.7) P = V + n + 1 

como se deduce inmediatamente de la relación de Euler para redes del 
plano. En efecto, consideremos la red formada por las n rectas y el 
contorno de K. El número de vértices es igual a V más los 2 n puntos 
que las rectas determinan en el contorno de K. El número de regio­
nes es P. Para el número de lados, se observa que por cada uno de 
los V vértices interiores pasan 4 y por cada uno de los vértices del con­
torno pasan 3; como cada lado pertenece a dos vértices, el número de 
ellos será por tanto */¿(4F -f 6n) = 2V + 3 «. Por el teorema de 
Euler para superficies abiertas (número de regiones, más el de vérti­
ces, igual al de lados más uno) tendremos 

V + P + 2n-2V-^n = l 

de donde resulta la relación (2.7) que queríamos probar. Por consi­
guiente : 

b) El valor medio del número de regiones en que n rectas al azar 
dividen a la figura convexa K es 

(2.8) EK{P) = n(n - 1) TTFL-' + n + 1. 

El número total de lados de la red formada por el contorno de K 
más las cuerdas que las rectas OÍ determinan en K hemos visto que 
era 2 V -f 3 n. El número de lados del contomo es 2 n, luego el nú­
mero de lados interiores será 2 V + n. Llamando .Â i al número de 
lados de la región d al sumar los Â i para todas las P regiones, se ob 
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serva que cada lado interior aparece contado dos veces y cada lado del 
contorno de A' una sola vez. Por tanto 

(2.9) SiVi = 2(2 r + n) + 2n --= iV + in. 
1 

De aquí definieiuio el valor medio del número de lados de las 
regiones en que una figura convexa K queda dividida por n rectas 
dadas al azar por 

i V ( S ^ i ) 

EK{N) -
EK{P) 

resulta: 

c) El valor medio del número de lados de las regiones en que una 

figura convexa K queda dividida por n rectas dadas al azar que cor­

tan a K, es 

(2.10) E.iN) = 4 - ^,^.^^) ' , ^ , . 

donde EK(V) está dado por (2.6). 

Consideremos ahora la suma "Si^i {i = 1, .. -¡F) de los perímetros 
de las regiones en que cfueda dividida K. Llamando, como antes, Si a 
la longitud de la cuerda que d determina en K, es 

(2.11) %Si = 2tSi + L 
1 1 

y por tanto se tiene: 

d) El vaL·r medio de los perímetros de las regiones en que una 
figura convexa K queda dividida por n rectas dadas al azar que cor­
tan a K, es <•> 

(•) Obsérvese que esta definición de "valor medio" eomo el cociente 

EU%Si)/EAP) 

es ba&tante natural. Podrían tomarse otras, por ejemplo 

Esi^Si/P), 

moa de acuerdo con la definición usual del cálculo de probabilidades, pero enton­
ces resulta muy dificil el cálculo exacto. 
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EK{P) 

o bieu, teiiieiulu cu cuenta que, según (2.ò) y (2.;5) es EK{S\) -- -^t'/'li, 
i-esulta 

(2.12) EK^Ü) 
nin - l)TrF + (n + 1) L-

Finalmente, de manera inmediata, definiendo el área media de las 
regiones en que queda dividida A' por EK{A) ~ F/EK{P), tenemos: 

e) El valor medio del área de las regiones en que vna figura con­
vexa K es dividida por n rectas al azar que la cortan, vale 

F L-
(2.13) EK{A) = n{n - 1) TTF + {n + 1) Ir 

3. PASO AL PLANO EUCLIDIANO COMPLETO.— Al pasar de 
la figura convexa K a todo el plauo euclidiano, los valores medios an­
teriores dependen de la forma de K y de la manera como esta figura 
crece hasta llenar todo el plano. Más exactamente, el resultado final de­
pende de dos parámetros, a saber: 

a) El límite de la razón F/L- del área de Â  y el cuadrado de su 
perímetro, cuando A' crece hasta llenar todo el plano. Nosotros vamos 
a suponer que K es un círculo, y por tanto 

F 1 

ÍTT 

Esta hipótesis es fundamental. Si en vez de un círculo, supusié­
ramos que K es un cuadrado, sería F/L^ = 1/16 y todas las fórmulas 
que siguen quedarían modificadas. 

bj Debemos dar, además, la densidad media de las rectas, que aho­
ra pasan a cubrir todo el plano. Ella estará dada por el valor límite de 
ia razón r/n, siendo r el radio del círculo y w el número de rectas que 
lo cortan. Podemos adoptar dos criterios: 

1. Suponer E{A) — 1. Entonces, según (2.13), poniendo F = Trr^ 
L =^ irr, para que al nacer r - > oo resulte E{A) = 1, el número 
n de rectas debe crecer de manera tal que sea 
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(3.2) lím — ^ 
11 

Esta us la hipótesis que hace (ioiidsniit [2J, al suponer que las 
rectas del plano son tales que el valor medio del área de los polígonos 
en cfue queda dividido es igual a la unidad. 

2. Se puede introducir el número k que indica el número medio de 

rectas que cortan a un segmento de longitud luiidad colocado al azar 

sobre el plano. En este caso, como la probabilidad de que una recta 

que corta al círculo K corte a un segmento de longitud unidad colocado 

en su interior vale 2/L ( [3] , pág. 58), el valor medio del número de 

rectas que cortan al segmento será 2 n/L = nj-n r y si queremos que 

este valor sea fc, resulta que al hacer r -> oo, el número n de rectas 

debe crecer de manera que sea 

, »• 1 
(3.3) lun —— : 

í i TT A: 

Esta es la hipótesis cfue hace Richards [6J. El parámetro k se re­
laciona con el parámetro T usado por Miles [4], [5J por ser T — TT fe/2. 

Nosotros vtimos a tomar el convenio de Goudsmit, o sea, supondre­

mos que se cumple la condición (3.2) ; corresponde al caso de Richards 

haciendo fc = l/yj T. 

Con este convenio, de (2.10) y (2.12), poniendo F — -nr-, L = 2 TT r 

y teniendo en cuenta (3.2), resulta que los valores medios del nú­

mero de lados N, y del perímetro S de los polígonos en que queda di­

vidido el plano euclidiano por rectas al azar que cubren el plano con 

la condición E{A) = 1, valen E{N) — 4, E{8) — 2 - y ^ de acuer­

do con los resultados conocidos ya mencionados. 

Vamos a hallar ahora el valor medio del cuadrado del área, que es 
la parte más complicada. Vamos a ver cómo por el método que aquí 
seguimos se llega al mismo resultado de Goudsmit. 

\alor medio del cuadrado del área.— Sea K el círculo de radio r. 
Sean Pi , Pi dos puntos interiores al mismo y representemos por 
dPi = [dxi dyi] {i = 1,2) al elemento de área del plano correspon­
diente a cada uno de ellos. Siendo G¡,02, ...,0„, n rectas que cortan 
a K, consideremos la integral 

file:///alor
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(3.4) 7 ^ f(ii\>ii',da, ...da„ 

extendida a todas las rectas que cortan a K y, para cada posición de 
las mismas, a las posiciones de i 'i, P-i (fue pertenecen a una misma re­
gión de las que queda dividida A', es decir a las posiciones cu que l\ 
y Pi no son separados por ninguna de las n rectas. 

Fijando primero las »i rectas Gi, es 

V 

(3.5) / --= j%A-dG^... dG^. 

De aquí, 

(3.6) H ' - ^ ^ ^ - ~ 

y por tanto el valor medio del cuadrado del área de las regiones en (juc 
las íi rectas dividen a K, según la definición adoptada, vale 

(3.7) £ A ( A = ) = 
KK ( P ) />" 

donde EK (P) está dado por (2.8). 

Para calcular / fijemos aliora los puntos / ' , , i'-. Llamando a a la 
distancia entre i 'i, P^, puesto que la integral de cada dGi extendida a 
las posiciones en (jue OÍ no separa a los puntos Pi, P¿ es igual a la 
medida de las rectas que cortan a K (que vale L = 2 x r) menos la 
medida de las que cortan al segmento PiP- (que vale 2 a) , se tiene 

(3.8) I = / ( 2 T r - 2a)''dP^dP,. 

Fijado Pi, es dPí ~ adn dO, siendo 6 el ángulo de la recta PiP-
con una dirección fija del plano. Fijados o, 6 la integral de cfPi es el 
área de la intersección de K con su trasladada en la dirección opuesta 
a ^ de un segmento a. Para el caso general de una figura convexa cual­
quiera K, esta área no puede expresarse mediante funciones elementa­
les, pero si K es un círculo de radio r, el ara se compone de dos seg­
mentos circulares de flecha igual a r — a/2. Por otra parte, esta área 
es independiente de la dirección 6 y por tanto la integral de d í es 2 x. 
Kesulta asi 

(3.9) 7 = 47r j ' (2Trr - 2o)"a(r='arccos (ff/2r) - —-y/é r^ - a'') 
It *» 

da. 
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Por tanto, según (3.7) y (2.8) se tiene 

-"• u , a a ,1 a-. , 
lü 77 ((I - ^)" ar- (are COÜ — - — V'l ~ —) Í ' " 

i ^ T T ) ' ^ '2¡- Ar * r - ' 
(3-10) ¿ \ ( ^ ^ ) = n (n - 1) + 4 (n + 1) " 

Pasando al límite para r ^ oo, » -> co con la condición (3.2), resulta 

(3.11) /v(A-) =̂  2TT J c--'"'^'^ada = y-.-n-
0 

de acuerdo con el resultado de üoudsmit [2]. 

Obsérvese que si en vez de la integral / (3.4) coiLsideramos 

/ / ( a ) dP,<lP.,dO, ... dG„, 

siendo siempre a la distancia Pi P¿, el ra^onamiento anterior conduce a 

la fórmula final 

(3.12) E[^f{a)dP,dP,) = 2n fe-'''"^~af{<,) da 
o 

donde la integral del primer miembro está extendida al interior de uno 
de los polígonos en que las rectas dividen al plano. Esta fórmula (3.12), 
que contiene muchos casos particulares según el valor asignado a la 
función f{a), ha sido obtenida por Richards [G]. 

4. EL CASO DEL PLANO HIPERBÓLICO.— Hemos hecho los 
cálculos anteriores referentes al plano cuclidiano, aunque los resultados 
obtenidos ya eran conocidos, para mejor comprender la generalización al 
plano hiperbólico. El método va a ser el mismo; únicamente cambian las 
fórmulas intermedias y los resultados finales. 

Una recta del plano hiperbólico queda determinada por su distancia 
V a un origen fijo O y por el ángulo O que su normal por O forma cou 
una dirección fija (también por O). Para medir un conjunto de rectas 
8e toma la integral de la forma diferencial 

(41) dO = cosh vdvdO 

que en Geometría Integral se llama la "densidad" para rectas en el 
plano hiperbólico y que es la única forma invariante por movimientos 
(salvo un factor constante). Ver [9], [10]. 
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Cou esta doiisiílaii, la medida de las rectas (jue eortaii a una fifíura 
eouvexa es igual al perímetro de la misma (igual (jue en el caso eucli-
diano) y también vale la lomuda (2')) del plano euclidiano ([9] , [10]). 
Por consiguiente, todo lo dieho |)iira el easo de una figura convexa K 
del plano euclidiano en el n*? 2 vale exaetamente igual para el plano 
hiperbólico. Es decir: 

Los valores iiudios CJ.t)), (2.S), C-Mü), (2.lL' y (2.18) vah n iyiKil-
mcnte para el plano hiperbólico. 

h& diferencia empieza al .suponer que A' crece hasta llenar todo el 
plano. Supongamos cfue A' sea un círculo de radio r. Entonces es (ver 
por ejemplo Coxeter [1], pág. 250) 

(4.2) L = 27rBeuhr , í ' = 2 TT (coshr - 1) 

y por tanto 
27TK 1 

(4.3) 
L'^ eosh r 4- 1 

El área media (2.13) valdrá por tanto 

4 77 senh- r 
(4.4) EK{A) 

)i(n - 3) + 2(n + l ) ( cosh r + 1) 

Si normalizamos la densidad de las rectas de manera que para r -> oo 
sea E{A) =• 1, deberá ser 

s enhr . 1 2(n + 1) (eosh r + 1) 

y puesto que, para r - » oo, senh r/cosh r - » 1, poniendo 

senh r 
(4.5) lím = ¿ 

resulta que ¿ debe ser raíz de la ecuación 

(4.6) i^è- = l + 2f 

o sea, puesto que ¿ debe ser positivo 
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1 + ^Jl + •in 
(4.7; è - ^ - 0,;{72tí . . . 

4 TT 

Para el caso 2 ' coiisidei-ado en el n'' ¡5, si se quiere que el valor me­
dio del número de reetas que cortan a un segmento de longitud unidad 
colocado al azar sobre el plano, sea f>\ el radio r y el número n, deben 
tender a oo ligados por la relación 

lím 

o sea 

(4.8) lím -

2n 

2 TT senh r 

senil r 1 

n 

En este caso resulta E{A) = 4/(7rA-- +2À;) y para que sea 
E{A) = 1 debe ser k = I/TT t 

Al pasar a todo el plano hiperbólico a partir de un círculo cuyo 

radio r -> oo y con un número de rectas n que también tiende a oo con­

servándose la relación (4.5), QH E(A) = 1 y la relación (2.10) da 

inmediatamente E(N) = 4. El valor medio del perímetro S de los po­

lígonos en que el plano queda dividido ya no es el mismo de antes. A 

partir de (2.12), poniendo F = 2 7r(coshr — 1), L = 2 TT senh r y pa­

sando al límite, teniendo en cuenta (4.5), resulta 

(4.9) E{S} = 1 + _ = 3,683.. . 

Se tienen así los primeros resultados enunciados en el n ' 1. Pase­
mos ahora al cálculo más complicado del valor medio del cuadrado del 
área. 

Valor medio del cuadrado dd área— Para seguir el mismo camino 

del plano euclidiano, necesitamos calcular el área de la intersección de 

dos circunferencias de radio »• cuya distancia entre los centros es 

a (O ^ a < 2 r ) , fig. 1. Sea <p el ángulo central correspondiente al huso 

<iue constituye dicha intersección. El área del sector circular de ángulo 

central <p vale yi(coshr — 1). Debemos restarle el área del triángulo isós­

celes OVV que vale TT - (^ + 2 a) (Coxeter [1], pág. 246), siendo o el 
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Fis. 1 

ángulo de la base. Por otra parte en el triángulo rectángulo mitad de 
OVV vale (Coxeter[l], pág. 238) 

sen« = 
senil (o/2) 

senh r 
v> tanli(a/2) 

eos — = 
2 tanh r 

Por tanto el área del huso intersección de los dos círculos vale 

(4.10) //(o, r) = 2 ̂ (cash r - 1 ) - 2:7 + 2 ( p + 2«) 

tanh(a/2) senh(o/2) 
4 are eos cosh r — 2 TT + 4 are sen • tanh r senh r 

Igual que en el caso del plano euclidiano tenemos ahora la misma 
integral I, que por un lado tiene el mismo valor (3.5) y por otro lado, 
teniendo en cuenta que fijado Pi es dP. = senh adadO, en vez de (3.9) 
resulta ahora 

(4.11) / = 2 77 j (2Tsenh r -2« ) " H( f l , r ) s enhado . 

Para hallar EiA''), según (3.7), debemos dividir por EK{P)L* y 
luego pasar el límite para r, ii-> oo ligados por la relación (4.5). Según 
la normalización EK{A) — 1, es EK(P) = F = 2TT (cosh r — 1). Sien­
do, además, L = 2 ir senh r, queda 
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="• o 

2 ir f (1 )" senh a H (a, r) da 
Z ^ ir senh r ' 

£ (A ' ) = lim 2TT (coshr — 1) 

00 

= 4 J* c""/''* senh o are cos/tanh («/2)) da , 
u 

o bien, poniendo o = 2 f w, 

00 

(4,12) EiA") = 8¿Je-»«''' 'senh(2¿M) arceos(tanh¿«) d« . 
o 

Siendo 

f e-»"/' senh(2 é u) dti = e-"'" (senh 2 í w + r í coah 2 í u) 
•' 2(rr»f - 1) 
y también 

d (are eos (tanh í M)̂  = — —-— du 
^ ' cosh Ç M 

la integral de (4.12) se puede integrar por partes, quedando 

= 8é [ ; — ; e-"/''(senh(2£tt) + 7rfcosh(2éM))arccos(tanh¿M)]^ 4 

+ -— f e-"/" (senh 2 ¿ u + w ¿ cosh 2 í u) — - - — = 
2( , r»¿»- l ) o*' coshltt 5(T 

2ir»¿'' 

, ¿ , _ 1 + 

4 f f f <" dtt 
+ — f e-^/'ísenh ( 2 ¿ W ) + ir ¿cosh (2 ¿u)^ 

ir* í* - 1 0̂  ^ ' cosh i tt 

habiendo tenido en cuenta que l/ir < í < 2/ir. 

De manera inmediata se calculan las integrales 

<» 8enh(2Étt) " 2w»í 

o·' cosh^tt ó' 4 - i r » f 
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«' cosh(2¿íí) ^ 

o*' cosh¿« ,/ 

— r (/(t :^ j" — ilu . 
o*' eosh f « •4 - ir'' ¿- u t'osli ¿ it 

La última integral se expresa mediante la íunciúii derivada logarít­
mica de r(a;) . Introduciendo las funciones 

(U3) *(x) = logr(x) , p{x) - y2{*(--—) - *(^)) 

resulta (ver, por ejemplo, las tablas de integrales de I.S. Gradshteyn-I. 
M. Kyzhik, Moscú, 1962, pág. 961) 

«5 g-;¡u/,r 1 • 1 1 

„•' i-osh¿u $ '^^2 ^è ' 

Por consiguiente, reuniendo todos las resultados obtenidos, resulta 

2 77'í- 12 ¿ 2 1 1 „ 
(4.14) A'(A^) ^ - . ^ ^ ^ - ^ - [ - l + ^ — ^ - - ^ ( - + — ) ] . 

Para calcular 

aplicamos (4.13) y utilizamos las tablas de Jahnke-Emde (Pág. 16). Sien 

do f = 0,3726... resulta 

1 
a; = 1/2 + = 1,354... 

Para aplicar las tablas de Jahnke-Emde usamos la relación 

* (3;) = * (a; - 1) + 1/x 

y por tanto 

X + 1 
• ( ) = * (1,177) = * (0,177) + 0,849 = 0,625 
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* {x/2) ---= * ((),G77) - : 0,190 

li{x) = y^[^ (1/2 (-í-l- \) - ^ W-ix)) - 0,218.. . 

Con estos valores, sustituidos en (̂ 4.14) y haciendo los restantes 

cálculos, resulta 
E{A-) ---'• 13,02.. . 

Este es el resultado final, bastaute más jjraude que en el caso 

euclidiano. 
Análogamente al caso euclidiano, si se considera la integral 

/ / (a) dP, dP, dG,... dG„ 

se llega al resultado general 

E{p{a)dP,dP.;) -

= 4 J ¿-'/"i f (a) senil o are eos (tanh —) da 
u — 

que generaliza al plano hiperbólico la fórmula (3.12) de P. I. Ilichards. 
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