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SUMMARY

In riemanuian space, the difference between second covariant derivatives,
avith the order of derivation permuted, gives rise to the curvature teusor. In
spaces with a nou-simmetrical affine connexion, from the fundamental conne-
xion (1.1) we deduce the connexions (1.3) and we have different kinds of cova-
riant differentiation according to the connexion we use for the differentiation of
cach index of the tensor (see [1]).

If we eonsider the difference between (1.5) and (1.6), were the subscripts
1, 2, ... indicate that the corresponding derivatives are done with respect to the:
connexions '[, *, ... choosen among the (1.3), we dednce the tensor (1.8). The
more natural case i3 that in wich we assume the conditions (2.1), (2.2); then
we have the tensor (2.4) which generalizes the ordinary enrvature tensor.

By contraction we get the tensors (8.1) and (8.3). We prove : a) In order that
all the tensors (3.1) are equal to zero, there is sufficient that conditions (4.2)
hold ; b) In order that all the tensors (3.3) are equal to zero, there is sufficient
that the conditions (4.4) hold. Introduction of the tensor (4.5) enables to state :
in order that all the contracted tensors (3.1) and (3.3) are equal to zero, there
is sufficient that the conditions (4.7) hold.

The teunsor (4.5) is fundamental in the Einstein’s unified field theory of
1951 [1] whose field eqnations are (5.1) and (5.2). The preceding result gives
that for a space which satisfies the field equations (5.1) and (5.2), the contrae-
ted tensors (3.1) and (3.3) will be equal to zero if and only if the suplementary
tensorial condition (5.3) holds.

1. DIFERENCIA ENTRE DERIVADAS COVARIANTES SEGUNDAS,—
Sea el espacio definido por la conexidén afin no simétrica [’:).. Sega-

rando la parte simétrica de la antisimétrica se puede poner

0y = T + Pon (1.1)



—_ 90 —
con
1w o v 1
Py =5 (M5 + T5)y - Ty =5 (M — ), (1.2)

donde I es una conexién simétrica y [ es un tensor (torsién del
espacio).
Pe la conexién fundamental I'j; sé deducen las conexiones
.}

= P(m’ +r1 = Fu ) _I‘fj = ‘;i = F?ij) - rfijl' (1-3)

En general pondremos 'TI'j;, 2}, ..., para indicar cualquiera de las
conexiones (1.3). Es decir, los nimeros 1, 2, 3, ... pueden sustituirse
por cualquiera de los simbolos 0, 4+, — y entonces las conexiones
estan definidas por (1.3).

Para cada una de estas conexiones se puede dehmr una derivacién
covariante que, por ejemplo para vectores covariantes, indicaremos
(siguiendo a Einstein [1}),

Aij= Ay~ Ty A (1.4)
1

¥y andlogamente para vectores contravariantes o para las conexiones.
En todo lo que signe, como es costumbre, el punto y coma indicard
la derivacién covariante y la coma sola derivacion ovdinaria.

Para tensores, la derivaciéon covariante se hace de manera anslo-
ga, poniendo debajo de cada indice el niimero que indica la conexién
respecto a la cual se deriva. Por e¢jemplo, del tensor (1.4), por nue-
va derivaciéon covariante se puede obtener el tensor

A ;%'h = (Ai WJh — 11‘:1' JhA— ‘:] A ) — Ih (Al N l[“;j Ay —

[l

— 3 (As, 1 — PR AY). (1.5)

La notaciéon del primer miembro indica que al derivar respecto a
el primer indice se deriva con la conexién *I' y el segundo con la
conexion °I".

Permutando el orden de derivacién en (1.5) y haclendo las nuevas
derivadas respecto a otras conexiones I, °T", [, siempre dentro de
las (1.3), se tiene

A=A 5 — A, — TR A, ) — It Ti(Ay, ) — ThAy)—
46
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— D (Ag, — T A,). (1.6)
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Restando miembro a miembro (1.5) y (1.6), como el primer miem-
bro es un tensor, también lo seri el segundo, que resulta

A (5,5 — g+ 1Pyl — %1 + T30 — 41.‘}1_..655:1‘).'*-
+ A;,;("[‘;.j - II‘J'lh)"' Al,j(q‘éh - 2F:h)+ Al,h(srt?j - le!j). (1.7}
Para dar forma tensoral a estas expresiones pongamos
: Ai,l=A_‘i;z+7F§lAs, Al,j:A.sl;j+8F7jA,,
Az,h=Aé;h+f1‘§,‘As . »

eon lo cual queda el tensor

AUy — 5 0 + 1505 — T 0y + T3 —
—ATHO0 + TR (0 — 3Th) 4 505 (Dh — 2Th) +
+ 0% (Crh — TH)t + Ay 16T — *0n) +

+ Ag;i(‘lptl'h - 21‘5)1) + Alg; h_(5[‘1l'j - 1[’:,_;).

Como los tres Gltimos sumandos son tensores, resulta que la can-
tidad

Tghj (1, 2, ey 8, 9) = 4[’:}. = 1].‘% h+ lF?j 2[‘:h — 4F§h 5P:j -+ (1.8)
+1F§l3F;h — 4 Grllzj + T4 (Gplllj - 3Fy'lh> + (41‘;'}; - 2F:h)+
+ T4 BTy — T%)
es un tensor.
Por el método de obtencién, la expresion (1.8) es un tensor cuales-
quiera que sean las conexiones ", 2", ..., °I", Sin embargo, si se parte
de un espacio en que la Ginica conexién dada es la (1.1), estas cone-

xiones deben elegirse entre las (1.3) o entre otras deducidas de la
conexién fundamental (1.1). '

2. TENSORES ANALOGOS AL DE CURVATURA. — En lugar de con-
siderar las derivadas covariantes segundas (1.5) y (1.6), con cada
indice derivado respecto una conexién diferente, parece natural con-
siderar que las derivadas del indice 4 respecto j, h sean hechas en
ambos casos con la misma conexidn, es decir, tomar

, o0 =] (2.1)

). d",(li. ;'I;.
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Ademés, tomemos

S =~ , ¢con —“I‘fj =8 ;,' (2'2)
lo cual equivale a transponer los indices de la conexién al pasarde
la derivada del indice 7 respecto el k a la derivada del indice b res-
pecto el 7. ‘

Con esto queda
Agjn— Aipg = A, (Th ;= Th 4 + 15205 — (2.3)

14 2 -3
2 1

I3 l ~8 i 8 i
— Ty + Tallj — Ty 3[‘jh)-
Resulta asi el tensor

Rin(1,2,38) =4 ; — TG 0 + ‘I"fﬁl’ﬁ;. — 2[‘7}.1[‘% +  (24)
+ 53T, — 5Ly -

Dando a T, 2T, 3 cualesquiera de los valores (1.3) resultan 3%=27
posibilidades. Sin embargo, cuando sea '1' = *[" el tensor (2.4) re-
sulta independiente de *I'; por tanto el namero de tensores diferen-
tes se reduce a 21. .

Si se parte de un vector contravariante A®, el tensor general (1.8)
resulta diferente, pero con las condiciones (2.1), (2.2) el tensor (2.4)
resulta el mismo.

Por tanto: en todo espacio de conexién afin no simétrica existen
21 tensores cuya férmula general es la (2.4) anélogos al ordinario
tensor de curvatura.

El ordinario tensor de curvatura de la conexién

F:j es el thj(ﬁ—, +, +)

que corresponde a tomar en (2.4) [ =" = 3" = +I",

De (2.3) se deduce: pare que las derivadas cruzadas de un wvector
A; indicadas en el primer miembro de (2.3) (o las andlogas de un vector
contravariante Al) sean todas nulas, cualesquicra que sean las conexio-
nes 'T", 2T, 3T elegidas entre las (1.3) y cualesquiera que sea A;, es nece-
sario y suficiente que sean nulos los 21 tensores (2.4).

3. TENSORES CONTRATDOS. — A partic de (2.4), por contraccién
de los indices s, j se obtiene el tensor
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Rin(1, 2, 3) = Rige (1, 2, 3) = Dip, s — T 0 + (3.1)
4 LM = I 4 1T h — 535 -

Por contraccién de los indices s, b se obtiene por un cilculo inme-
diato

R% (1, 2,3) = Rian(1, 2,3) = — Rip (2,1, —3) (3.2)

donde debemos recordar que ponemos —3T'j; = *'};.

Por contraccién de los indices s, ¢ se tiene
RE(1,2,8) = Run(1,2. 3) =5, — Wi + (3.3
+ (‘th - 2ng) 3[‘1119
Observemos que siendo ', I, 3[" una de las conexiones (1.3} es
My = 2 = Ty = Ty (3.4)
Poniendo ademiis, para cualquier conexion,
r;is] = - I‘?si,' = Fi (3-5)
¢l ultimo tensor contraido se puede escribir
R (1,2,3) =5 — T s+ (1 - T)Tw- (3.6)
Obsérvese que es

Ol‘l _ 0, +F[ = Ff"“l —_ rl) -Fl = Ffal] — — Fl- (3_7)

4. CONDICIONES PARA LA ANULACION DE LOS TENSORES (3.1) Y
{3.6). — Descomponiendo cada conexién 'T', ", *[" en su parte simé-
trica y antisimétrica, los tensores (3.1) se pueden escribir en la forma

Rin(l,2,3) = R OT) + 0y ;5 O0) — Tl n M)+ (4.1)
+ Ty iy — Ml ‘P[lm + T o — iy Moy
donde Ry, (°T") = Ry, (0, 0, 0) indica el tensor de Ricci tomado con la

conexién simétrica " = Iy y las derivadas covariantes de los tér-
minos segundo y tercero del segundo miembro son tomadas también

respecto la misma conexion oI,
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Puesto que las '[, 20, 3" son algunas de las conexiones (1.3), de
(4.1) se deduce :

Para la anulacion de los 21 tensores (3.1) o (4.1) son suficientes las
condiciones siguientes : ’ b ‘

R T) =0 , [fuy;o () =0
Ti=0, [igMn = 0. (4.2)
Anélogamente, descomponiendo las conexiones que figuran en la
expresion del tensor (3.6) en su parte simétrica y su parte antisimé-
trica, se puede escribir
W1, 2,8) =T ,n — T i + Thsip o — T + (43)
! el l
+ My = 0y (sr[m] + 3F[,,ij)7
de donde teniendo en cuenta (3.4), se deduce:

Para ln anulacidon de los 21 tensores (3.6) son suficientes las sigwien-
les condiciones : :

T, n— Doy, s =0, Ti=10. (4.4)

L
Las ecuaciones (4.2) pueden escribirse en otra forma mis breve
introduciendo ¢l tensor

1. 1 ] ‘ X
By =~ ;([ o, 1+ Con ,i) 4+ T s +Th iy — M4l by (4.5)

cuya parte simétrica es
By = R (°0) — FEis] FElh] ?
y parte antisimétrica
: -
E[ih] = I [ih] ;8 (OF).

Con esto las ecnaciones (4.2) son equivalentes a

Ba=0,1N=0, MTy=0 (46)

Combinando este resnltado con (4.4) se tiene
Para la anulacion de los 42 tensores coniraidos (3.1), (3.6) son sufi-
cientes las condiciones :

Ean=0,Ti=0, Cgy,n—Ceny,i =0
14
Ui Fflh] = 0. (4.7)
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OBSERVACION. — En lugar de las.conexiones (1.3) se pueden con-
siderar, m4s generalmente, lus conexiones

To=Tw + el — -

donde ¢, es una constante o parametro. Los casos (1.3) correspouden
ayp,=0,¢,=1,9,= — 1. Se tiene asi una familia de tensores de
la forma (3.1) o (3.6) dependientes del pariametro .. Los mismos
calculos anteriores prueban que: las condiciones (4.7) son suficientes
para la anulacién de toda esta familia de tensores.

5. APLICACION A LA TEOR{A DEL CAMPO UNIFICADO DE BINSTEIN
(1951). — En la teoria de la relatividad general.cldsica, suponiendo
que el espacio tiempo es un espacio de Riemann, existe un solo ten-
sor contraido Ry (tensor de Ricci) formado con la conexién simé-
trica I'j; = simbolos de Christoffel de segunda especie. Entonces, las
ecuaciones de la gravitacién en el vacio son R,; = 0, es decir, expre-
san que el tensor de Ricci es nulo.

Al considerar espacios no-riemannianos, con conexién afin no-si-
métrica, ya hemos visto que aparecen de manera natural 21 tensores
de curvatura (2.4) al considerar la diferencia de derivadas segundas
(2.3) y a partir de ellos 21 + 21 = 42 tensores contraidos (3.1)y
(3.3). Una generalizacién de las ecuaciones del campo de la teoria de
la relatividad general clasica, que eliminara toda eleccién entre esta
variedad de tensores, seria un sistema que anulara a todos los tenso-
res (3.1) y (3.3), es decir, un sistema de ecuaciones como el (4.7).

En su teoria del campo unificado de 1951 1], Einstein considera
que el tensor incégnita es un tensor g; (no simétrico), a partir del

cual se determinan los coeficientes I'j; por las ecuaciones
9ij;a=0 (6.1)
+_
debiéndose ademis cumplir las ecuaciones

Ba=0,T =0 (5.2)

donde E;;, es el tensor (4.5) que Einstein introduce por ciertas razo-
nes de hermeticidad. Por el hecho de satisfacerse las ecuaciones (5.1),
las terceras ecuaciones (4.7) se satisfacen idénticamente. Quedan
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finicamente, no necesariamente satisfechas las altimas ecnaciones
(4.7).

Resulta asi que en los espacios definidos por las ecuaciones (5.1), (5.2)
se anulardn todos los tensores contraidos (3.1) y (3.3) siempie y cuando
se cumpla la condicion suplementaria de anularse el tensor simétrico

At

<1 =
I [‘.s] [lh] =0 (0.3)

y esta condicion sea compatible con las ecuaciones del campo (5.1) y
(5.2).
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