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Supongamos la superficie esférica de radio uno y en ella 
inscrito uno cualquiera de los poliedros regulares convexos. Si 
trazamos los arcos de círculo máximo que unen los vértices 
consecutivos dé tal poliedro, tendremos jsobr© la superficie de 
la esfera dibujada' una rédl uniforme, es decir, tendremos des
compuesta la superficie esférica en un' cierto número de polí
gonos esféricos regulares e iguales. Por ejemplo, las figuras 
I y 2 representaii respectivamente las redes derivadas d e U d é i ^ ^ j^ ^^^ 

, cájedró y deí icosaedro.; . ' , , : • ,'; ' . V '̂̂ '̂̂  ^̂  o Q - ̂  •̂ 

> , Supuesta, sobré la supierfície dc; la; esfera, ima cüWtt^ff - ^ 
:, ,ide longitud L, na6viL;SÍnd(rforinación,ieñoádá posición,tm 

'y 'ün-icierto númei'o'^n'dè.pimtps dé' mterisecçión .'con.lí'rç íffite-
S; rior (por éj. en la fig.'l'iès;n=:3)'." Queremos hallar, én; 
' . .eiuailor.medio de este número « ,Y deducir de él algunas con-
V,• -pecuiçiicias.• ,̂ . ' ,: , ••;'•,> • , .•• '. <'^ 

;.',Si consideramos,Únicamente-los vértices àe la red esférica 
tal como la hemos defmido, y suponemos móvil sm deforma
ción sobre la sijiperficie de la esfera una figura cualquiera de 

^ clarea F^Í en éada, {p<)ái¿iÓQ í contendía t en «su ímterior un cierto 
ilkúl^^rò'v de tales) s^lrtic^s ^?En/§•/:} ̂ baljamps el valor medio 
c(o sueste taúnàero v, junto con algunas consecuencias que de él 
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^ £o^§ ^^dbitaos^^nas'.ooncUciopeè suficie^te?¡para que 
figura è8!fér||ca oonvex«v^\iedib conteÜeiv íotalin^níe.eá su intbî iu* ^̂  
a otra figurai esfenc^; tan^^^n ^conv¿xft, genéraU^ai^do así' sobi^ 
la esfera ua WsSilt̂ ^do !<nie H HAbwiOER obtuvo para las fi- , . \ 

guras planas ' \í' ' ' > ^ u ^ ^ I s 
En § 4 aplicamos los resultados de § 3 a la obtención de , '^ ¡^ 

algunas acotaciones que mejoran la desigualdad isoperimétnca < , ''{, 
clásica L^-j-F^ — li-iiF>o^de las figuras esféricas ^ , 

' V i * / . 
I Fórmula de Poincaré sobre la superficie esférica Una \u 

curva, o en general una figura cualquiera susceptible de moví- ¡ 
miento sin deformación sobre la superficie esférica, queda de- ^ 'j 
terminada por la posición de un punto Q invariablemente unido ^ 
a la misma, más una rotación T alrededor de Q Para medir un f 
conjunto de posiciones desuna misma figura o, lo que es lo , 
mismo, un conjunto^ dé ^figuras coiigruentes sobre la superficie ^ 
esféricaa, se toma la integral, extendida al conjunto considerado, ^ 
de la forma diferencial , ' 

/ ' ndKe=?[iLLQ. (a); 

í 

t 
dK^ = dü dT ( I ) 

siendo rf Q él elementó de área- de la superficie esférica' corres
pondiente al, punto Q¡ . La expresión dK^ se llama densidad <,;'. ¡)' 
cinemática esférica. ..y •' , .'. Y;, 

Si la figura móvil es una curva de longitud L y sobre Ja , ^· 
esfera existe otra curva fija de longitud LQ, llamando n al nú
mero de puntos de intersección de ambas curvas para cada po- . .,• 
sición de la primera, tiene lugar la siguiente fórmula, llamada 
de Poincaré, -

• - ' • ' 

árate, Comm. Math. Helvetioi, 13, 1941. Gegenseitige Bedeókiarkeit eiveier 
Bibereíahe und Isoperimetrie, Vierteljahrsehrift der Nat. Gess. Zürich, 86, 1941. > r.,- | \ 

Ül origen de los trabajos referentes a cuestiones como las tratadas en ' ''''-̂ " ''-
$ 1 y i 2 se remonta a E. BAÉBIEB, Note sur le problème de l'aiguille et le 
jeií da joint couvert, Journal de Liouville, 2' Serie, 5, 1860. •-
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•̂  (i ̂ ^|!^y8Íiii^t^^ateióiii\8e pqede cpnsiderar extendida, respecto Ú , a 
<pdai]l'àí!8U](f]8rfj(cíe\esfé5piçÈi ^, respecto t , de o a 2 TI, siendo n = o 
vCinaridjWíl^r4pS/ <jurva^ n o tienen punto común 

jj'í %i \' !^ta< fóm^ulá (2) es la única que necesi<;amoá en eàte § i 
ii>' KÍ y 4^6 no^deihostramos, suponiéndola conocida (^) 

1/ ' < 

/' 

V />. 

teï' 

vn̂  

Fig 1 Fig 2 

' 3 FaZor medio del numero de puntos de intersección de 
una curoa móvil con una re4 uniforme Supongamos dibujada 
sobre ïa superfície esférica una red uniforme tal como se ha 
definido en la Introducción Representemos por de la longitud 
de los lados dejas^.caras de la red (que son polígonos esfen-> 
eos), indicando, c-•!(<=:4,v 6,..8, 12, 20) el número de caras 
delpoliedro regúUrfíqüeíx'dá bngén a la red. 

Sea ÍL una curva'"^dé longitud L móvil sin deformación so
bre la superficie. Para' aplicar la' fórmula (2) a esta'curva K 
y a toda la red, observemos que la longitud de esta última es 
a^dc siendo a^ el número de aristas del poliedro regular de c 
caras. Es pues 

ndKg = lia¿dcL. (3) 

Como la integración está extendida a toda la supe,rficie es
férica (cuya área es 4 " por suponer la esfera de radio unidad) 
respecto c í Q y d e o a 2 i t respecto dr, es también 

V " í 

M 

(•) Para la definición anterior de densidad cinemática esférica y fórmula 
de Poincaré, ver W. BLASCHKE, Vori, ilher Integralgeométrie, II- Hámbur-
gor Math. Eizelschriften, 1937, pàg. 81. 



\'^ 

i i 4 í?,/ 

•116-

'y"dííte = 87r2 

1 

>\ 

Por tantò, por definición de valor medio se obtiene 

_ fndKe 
n = 

\ 

Locdc 
ídKe 2 51 2 

(4) 
/ 

/ ; 

Este es el valor medio buscado del çuinero de puntos de 
intersección de H curva K con, los lados de la red. ' 

Consecuencias I Como el valor medio no puede ser su
perior a. todos los valores posibltss de n, ni tampoco lufemior ' 
a todos ellos, se tiene: - , - ' 

Sobre la superficie 'esférica ^dè radió uno, toda curva de' 
longitud L se puede colocar de tal manerta qiie cor,le; a la red 
esférica definida por el poliédto regular de c caras, én un hjú-

mero de puntos igual o mayor que -^ ^ , y también ¡existe 
, ,• ' v • : ' " - . ' • ^ . ^ '.'', , ' , . , . ' , • ' , . • 

.alguna posición en, que corta a la misma red^éri un número de 
'- puntos''igual o'menor,<jue el mismo cociente. Si «ste cociente' 

no es entero, se puede sustituir por el,entero sup«erior 'más 
próxiniò en el primer caso y por el entero inferior más pró
ximo en el segundo. 

II. Si n < i quiere, decir que habrá posiciones en que 
. n ' = p , y.por tanto: , 
- • ..Una condición suficiente para asegurar que una curva es-
' féricd K puede colocarse en una posición tal que no tenga nin
gún ¡púnio común con una red uniforme de c caras, es que 

Ocdc 

III. Más general: 
Si una curva K nO puede cortar a una red de c caras en 

más de a puntos, es n^n, y por tanto 

• > ' • ( > • ; ' , 

ácdn 
<5); 

11. 
( • • • • • ' • , > , i . \ s - ' • 

, ,;,..|l.ecíprocamente, si se cumple (5), existen posiciones de 
K en las cuales corta a la red en menos de n puntosu 
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j ^ M'^' 

{/^ í ^mtorior en una deterni^àdà" posiciónX(pP;r/^Jl (pttr'-l^ 

i t ' V J-f % 2TiF, pues para calcular / d/fe extendida a todas las posiciones 

< ' 

.'feíí'''v 

fydKe^2TiFN. (6), 

La integración, como siempre, se puede considerar ex
tendida a todas las posiciones posibles de K, entendiendo que 
es V =; o cuando no contenga ningún punto en su interior. 

Siendo, como en § i, jdKe = 8Ti^, resulta como valor 
medio de v (cuando sobre la esfera existen N puntos en cual
quier posición) 

- fvdKe FN , 
""" jdKe , 4 " " " ^ 

Si los puntos fijos son los vértices de la red derivada del 
polígono- regular de c caras, podremos poner u<, en lugar de 
N, indicando con Vc el número de vértices del poliedro regular 
de c caras-

Por las mismas razones que en § i , se deduce; 

!{'• 

•- ¡S-2 . ^ ' ' , ' * Vl\^,V 'ñ 
r * '̂  ( • • • ) *? ¡ t e 

s '^^'\í'/¡i }^ Valor fnedio <jíel^i número de puntos cubierlos por una '^¡W^ 
^%WK^ ^jfih^rq de^ área F Supongamos añora que K es una figura de ^ '{'^\ 
\ f*ij Hí'áíea F, no neoesanaáiente convexa, y también móvil *sin de- ' )\'pK 

\ * ií ' foi'm£(cion sobre la superficie esférica de radio uno Si v es el ; 4 
fl '/^ numerQ.de vértices de una red esférica que ,/f contiene en su . A^ M, 

í interior en una determinada'bosición'7^tíof^eiy/en'Uá'fiffura'ra' i 'h^'iyj 
es v = i ) , queremos hallar e l ' liaZor medio 4«'''*^tè :núniétó' V, 

l"" ,1 h'l Pa ra ello observemos qué lá medida del conjuntó de posi-~ ^ ii, 
("W cíones do K en las cuales contiene un punto fijó P es igual ^ 

n'̂ ' 
>f 

I, ^v ^ ü TI 1', pues paia caicuiar j un.e exienaiaa a loaas las posiciones > i> 
) ^ en las cuales P pertenece' a K, se puede suponer primero,'fijo ,̂ ,' í* 
n T (recordar ( i ) ) y entonces la integral de d Q vale F\, e inte-' ," J5 

! \ | grar lu^jo dx de o a art. Si no se trata de un solo puütó'P ,̂ ' 
ij '' sino que existe un numeto W (Je "éllOs'sobre la superficie es fé - . ^ V? 

rica, al integrar díTe • como acabamos de decir •'•para cada -^.Q, 
punto, se obtiene en total 2 n F i V , pero de ésta manera las¡ po- %, 
siciones en las cuales K contiene v 'puntos vienen contadas 

j veces; en definitiva se puede escribir, por tanto. 

I 

m 

numerQ.de


r 
¡ 
) 

t l.\ 

« 

V 

) 

^ 

í ' 
K 

1 

'[ 
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Çonseçuenòim II t/na figura K de área F situada sobre^ 
L· esf0ra de radío uno, '^siempre se puede colocar en una po^i-
cióp tat que'contenga un·, numero de vértices de la red definidat 

F V 
por el poliedro Yegular de c caras, igual o mayor que -j—^, y 

también en otra posición tal que el numero de dichos puntos 
FVe 

sea igual o menor que el mismo cociente Si el cociente, —.— 
'no,!es entero, se gjie^e;sustituir por el cuteroiSupefipr máá pró-'. 
kimp,^n el pri^faéfi'çaso'.y.pór.el eriteyo inferior Caás próximo 
en el segundo.. ' 

• II. Si una figura K (que puede ser múltiplemente conexa, 
o bien compuesta de distintos pedazos, siempre que ellos con
serven constante su posición relativa) no puede contener en su 
interior mm de v vértices de una red, su área F- cumple la limi
tación 

~ Ve (8). 

' '' Refcíprocameiite, si se cumple L· desigualdad (8) se puede 
asegurar que hay alguna posición de K en la cual contiene 
píenos de v puntos en su interior. 
.' Análogamente, si L· figura'K, en cualquier posición con
tiene por lo menos v vértices de una red, su área F cumple 

F¡^ 
4 71 V 

(9) 

siendo, como siempre, Vc el número de vértices de L· red. 

§3. 

I. Unas condiciones suficientes para que una figura esfé
rica convexa pueda estar contenida en el interior de otra(^). 

'^*),. T̂ i> recinto esférico se Uama convexo cuando su contorno no puede ser 
cortado 'por un círculo máximo en más de dos puntos. Una línea esférica 
cerrada y convexa divide a la superficie de la esfera en dos regiones: al decir 
recinto o figura convexa consideramos siempre aquella región que es igtial o 
menor que una semiesfera. 
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(-) 
'I|[¡.J(HADWIOE6I ha obtenido condiciones suficientes para que 

uni\ z)ejaiJDÍ|o plano i convexo de área F y períàietro L pueda estar 
CÒiStéiiiçtp-'totalmente én el interior de otro iecinto convexo de' 

•ÍĴ ;!f'./',yaníí>s a obtener unas, condiciones an,álogas parael caso de 

• %MeáfF¡S^':p^ím^o Lo(*) 

v-í' VwH'\4>'''''''̂ ^ a, .obtener unas 
• • íi''!,''.!^-''fie'ú'ás .esféricas. 

.\:,'"':¡'ií;;fyi)v.i: íSea F el área y L el perímetro de la figura convexa''ÍC 
•',!^'^^í^'Üyf:Poy •í'b'·los correspondientes valores para /^o.¡Considerando,íf' 
;v;̂ *jj;p;'?!'!fija, sobre la superficie esférica de radío uiiidád.-y /fo móvil 

l;?'(i!'~' sobré la misma, la medida de todas las posiciones de KQ en las 
que tiene algún punto común con K (medida obtenida con la 
densidad cinemática ( i)) es conocida y vale (5) 

ai'' '• 

# i -

fdKe •.2^{F + Fo) + LL^-FF^. .(lo) 

Esta medida comprende las posiciones en que una de las 
figuras, K o KQ, está totalmente contenida en la otra (cuya me
dida representaremos por M¿), más la medida de las posiciones 
en que el contorno de K^ corta al de K eniijpuntois (£ = 2,4» 
6,,...) que representaremos por M¡. Por tanto (lo) se puedej 
|BScribir(*). 

Mo + M2 + /l/4 + M 6 + . , . - = 2 7t(F + Fo) + LLo-

Por otra parte, la fórmula de POINCARÉ (2), n' 

2M2 + 4M4 + 6M6 + . . . = 4LLo. 

4 

."ir 

;'ís 

(*) H. HABWIQEE, TJéberdeckung ébener Sereiche durch Kreise ÍÍÍMJ Qua-
áráte, Comm. Math. HélTetici, 13, 1941,. No hemos podido consultar directa-
menta este trabajo de Hadwiger; conocemos únicamente la crítica del mismo 
aparecida en " Mathematical Beviews", TOI. 3, 1942. Ignoramos, por tanto, 
si nuestra demostración para las figuras esféricas, que evidentemente tiene 
su análoga para el caso del plano, coincide o no, en tal caso, con la demos
tración de Hadwiger. 

(•) W. BLASOHKE, Vori, über Integralgeometrie II, pág. 82. 
(') Obsérvese que por ser K j K, convexas, las posiciones en que i =: 1, 3, 

5 , . . . . tienen medida cero 7 no liaj que considerarlas. 



\ J i i \ 

I* " ) 

>^M'^ft0i '/^tf^'% f^|^v,4<í;í, •î r,'̂  
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De í i i ) y (12) se deduce 

Como todas las medidas M, (i = o, 2 ,4 .6, ) son siem-
prie positivas o nulas, de áqiií se^ deduóe que una condición, 
suficiente para que existan posiciones en las cuales una de' las 
dos figuras convexas K, KQ esté contenida totalmente en el in
terior dé la .otra (es decir, para. c¡ae MQ>O), es que, 

. 2n(F.ri^Fo):-^ (F.Fo +'L Lo)>o. (i3) 

De aquí se deduce, en consecuencia, que si dos figuras K 
y KQ son tales que ninguna de ellas pueda estar contenida en jelí 
interior de la otra debe ser > . 

2n{F + F,)-{FFo-{-LL,)^o. (i4) 

En particular, tomando dos figuras iguales a K, esta 
desigualdad (i4), nos da (haciendo F==FQ, L = LQ) (') 

•L^^F(ín — F). 

o bien, tomándolas ambas iguales a Kg-. 

Lo^^Fo(í^ — Fo). 

(x5)i 

(ï6): 

Como estas desigualdades ( i5) y (16) son válidas cuales
quiera que sean K y KQ, se seduce que para cualquier par da 
figuras esféricas convexas, vale siempre 

l^La^^FF^{liii-F){li^^F^). (17) 

Esta desigualdad (17) nos va a permitir afinar más la 
condición (i3); En efecto, la desigualdad (í3) deja sin esta
blecer cuál de las dos figuras K, KQ es aquella que está con-

i 
/ I 

(') Se observa que la desigualdad (15) es la clásica desigualdad isoperi-
métrica para figuras esféricas. La demostración dada, que' aqui necesitamos 
solo de paso, es en el fondo la de BLASCHKE, Vori. Integralgeom. II, pág. 83. 
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mj0k\ Wt,'l |5\oírM/Qw^^oá/má8 oòncretanjeotçj^ escfibií 
OOlIdlî OÍwat suf^tenie papa asegui^ar que JRT está contenida et 

T^kèa ello observ^^mos la desigualdad 

una 
en Kn 

. ; / , : , , . í l i ? f e í ' ! ( 4 W - í ' o ) > Í L ^ L o ^ - F F o { l n z - F ) { í n - F , ) ( i8) 

„Xk%'íi^íí^í;:'---f;--"'; '••••• •, : • V , -
'."jv/i'Cjiyaíexpresión siibradicál es siempre positiva o nula, según (17). 

• ; ' ' ; . ' ! • > :• • 

Si 

.UU(/.', 

*'•' . lizóción de (i8) implica que F<FQ, con lo cual ya será se-
,guro que es if la figura que puede estar contenida en KQ .En 
efecto, de ( i3) (que.es conse.cuencia de 18)) se deduce 

LLo<:2n(F + Fo)-FFo. (i9)i 

Si fuera F'^FQ, según (19), sería LLo<c(4^^—^0)^' 
y por, lo tanto (18) no podría verificarse por ser el segundo 
miembro esencialmente positivo o nulo. 

En lugar de (18) se puede también considerar 

•^ í • 

r.MV/-

F o ( 4 " - F ) . - L L o > l / L 2 V - i i ' í ' o ( 4 « - F ) ( 4 ^ - f o ) · ( 2 o ) 

Esta desigualdad tiene como consecuencia (i3) y además 
exige también qué sea F<FQ. En efecto, si fuera F>FQ, de la 
desigualdad (17) se deduciría 

L 2 V ^ Í ' o ' ( 4 ^ - F ) 2 

o sea LLo^Fo ' (4 '" — F), con lo cual, por la misma razón de 
antes, (20) no podría realizarse, por resultar el primer miembro 
negativo o nulo. 

En definitiva, la condición (i3) se puede puntualizar con 
las desigualdades (18) y (20), las cuales, cambiando un poco la 
estructura, permiten enunciar, sobre la esfera de radio unidad: 

Condiciones suficientes para afirmar que h figura convexa 
K puede estar contenida en el interior de la figura convexa KQ, 
son que se realice una dé L·s dos condiciones: 

S'' 

1 
' . • ! > : . 

• ' ; # / 

• , ' . - . / » ' 

que.es


o òien 

¿ ¿o + |/L^ L^o -FFQ gn i - f ) (/trr - F,) 
<1. ( 3 2 ) 

2. Casos particulares. I. Si consideramos el caso en que KQ 

es un círculo de radio esférico R I ^ — J , es ; 

2 í t sen i? . Fo = 2 7t(i —eos /? ) (23) 

y las condiciones (21) y (22) se escriben, después de simples 
transformaciones. 

R L — Fcot~>fU — Fan-
2 ' ^ ' •F) (23) 

R ( 4 n — F ) t a n g — - L > | / L 2 — F ( 4 ^ — F ) (24) 

Luego: / 
Pa ra çii6 una figura convexa esférica K situada sobre la 

esfera de radio unidad pueda estar contenida totalniente en el 
interior de un círculo menor de radio esférico R, es suficiente 
que se cumpla una cualquiera de las condiciones (23) , (24)-

I I . Paso al caso del plano. Las condiciones suficientes 
(21) y (22) se refieren al caso de figuras esféricas convexas si-
t^adas sobre la esfera de radio uno. Si se trata de figuras si
tuadas sobre la esfera de radio p, bastará escribir las mismas 
condiciones (21) y (22) para las figuras obtenidas proyec
tando las figuras dadas, desde el centro de la esfera, sobre la 
esfera de radio uno. Bastará, por tanto, sustituir L, LQ, F, FQ 

' T T F P 
por •—> ~^> ~2> ~^ respectivamente. Escritas (21) y '(22) de 

esta manera y haciendo tender p a infinito, para pasar al caso 
del plano como límite de una esfera cuyo radio crece infinita
mente, se obtienen las condiciones 
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/ 1 LLo + y L ^ L ^ n - i e n ü F F o ^ , 

¿••''•''•{li'íoft,•''(••• i ' • . ' ' • • 

;' '••'•'/•;\qitó''':'a6ix las condiciones suficientes obteiíidas por HADWIGER,(*) 

'• i* i^.para'(jue .la figura,plana y copyéxa.ÍL de área F y perímetro L 
\ f ^ 'pòèf la • estar conlenidia en él interior de la figura convexa KQ 
'.^•'•Ig'f.dé.Váréa FQ y,,perímetro; • L o , 

: # •'§'^-

ri'ff'X' I- Desigualdades isoperimétriças sobre la esfera. Si en lu-
lar de escribir las óondiciones (23) y (24) suficientes para 

ííip,y* que la figura. X pueda estar contenida en ¿1 interior del círculo 
de radio R queremos escribir de manera análoga las condiciones 
suficientes para que un circuló de radio esférico,r,pueda estar 
contenido en, el interior de K, de .las desigualdades (21) y 
(22) se obtiene 

h; Fcot-Í^ L > / L 2 — F ( 4 i i —F) (25) 

L _ i ( 4 , i _ F ) t a n g ^ > "^L^—F{Un — F). (26) i Supongamos que sea R el máximo de los radios de los 
lS!y( círculos que no pueden contener a /f en su interior y r el mí^ 

'!''/<•''' nimo de los radios de aquellos que no pueden estar contenidos 
¡̂((r • en la misma K. 

?»' Según esta definición, para estos valores de i? y r, no pue-
,' de verificarse ninguna de las desigualdades (28), (24), (25), 

(26). Por tanto, llamando para abreviar 

•vi A = L2 — F (4^ —F)=.L2 + F 2 - - 4 t F 

se tendrá, según (aS), 
' - fí 

/ A ^ L — F o o t — 



•nM^fvim^Mmii 

y también 

— 124 — 

/ À à í ' o o t - ^ — L 

\. f 

puesto que si seVverificase la desigualdad contraria, según (25). 
la figura K podria contener èn sû  interior al 'circulo dó radio 
R, lo cual no es posible. De estas desigualdades'sfideáuce 

(a); A ^ ( L — F c o t — ) 

y análogamente, de (24), (26) y (26) se deduce también 

(b), A S ((4 ^ — F) tang — — L )" 
2 / , 

(c) 'As(/'oot-^—L)' (2?:̂  

(d); A à ( L - ( 4 ^ - í ' ) t a n g ^ / . _ 

La expresión A es lo que se llama «déficit isoperimétrico> 
para las figuras convexas situadas sobre la esfera de radio uni
dad (8) y las desigualdades (27) nos dan algunas acotaciones 
mejoradas de la desigualdad isoperimétrica clásica L^-{-F^ — 
— [inF>o. 

Aplicando la relación 

x2 + y 2 ^ - i - ( x + y)2. 

(') Ver loo. cit. en ( ' ) ; además H. HADWIOEB, Gegenaeitige SedecTciarJceit 
Bvieier Eibereiche vnd Isoperimetrie, Viertejahrasch. der Nat. Gess. Zürich, 
86, (1941), pág. 153. 

(°) Sobre el problema de la isoperimetria sobre la esfera ver, por ejemplo, 
T. BoNUBSiar, Les Problemea des isopérimètres et des isépiphanes, Gauthier-
Villars, Paris 1929, pág. SO. Para bibliografía ver BaroJESEii-PENCHED, Theo-
He der konvexen Korper, Ergebnisse der Mathematik und ilirer Grenzgebiete, 
Berlín, 1934, pág. 113. 



#<H,,^':'<'^'5<1í^^><^,1¿^^^A'H' A ., 
kV, 

las 4^f%uï4^iíí^ (a)<,y (o) mos daa 

1 IM , , ,> A > - i - í ' * ( c o t — — cot—V 

•••««vaï; 

• ' • ; i # ; ; v · A v ; , , . . . . . ^ 

' • " ' ' ' , ,Aè-r - ' (4 : t -F)2( , tang | — t a n ^ A ) ' 

(28) 

(29) 

Ánfilogamente, sumando (à), (b) y (c), (d) respectivamen-

rSf̂  
rjíjS .-i ,tèí se obtienen las nuevas acotaciones 

R F \« ¿^ í F 

• ' : : « f t 

,'|}IY' ', Todas estas desigualdades (27), (28), (29), (3o) son nue
vas acotaciones para el «déficit isoperimétrico». Al pasar al 
plano como caso límite de una esfera cuyo radio creoe infig, 
mente (tal como se hizo en § 3, caso particular II 
acotaciones conocidas jpara el déficit isoperimétrico 
planas. 

{ > 

I •> \\ 

-...,,• .'A,.;,. 1 

• . ' • ' ; , , ' ! > ) ^ : : ' 

-• • ',-"i'>S' 4 

• • • ; ' • ' - ^ ïM 

• ,;Cw.. i ! 
.. . • • « 

Rosario, Instituto de Matemáticas, abril de 1942. 
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TEMA PROPUESTO 

38.-Demostrar que 

lime "I I-f-71 i r + ^ T + --- + 7 ÑT ^ " r 
„_>oo \ ' 2I ' 31 ' ' ( n — I ) ! / 2 


